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  2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com )(06 60 34 41 36):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 مقدمة

 بسم الله الرحمن الرحيم

 ، حٌث كانت أول دورة للامتحان الوطنً الموحد هً 2003 – 2002       بدأ المغرب فً تطبٌق نظام الامتحان الوطنً الموحد منذ الموسم الدراسً 

و سعٌا منها إلى تكرٌس مبدأ المساواة بٌن كافة أبناء المغرب، قننت الوزارة الإجراءات المصاحبة لهذا النظام فً قوانٌن أساسٌة تسمى . 2003دورة ٌونٌو 

 .بالأطر المرجعٌة للامتحان الوطنً الموحد على مستوى كل مادة دراسٌة

                  و منذ ذلك الحٌن صدرت عدة مذكرات وزارٌة لمراجعة و تصحٌح الاختلالات التً تشوب تطبٌق مقتضٌات هذا النظام، و ذلك لتوخً الدقة 

 .و الموضوعٌة و ضمان مرور العملٌة فً الظروف التً تجعل من شهادة البكالورٌا المغربٌة ذات مصداقٌة و جودة عالمٌة

، ٌضعنا أمام إشكالٌة حقٌقٌة و هً طبٌعة التلمٌذ الذي (ب)و  (أ)     الامتحان الوطنً الموحد فً مادة الرٌاضٌات الخاص بشعبة العلوم الرٌاضٌة بسلكٌها 

هل هو التلمٌذ الآلً و المٌكانٌكً الذي ٌجتر طرق الآخرٌن فً الحل و ٌرد بضاعة قد بٌعت له مسبقا؟ أم هل هو التلمٌذ المفكر  . ٌجتاز الامتحان بنجاح

 المتعمق و المتأمل فً المسائل الرٌاضٌاتٌة أٌاما و لٌالً و الذي غالبا ما ٌنتهً به سلوكه هذا إلى الدورات الاستدراكٌة؟ 

و أقصد بذلك : فهو ٌحفظ ما هو تقلٌدي و كلاسٌكً فً الرٌاضٌات لتفادي تضٌٌع الوقت .       أرى أن التلمٌذ السلٌم هو الذي ٌأخذ من هذا و ذاك

 .و ٌتأمل فً الأسئلة الغرٌبة و التً وضعت ربما لأول مرة. الخوارزمٌات و بعض منهجٌات الإجابة على بعض التمارٌن التقلٌدٌة

 .      ٌضم موضوع الرٌاضٌات فً غالب الأحٌان أربعة أو خمسة تمارٌن ٌكون التلمٌذ مطالبا بإنجاز ما ٌستطٌع فً ظرف زمنً لا ٌتعدى أربع ساعات

            ٌتعلق عادة بالبنٌات الجبرٌة و ٌمتحن التلامٌذ فً قدرتهم على التعامل مع مفاهٌم الزمرة و الحلقة و الجسم و الاستقرار و التبادلٌة :  التمرين الأول

 .و التشاكل و الزمرة الجزئٌة و حل معادلات فً مجموعات غٌر اعتٌادٌة كمجموعة المصفوفات

ٌتعلق عادة بالأعداد العقدٌة و ٌمتحن التلامٌذ فً قدرتهم على التعامل مع العدد العقدي فً شكلٌه الجبري و المثلثً و ربط ذلك بحل بعض  :  التمرين الثاني

و قد ٌتم فً بعض الأحٌان إدراج المخروطٌات فً دراسة عقدٌة تستدعً . المسائل الهندسٌة التً توظف الإزاحة و الدوران و التحاكً فً المستوى العقدي

 .من التلمٌذ التمكن من الاهلٌلج و الهذلول و الدائرة و ممٌزاتهم

         𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡  و  𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 قد ٌضم تمرٌن فً الحسابٌات و عندها تقترح بعض الأسئلة التً ٌجب على التلمٌذ استحضار مبرهنات  :  التمرين الثالث

ٌَّزة فً .  كما ٌكون التلامٌذ مطالبٌن بضبط تقنٌات الحساب بالموافقة بتردٌد.  فً حلها 𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡 و  و ٌوظف كل ذلك فً هدف عام و هو حل معادلات مُمَ

℞ و 2℞ 𝑛℞  ًأو دراسة نوع معٌن من الأعداد ف ℕ ًأو ف ℞.  

كما ٌجب . و قد ٌتعلق التمرٌن الثالث بالاحتمالات و فٌها ٌتحتم على التلمٌذ استحضار كفاءته التجرٌدٌة فً التفكٌر و نمذجة التجارب العشوائٌة بطرق سلٌمة

              و أقصد بذلك الاحتمال الشَّرطً و الاستقلالٌة و الأمل الرٌاضً: على التلامٌذ حفظ قواعد الحساب فً الفضاءات الاحتمالٌة المقترحة فً التمرٌن

 .و المغاٌرة

ٌضم مسألة فً التحلٌل و هً تعالج فً غالب الأحٌان تمثٌل دالة عددٌة فً المستوى الحقٌقً، أو دراسة حلول  :  ( إن وجدالخامسو  )  التمرين الرابع

        𝑇𝐴𝐹  و  𝑅𝑜𝑙𝑙𝑒 : و توظف فً هذه الدراسة المبرهنات الأساسٌة . معادلة، أو دراسة تقارب متتالٌة أو حساب تكامل أو دراسة دالة معرفة بتكامل

 . و تقنٌات التأطٌر و حساب النهاٌات و دراسة الرتابة و التعامل مع المتتالٌات و التقارب 𝑇𝑉𝐼 و 

                        فً المسألة المتعلقة بالتحلٌل ٌجب دائما التمرن على استغلال نتائج الأسئلة السابقة لأن المسألة تكون عادة متكاملة و الأسئلة فٌها متسلسلة

كما ٌجب على التلامٌذ التدرب على استعمال الآلة الحاسبة العادٌة ، لأنها تساعد فً التأكد من صحة بعض النتائج بشرط أن تكون غٌر قابلة .و مترابطة

 فإن النقط التً سوف تحصل علٌها 20و اعلم فً الأخٌر أنه ما دام تفكٌرك ٌؤول إلى . و حتى إن كانت كذلك فهً لا تُغْنًِ عنك من البرهان شٌئا. للبرمجة

إن الحصول على معدل جٌد فً الدورة العادٌة خٌر من أن تُحال على الدورة الإستدراكٌة التً تضم فً غالب  .تُشكل متتالٌة متقاربة و تؤول إلى الصفر

 .2007و أستحضر هنا موضوع الدورة الاستدراكٌة . الأحٌان تمارٌن أكاد أرى بعضا منها مستحٌلا إنجازه فً أربع ساعات 

فاللهم صل على محمد : و أجعل الختام صلاة على نبٌنا محمد بن عبد الله .      أسأل الله العلً القدٌر أن ٌكون هذا العمل التطوعً بداٌة لخدمة الصالح العام 

 .و السلام علٌكم و رحمة الله و بركاته. و آله 



 

  
 الإمتحان الوطني الموحد

 لنيل شهادة البكالوريا
 2003الدورة العادية 

( ن 3,0 ): انتمشٌه الأول   

1 

 أ

 ب

 ج

 د

2 

  ن0,50

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,75

∶  𝐸 :      ا٥ر٤خ  𝐸   أُؼبدُخ ℕ∗ 2 ٗؼزجش ك٢     𝑥2 𝑥2 + 7 = 𝑦 2𝑥 + 𝑦   

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 

 مسلك العلوم الرياضية أ و ب
 10المعامل 

 أربع ساعات: مدة الإنجاز 
 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

  ٌٖ٤ُ 𝑥, 𝑦   ٖٓ ػ٘ظشا   ℕ∗ 2 ٌٖ٤ُ ٝ  𝛿 ٖاُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣ 𝑥 ٝ 𝑦  

𝑥:  ٗؼغ  = 𝛿𝑎   ٝ   𝑦 = 𝛿𝑏    

,𝑥 ٗلزشع إٔ   𝑦   ؽَ ُِٔؼبدُخ   𝐸 .   

𝑎2 𝛿2𝑎2:     رؾون إٔ  + 7 = 𝑏 2𝑎 + 𝑏   

𝛿2𝑎2:   ثؾ٤ش 𝑘اعز٘زظ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢  + 7 = 𝑘𝑏   ٝ  2𝑎 + 𝑏 = 𝑘𝑎2  

𝑎:  ث٤ٖ إٔ  = 1   

𝑏 :    اعز٘زظ إٔ  + 1 2 = 𝛿2 + 8   

  . 𝐸   أُؼبدُخ  ℕ∗ 2 ؽَ ك٢   

( ن 3,5 ): انتمشٌه انثاوً   

,𝒪 أُغزٟٞ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ   𝑖 , 𝑗     

𝑦:      اُز١ ٓؼبدُزٚ          ٗؼزجش أُ٘ؾ٠٘  =
3

4
 16 − 𝑥2  

 .  عضء ٖٓ ا٤ِِٛظ ٣زْ رؾذ٣ذٙ 𝐸 ث٤ٖ إٔ  

   . 𝐸 أسعْ أُ٘ؾ٠٘  

;4 :   اُ٘وطز٤ٖ اُِز٤ٖ صٝعب اؽذاص٤ز٤ٜٔب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ ٛٔب 𝐴 ٝ 𝐵ُزٌٖ  0   ٝ   0; 3    

;0  ٣٘ز٢ٔ ا٠ُ أُغبٍ  𝑥1 ؽ٤ش 𝑥1  اُز٢ أكظُٜٞب  𝑀1  ٖٓ  𝐸ٗؼزجش اُ٘وطخ  4 .   

𝑥1:  ٗؼغ  = 4 cos 𝑡1  0:     ؽ٤ش ≤ 𝑡1 ≤
𝜋

2
 :  ٝ ٗؼزجش اُزٌبَٓ ا٥ر٢ 

𝑥ثبعزؼٔبٍ أٌُبِٓخ ثزـ٤٤ش أُزـ٤ش ٝ رُي ثٞػغ   = 4 cos 𝑡  0:     ؽ٤ش ≤ 𝑡 ≤
𝜋

2
   

= 𝐼 𝑥1:   ث٤ٖ إٔ  6𝑡1 − 3 sin 2𝑡1   

   . 𝐸  ٝ أُ٘ؾ٠٘   𝑂𝐴  ٝ  𝑂𝑀1   ٓغبؽخ اُغطؼ أُؾظٞس ث٤ٖ أُغزو٤ٔ٤ٖ  𝑆 𝑥1ُزٌٖ  

𝐼 𝑥1 =
3

4
  16 − 𝑥2

4

𝑥1

𝑑𝑥 

 أ 1

 ب

2 

 أ

 ب

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

 𝐸  
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( ن 4,5 ): انتمشٌه انثانث   

1 

 أ

 ج

2 

3 

 الجزء الأول

 الجزء الثاني

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,25

    𝐸   ٝ أُ٘ؾ٠٘   𝑂𝐴   ٝ   𝑂𝐵  ٓغبؽخ اُغطؼ أُؾظٞس ث٤ٖ أُغزو٤ٔ٤ٖ  𝑆ٝ ُزٌٖ 

𝑀1  ٞٛ 3رؾون إٔ أسرٞة اُ٘وطخ  sin 𝑡1    

  .𝑡1  ثذلاُخ  𝑆 𝑥1أؽغت  

   .𝑆اعز٘زظ ه٤ٔخ  

= 𝑆 𝑥1:        ث٤ٖ إٔ 
1

2
𝑆   ⟺    𝑡1 =

𝜋

4
  

;𝒪   ك٢ أُؼِْ  𝑀1ؽذد اؽذاص٤ز٢   𝒪𝐴      ; 𝒪𝐵        ك٢ ؽبُخ    :𝑡1 =
𝜋

4
   

  ٌَُ 𝑎, 𝑏   ٖٓ  ℝ2 ٗؼزجش أُظلٞكخ  : 

    (        ℝ , +,×) M2     ٕؽِوخ ٝاؽذ٣خ                    ٗزًش أ     . 

,𝐸 :  ث٤ٖ إٔ   .  ؽِوخ رجبد٤ُخ ٝاؽذ٣خ ×,+

𝑥2 :      ُذ٣٘ب 𝑥 ٝ 𝑦ث٤ٖ إٔ ٌَُ ػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ٖ  + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 0   ⟺    𝑥 = 𝑦 = 0   

,𝐸 ؽذد اُؼ٘بطش اُز٢ روجَ ٓوِٞثب ك٢ اُؾِوخ     +,×   

,𝐸 :  اعز٘زظ إٔ   .  عغْ رجبد٢ُ  ×,+

 ٌٖ٤ُ𝜎 ػذدا ػوذ٣ب لا ٣٘ز٢ٔ ا٠ُ ℝ.  

,1 ث٤ٖ إٔ   𝜎    أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ اُؾو٤و٢   ℂ, +,∙    

 : ثٔب ٢ِ٣ ℂ ٗؾٞ 𝐸 أُؼشف ٖٓ 𝜓ٗؼزجش اُزطج٤ن 

,𝐸  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜓ث٤ٖ إٔ  ,ℂ   ٗؾٞ   + +    

𝑧2:      أُؼبدُخ ℂٗؼزجش ك٢   − 𝑧 + 1 = 0  

 ؽَ ك٢ ٓغٔٞػخ الأػذاد اُؼوذ٣خ ٛزٙ أُؼبدُخ ٝ اًزت ؽ٤ِٜب ػ٠ِ اُشٌَ أُضِض٢ 

𝜎:    ٗلزشع ك٢ ٛزا اُغئاٍ إٔ  =
1

2
+ 𝑖

 3

2
  

    ×,ℂ   ٗؾٞ   ×,𝐸  رشبًَ ٖٓ  𝜓ث٤ٖ إٔ 

𝑀 𝑎 ,𝑏 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

𝑏 𝑎
  

𝜓   ∶     𝐸  →   ℂ 

    𝑀 𝑎 ,𝑏   →   𝑎 + 𝜎𝑏 

    (        ℝ , +) M2   ٕث٤ٖ أ𝐸     ٖٓ عضء ٓغزوش                      ٖٓ ٝ   

                         

    (        ℝ ,×) M2  

 و

 هـ

 د

 ب

 ب

 ج

1 

2 

3 

4 

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

    (ℝ) M2       ك٢             

𝐸:      ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد ا٥ر٤خ 𝐸ُزٌٖ  =  𝑀 𝑎 ,𝑏   ∕    𝑎, 𝑏 𝜖ℝ2   
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( ن 9,0 ): انتمشٌه انشاتغ   

1 

 أ

 ب

 د

2 

4 

5 

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,25

7 

  .𝑓اػؾ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

1:    ثؾ٤ش 𝛼 ٝ 𝛽  روجَ ثبُؼجؾ ؽ٤ِٖ ٓخزِل٤ٖ                    ث٤ٖ إٔ أُؼبدُخ   < 𝛼 <  𝑒 < 𝛽 < 3  

  .𝑓𝑛أدسط رـ٤شاد اُذاُخ 

  .𝑥  ؽغت ه٤ْ  𝑓𝑛+1 𝑥  ٝ          هبسٕ  

1:    ثؾ٤ش 𝑢𝑛 ٝ 𝑣𝑛  روجَ ثبُؼجؾ ؽ٤ِٖ ٓخزِل٤ٖ                      ث٤ٖ إٔ أُؼبدُخ   < 𝑢𝑛 <  𝑒 < 𝑣𝑛  

    ٓزوبسثخ ٓؾذدا ٜٗب٣زٜب𝑢𝑛 𝑛≥4 اعز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ   

;0  اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ  𝑓ُزٌٖ  = 𝑓 𝑥 :  ثٔب ٢ِ٣  ∞+
4 ln 𝑥

𝑥2
−

1

2
 

,𝒪  ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ  𝑓   ٓ٘ؾ٠٘ اُذاُخ    ٝ ٤ٌُٖ      𝑖 , 𝑗   ٚٝؽذر      : 𝑖  =  𝑗  = 2 𝑐𝑚  C          

;𝑥 𝜖  0 ∀ : ث٤ٖ إٔ  +∞    ;    𝑓′ 𝑥 = 4  
1 − 2 ln 𝑥

𝑥3
  

          C  1    ك٢ اُ٘وطخ اُز٢ أكظُٜٞب        ُِٔ٘ؾ٠٘   𝑇 ؽذد ٓؼبدُخ أُٔبط  

          C أسعْ    

;𝑡 𝜖  0 ∀ :       ث٤ٖ إٔ  +∞    ;    1 − 𝑡 ≤
1

1 + 𝑡
≤ 1 

;𝑎 𝜖  0 ∀ :       اعز٘زظ إٔ  +∞    ;    𝑎 −
𝑎2

2
≤ ln 1 + 𝑎 ≤ 𝑎 

𝑛 ثؾ٤ش  𝑛ٌَُ ػذد طؾ٤ؼ  ≥ ;0  أُؼشكخ ػ٠ِ  𝑓𝑛  ٗؼزجش اُذاُخ 4 = 𝑓𝑛 𝑥 :  ثٔب ٢ِ٣  ∞+
𝑛 𝑙𝑛 𝑥

𝑥2
−

1

2
 

            𝑛 C . ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ 𝑓𝑛   أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ          ٝ ٤ٌُٖ  

𝑒  ٝ ث٤ٖ أٗٚ ٣وجَ ٗوطخ اٗؼطبف أكظُٜٞب            أدسط روؼش أُ٘ؾ٠٘   
5

6  𝑛 C            

 3   ٓززب٤ُخ ر٘بهظ٤خ هطؼب ٓغزؼٔلا ٗز٤غخ اُغئاٍ    𝑢𝑛 𝑛≥4 ث٤ٖ إٔ  

𝑛∀  2 :        ث٤ٖ إٔ  𝐼𝐼 ثبعزؼٔبٍ    ≥ 4   ;    
 𝑢𝑛 − 1  3 − 𝑢𝑛 

2
≤ ln 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛 − 1 

𝑛∀  :اعز٘زظ إٔ  ≥ 4   ;    
 𝑢𝑛 2

2𝑛
≤ 𝑢𝑛 − 1 ≤

 𝑢𝑛 2

𝑛 3 − 𝑢𝑛 
 

𝑛∀  :ث٤ٖ إٔ  ≥ 4   ;    
1

2𝑛
≤ 𝑢𝑛 − 1 ≤

𝑒

𝑛
 

𝑛∀  :        ث٤ٖ إٔ  ≥ 4   ;    𝑒
5
6 < 𝑣𝑛  

lim :اعز٘زظ إٔ 
𝑛∞

𝑣𝑛 = +∞ 

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥   صْ ؽذد اُلشػ٤ٖ اُلاٜٗبئ٤٤ٖ ُِٔ٘ؾ٠٘                          ٝ                   :   أؽغت     . C          

 𝑰  

1 

2 

 ب

3 

4 

 𝑰𝑰  1 

 𝑰𝑰𝑰  

2 

 أ 3

5 

 أ 6

 ب

 ج

 أ

 ب

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝑓 𝑥 = 0 

𝑓𝑛 𝑥  

𝑓𝑛 𝑥 = 0 

            𝑛 C .اعز٘زظ اُٞػغ اُ٘غج٢ ُِٔ٘ؾ٤٤ٖ٘             ٝ            
n+1 C            
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,𝑥 ُذ٣٘ب   𝑦  ؽَ ُِٔؼبدُخ   𝐸 .  

 ( ن 3,0 ):   التمرين الأول 

∎ 
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 أ 1

∎ 1 
𝑥:         ُذ٣٘ب  ∧ 𝑦 = 𝛿   

𝑏  :        ∗ ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُ٘ز٤غخ   ∕ 𝑎2 𝛿2𝑎2 + 7   

𝑎2ٝ ثٔب إٔ    ∧ 𝑏 =    1    ٝرُي ؽغت اُ٘ز٤غخ 1

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠      :  𝑏 كبٗٚ ؽغت   ∕  𝛿2𝑎2 + 7    

 ٚ٘ٓ ٝ       : ∃𝑘𝜖℞  ∶    𝛿2𝑎2 + 7 = 𝑘𝑏  

∎ 1 
𝑘𝑎2:      ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  = 2𝑎 + 𝑏  

𝑎:  ٝ ثٔب إٔ  ∧ 𝑏 = 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠    :  𝑎    كبٗٚ ؽغت  1 ∕ 1   

  ٗلغ1ٚ ٛٞ 1ٝ ٗؼِْ إٔ اُؼذد اُظؾ٤ؼ اُطج٤ؼ٢ اُٞؽ٤ذ اُز١ ٣وغْ 

 ج

𝛿2:       ٗغذ  ∗  ك٢ أُؼبدُخ  1 ثبُؼذد 𝑎ٗؼٞع  + 7 = 𝑏 2 + 𝑏    

 د 1 ∎

 ب

∎ 2 

𝑏 :       ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  + 1 2 = 𝛿2 + 8  

 : وفصم هىا تٍه أستغ حالاخ 

 :انحانح الأونى 

 :انحانح انثاوٍح 

 :انحانح انثانثح 

 :انحانح انشاتؼح 

⟺     𝑥2 𝑥2 + 7 = 𝑦 2𝑥 + 𝑦  

⟺      𝛿𝑎 2  𝛿𝑎 2 + 7 =  𝛿𝑏  2𝛿𝑎 + 𝛿𝑏  

⟺     𝑎2 𝛿2𝑎2 + 7 = 𝑏 2𝑎 + 𝑏   ∗  

⟺     𝛿𝑎 ∧ 𝛿𝑏 = 𝛿 

⟺     𝑎 ∧ 𝑏 = 1 

⟺     𝑎2 ∧ 𝑏 = 1  1  

𝑘𝑏𝑎2 = 𝑏 2𝑎 + 𝑏  

⟺     𝑘𝑎2 =  2𝑎 + 𝑏  

⟺     𝑎 𝑘𝑎 − 2 = 𝑏 

⟹     𝑎 ∕ 𝑏 

⟹     𝑎 ∕ 1𝑏 

𝑎:     ٝ ثبُزب٢ُ  = 1    

⟺      𝑏 + 1 2 − 𝛿2 = 8 

⟺      𝑏 + 1 − 𝛿  𝑏 + 1 + 𝛿 = 8 

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = −8
𝑏 + 1 + 𝛿 = −1

  

⟺     
𝑏 =

−11

2

𝛿 =
7

2
  

  

⟺     
𝑥 =

7

2
∉ ℕ

𝑦 =
−77

4
∉ ℕ

  

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = 8
𝑏 + 1 + 𝛿 = 1

  

⟺     
𝑏 =

7

2

𝛿 =
−7

2

  

⟺     
𝑥 =

−7

2
∉ ℕ   

𝑦 =
−49

4
∉ ℕ

     

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = 4
𝑏 + 1 + 𝛿 = 2

  

⟺     
𝑏 = 2   
𝛿 = −1

  

⟺     
𝑥 = −1 ∉  ℕ
𝑦 = −2 ∉  ℕ

  

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = −4
𝑏 + 1 + 𝛿 = −2

  

⟺     
𝑏 = −4
𝛿 = 1   

  

⟺     
𝑥 = 1 𝜖 ℕ       
𝑦 = −4 ∉ ℕ    

  

 أٝ

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = −2
𝑏 + 1 + 𝛿 = −4

  

⟺     
𝑥 = −1 ∉ ℕ
𝑦 = 4 𝜖 ℕ    

  

⟺     
𝑏 = −4
𝛿 = −1

  

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = 2
𝑏 + 1 + 𝛿 = 4

  

⟺     
𝑏 = 2
𝛿 = 1

  

⟺     
𝑥 = 1 𝜖 ℕ
𝑦 = 2 𝜖 ℕ

  

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = 1
𝑏 + 1 + 𝛿 = 8

  

⟺     
𝑏 =

7

2

𝛿 =
7

2

  

⟺     
𝑥 =

7

2
∉ ℕ   

𝑦 =
49

4
∉ ℕ

     

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = −1
𝑏 + 1 + 𝛿 = −8

  

⟺     
𝑏 =

−11

2

𝛿 =
−7

2
  

  

⟺     
𝑥 =

−7

2
∉ ℕ

𝑦 =
77

4
∉ ℕ

  

 أٝ

 أٝ

 أٝ

𝛿2𝑎2  : ٗغذ 𝑘𝑏  ثبُزؼج٤ش                     ٗؼٞع اُزؼج٤ش   ∗ ك٢ أُؼبدُخ   + 7  

⟺     𝛿2 + 7 = 𝑏2 + 2𝑏 

⟺     𝛿2 + 7 + 1 = 𝑏2 + 2𝑏 + 1 

⟺     𝛿2 + 8 =  𝑏 + 1 2 
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∎ 
 ( ن 3,5 ):   التمرين الثاني 

 أ 1

16 :       ٝ ٣ج٤ٖ اُغذٍٝ اُزب٢ُ اشبسح  − 𝑥2 =  4 − 𝑥  4 + 𝑥   

16 ٣ٌٕٞ ارٕ اُزؼج٤ش   − 𝑥2    ٕكب ارا ًب ؼَشَّ ُٓ   𝑥 𝜖  −4; 4   

𝑦:    ٝ ُذ٣٘ب  =
3

4
 16 − 𝑥2 ≥ 0  

,𝐴 4,0   ٝ  𝐴′ −4,0   ٝ  𝐵 0,3   ٝ  𝐵′ 0ٝ سإٝعٚ   −3    

   𝒪 ٛٞ اُ٘ظق اُؼ١ِٞ ُلإ٤ِِٛظ اُز١ ٓشًضٙ   𝐸 : ارٕ 

;𝐹  7:   ٝ ثئسربٙ  0    ٝ   𝐹′ − 7; 0     

 ب 1 ∎

𝑥:       ٗؼغ  = 4 cos 𝑡 ٕار                 :𝑑𝑥 = −4 sin 𝑡  𝑑𝑡    

𝑥ارا ًبٕ    = 𝑥1 ٕكب        :𝑡 = 𝑡1 ٕلأ         :𝑥1 = 4 cos 𝑡1  

𝑥ارا ًبٕ    = 𝑡:        كبٕ 4 = 0 :        لإٔ 0 ≤ 𝑡 ≤
𝜋

2
    

 : ارٕ 

𝑡ٝ رُي ثبخطبؽ اُذاُخ أُضِض٤خ    → sin2 𝑡   

 2 ب ∎

  .𝑥1 ٝ أكظُٜٞب  𝐸  ٗوطخ ٖٓ 𝑀1ُذ٣٘ب 

 : ٣ؾون ٓب ٢ِ٣ 𝑦1أسرٞثٜب : ارٕ 

⟹     𝑦2 =
9

16
 16 − 𝑥2  

⟹     𝑦2 +
9

16
𝑥2 = 9 

⟹     
𝑥2

42
+

𝑦2

32
= 1    ;     𝑥 𝜖  −4; 4   ;   𝑦 ≥ 0 

⟹     
𝑥2

42
+

𝑦2

32
= 1 

𝓞 𝓲 

𝓳 

𝐀 

𝐁 

𝐁′ 

𝐀′ 𝐅 𝐅′ 

 𝐄  

= 𝐼 𝑥1 :      ُذ٣٘ب 
3

4
  16 − 𝑥2

4

𝑥1

𝑑𝑥 

𝐼 𝑥1 =
3

4
  4 sin 𝑡  −4 sin 𝑡 

0

𝑡1

𝑑𝑡 = −12  sin2 𝑡
0

𝑡1

𝑑𝑡 

sin2 :ٗؼِْ إٔ  𝑡 =  
1 − cos 2𝑡

2
  

= 𝐼 𝑥1 : ارٕ  −12   
1 − cos 2𝑡

2
 

0

𝑡1

𝑑𝑡 

⟺     𝐼 𝑥1 = −12   
𝑡

2
 
𝑡1

0

−
1

2
 
sin 2𝑡

2
 
𝑡1

0

  

⟺     𝐼 𝑥1 = −12  
−𝑡1

2
−

1

2
 
− sin 2𝑡1

2
   

⟺     𝐼 𝑥1 = 6𝑡1 − 3 sin 2𝑡1 

𝑦1 =
3

4
 16 − 𝑥1

2 

⟺     𝑦1 =
3

4
 16 −  4 cos 𝑡1 

2 

⟺     𝑦1 =
3

4
 16 1 − cos2 𝑡1  

⟺     𝑦1 =
3

4
 16 sin2 𝑡1 

⟺     𝑦1 =
3

4
∙ 4 sin 𝑡1 

⟺     𝑦1 = 3 sin 𝑡1 

+∞ 

 4 − 𝑥  + 

−4 −∞ 

 4 + 𝑥  

 16 − 𝑥2  

4 

+ − 

− 

− − 

+ 

+ 

+ 

0 

0 

0 

0 

  ℕ∗ 2  روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا ك٢       ٗغز٘زظ ٖٓ ٛزٙ اُذساعخ إٔ أُؼبدُخ 

,𝑥 :    ٝ ٛٞ اُضٝط  𝑦 =  1,2   

 𝐸  

16 ٣ٌٕٞ اُزؼج٤ش   − 𝑥2    ٕكب ارا ًب 16   ٓؼَشَّ − 𝑥2 ≥ 0 

 أ 2 ∎



 

  

= 𝒮 𝑥1:       ُذ٣٘ب  6𝑡1  

 ( ن 4,5 ):   التمرين الثالث 
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 : ٗغزؼ٤ٖ ثبُشٌَ اُزب٢ُ 

 ج 2 ∎

𝓞 𝓲 

𝓳 

𝐀 

𝐁 

𝐁′ 

𝐀′ 𝐅′ 

 𝐄  

 د 2 ∎

𝒮:      ارٕ  = 𝒮 0 =
6𝜋

2
= 3𝜋  

 و 2 ∎

 هـ 2 ∎

𝑀1:            ُذ٣٘ب   
4 cos 𝑡1

3 sin 𝑡1
   

𝑂𝑀1:        ٣ؼ٢٘ 
         = 4 cos 𝑡1 𝑖 + 3 sin 𝑡1 𝑗   

𝑡1:   ٖٓ أعَ  =
𝜋

4
𝑂𝑀1:          ٗؾظَ ػ٠ِ 

         = 2 2𝑖 +
3

2
 2𝑗   

= 𝑖:     ٝٗؼِْ إٔ 
1

4
𝑂𝐴           ٝ    𝑗 =

1

3
𝑂𝐵      .     

𝑂𝑀1:         ارٕ 
         =

 2

2
𝑂𝐴      +

 2

2
𝑂𝐵         

كخَ ثبُضٝط 𝑀1ٝ ٓ٘ٚ اُ٘وطخ  ؼَشَّ ُٓ     : 
 2

2
;
 2

2
,𝒪    ك٢ أُؼِْ     𝒪𝐴      , 𝒪𝐵          

,𝑀 𝑎ُزٌٖ    𝑏    ٝ   𝑀 𝑐, 𝑑  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤   𝐸  

 :ُذ٣٘ب 

 :  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

  عضء ٓغزوش ٖٓ      𝐸ُذ٣٘ب 

  .𝐸 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ +ارٕ 

  .𝐸 رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ +كبٕ 

  .𝐸 ك٢ +  ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـِ  𝑀 0,0:   كبٕ 

∎ 2  𝑰  

∎ 1  𝑰  

𝒕𝟏 
𝐼 𝑥1  

𝑴𝟏 

𝒙𝟏 

𝒚𝟏 

= 𝒮 𝑥1 :ُذ٣٘ب ؽغت ٛزا اُشٌَ  𝒮 𝒪𝑥1𝑀1 + 𝐼 𝑥1  

=
𝑥1 × 𝑦1

2
+ 𝐼 𝑥1  

=
4 cos 𝑡1 × 3 sin 𝑡1 

2
+ 𝐼 𝑥1  

= 6 cos 𝑡1 sin 𝑡1 + 𝐼 𝑥1  

= 3 sin 2𝑡1 + 𝐼 𝑥1  

= 3 sin 2𝑡1 + 6𝑡1 − 3 sin 2𝑡1  

= 6𝑡1 

𝒮 𝑥1 =
1

2
𝒮 

⟺      6𝑡1 =
3𝜋

2
 

⟺      𝑡1 =
𝜋

4
 

𝑀 𝑎, 𝑏 + 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

𝑏 𝑎
 +  

𝑐 + 𝑑 𝑑
𝑑 𝑐

  

=  
 𝑎 + 𝑏 +  𝑐 + 𝑑 − 𝑏 + 𝑑 

 𝑏 + 𝑑  𝑎 + 𝑐 
  

= 𝑀  𝑎 + 𝑐 ,  𝑏 + 𝑑   𝜖 𝐸 

, ℝ        )      عضء ٓغزوش ٖٓ 𝐸: ارٕ  +) M2  

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

𝑏 𝑎
  

𝑐 + 𝑑 −𝑑
𝑑 𝑐

  

=  
 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 +  𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑 − 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑 

 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 
  

= 𝑀  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  ;   𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑   𝜖 𝐸 

  M2 (×, ℝ        )      عضء ٓغزوش ٖٓ 𝐸: ارٕ 

    (        ℝ , +) M2  

  ℝ  M2       رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ك٢       +: ٝ ثٔب إٔ 

  ℝ  M2       ك٢  +   ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـِ  𝑀 0,0ٝ ثٔب إٔ   
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 :ٝ ُذ٣٘ب 

,𝑀 𝑎ارٕ ًَ ٓظلٞكخ   𝑏  ٖٓ  𝐸  روجَ ٓٔبصِخ 𝑀 −𝑎, −𝑏   ثبُ٘غجخ ُـ  +  

,𝑀 𝑎:         ٝ ُذ٣٘ب  𝑐 × 𝑀 1,0 = 𝑀 𝑎, 𝑐   

 ٝ         :𝑀 1,0 × 𝑀 𝑎, 𝑐 = 𝑀 𝑎, 𝑐   

 : ٝ ُذ٣٘ب 

 : ٗغز٘زظ إٔ  4  ٝ  3  ٝ  2  ٝ  1 ٖٓ اُ٘زبئظ 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ٖ ثؾ٤ش       :𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 0   

𝑥ارا ًبٕ    : ػكسٍا = 𝑦 = 𝑥2:         كبٕ 0 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 0  

 :ٝ ثبُزب٢ُ 

,𝑀 𝑎:            ُذ٣٘ب  𝑏 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

𝑏 𝑎
   

,𝑀 𝑎رٌٕٞ أُظلٞكخ  : ارٕ  𝑏   ٕهبثِخ ُِوِت ارا ًب  𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2 ≠ 0  

𝑎:  ٣ؼ٢٘  ≠ 𝑏  أٝ  0 ≠ 0    

𝐸ع٤ٔغ ػ٘بطش أُغٔٞػخ   : ٝ ثبُزب٢ُ  ∖  𝑀 0,0   هبثِخ ُِوِت   . 

𝐸 ٗؼزجش أُغٔٞػخ       ∖  𝑀 0,0   ; ×   

𝐸 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢     ×: ُذ٣٘ب  ∖  𝑀 0,0     

𝐸 ك٢  ×  ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـِ  𝑀 1,0:  ٝ ُذ٣٘ب  ∖  𝑀 0,0    

𝐸ك٢    (ٓوِٞثب)ٝ ًَ ػ٘ظش ٣وجَ ٓٔبصلا ∖  𝑀 0,0     

𝐸 :   ارٕ  ∖  𝑀 0,0   ; × صٓشح   . 

,𝐸 :  ٝ ٗؼِْ إٔ      صٓشح رجبد٤ُخ +

,𝐸 :    ٗغز٘زظ إٔ  7  ٝ  6  ٝ  5 ارٕ ٖٓ اُ٘زبئظ      عغْ رجبد٢ُ  ×,+

∎  𝑰𝑰  1 

  𝑰  ب 3 ∎

 ٌٖ٤ُ𝜎 ػذدا ػوذ٣ب لا ٣٘ز٢ٔ ا٠ُ ℝ  

,  𝜎1𝜖ℝ∃ :       ارٕ   ∃𝜎2𝜖ℝ
∗    ;    𝜎 = 𝜎1 + 𝑖𝜎2  

   ٌٖ٤ُ𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ػذدا ػوذ٣ب   . 

𝑧:   ثٔب إٔ  = 𝑥 + 𝑖𝑦 ٕكب     :          
𝑥 = 𝑚1 + 𝑚2𝜎1

𝑦 = 𝑚2𝜎2           
   

 ٚ٘ٓ ٝ        : 
𝑚1 =  𝑥 −

𝜎1

𝜎2
𝑦  𝜖 ℝ

𝑚2 =  
𝑦

𝜎2
  𝜖 ℝ           

   

𝑀 𝑎, 𝑏 + 𝑀 −𝑎, −𝑏 = 𝑀 −𝑎, −𝑏 + 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑀 0,0  

,𝐸 :   ٝ ثبُزب٢ُ    1  .ٓشح رجبد٤ُخ ص    +

, ℝ        )     .                ؽِوخ ٝاؽذ٣خ       :     ثٔب إٔ  +,×) M2  

  𝐸.   2 ك٢ + رغ٤ٔؼ٢ ٝ رٞص٣ؼ٢ ػ٠ِ ×: كبٕ 

  𝐸.   3 ك٢ ×   ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـِ  𝑀 1,0ارٕ   

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑀  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  ;   𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑    

= 𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑎, 𝑏   

  𝐸.   4 رجبد٢ُ ك٢ ×: ٝ ٓ٘ٚ 

⟺       
𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 𝑥𝑦 = −𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦   
  

⟺       
𝑥2 + 𝑦2 = −𝑥𝑦 ≥ 0

 𝑥 + 𝑦 2 = 𝑥𝑦 ≥ 0   
  

⟹      𝑥𝑦 = 0 

⟹      𝑥2 + 𝑦2 = 0 

𝑀:   ارٕ   
𝑥
𝑦     اُز٢ ٓشًضٛب        ٗوطخ ٖٓ اُذائشح  𝒪 0  ٝ شؼبػٜب 

. 

C         

𝑥:     ٝ لإ٣وبف ٛزا اُؼجش أُج٤ٖ ٗوٍٞ  = 𝑦 = 0  

∀  𝑥, 𝑦  𝜖 ℝ2    ;      𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2  ⟺   𝑥 = 𝑦 = 0  

⟹   det 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2 

,𝑀 𝑎 :             ٝ ُذ٣٘ب  𝑏  
−1

=
1

𝑎2+𝑎𝑏+𝑏2  
𝑎 𝑏

−𝑏  𝑎 + 𝑏 
   

=
1

𝑎2+𝑎𝑏+𝑏2  
 𝑎 + 𝑏 +  −𝑏 − −𝑏 

 −𝑏  𝑎 + 𝑏 
  

= 𝑀  
𝑎 + 𝑏

𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2
 ;  

−𝑏

𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2
  

  M2 (×, ℝ        )      عضء ٓغزوش ٖٓ     𝐸: لإٔ 

 5  

 6  

𝐸 ك٢  + رجبد٢ُ ٝ رٞص٣ؼ٢ ػ٠ِ ×ٝ ٗؼِْ ًزُي إٔ  ∖  𝑀 0,0      7  

𝑧:      ٗؼغ  = 𝑚1 + 𝑚2𝜎  

⟹      𝑧 = 𝑚1 + 𝑚2 𝜎1 + 𝑖𝜎2  

⟹      𝑧 = 𝑚1 + 𝑚2𝜎1 + 𝑖𝑚2𝜎2 

  𝐸,  .  ؽِوخ ٝاؽذ٣خ رجبد٤ُخ ×,+

  ℝ  M2       عضء ٖٓ        𝐸: ٝ ثٔب إٔ 

  𝑰  ج 3 ∎

  𝑰  أ 3 ∎



 

  

 𝑓  0  داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ;   لأٜٗب ػجبسح ػٖ رش٤ٌِخ ٖٓ اُذٝاٍ  ∞+

;0 أُؼشكخ ٝ اُوبثِخ ُلأشزوبم ػ٠ِ   +∞    

 ( ن 9,0 ):   التمرين الرابع 
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, 𝑧𝜖ℂ∀ :         ٣ؼ٢٘   ∃ 𝑚1 , 𝑚2 𝜖ℝ
2    ;    𝑧 = 𝑚1 + 𝑚2𝜎  

;1 ارٕ    𝜎  أعشح ُٓٞذح ُـ   ℂ.  

𝑥ُزٌٖ   + 𝜎𝑦 ِ1  رؤ٤ُلخ خط٤خ ٓ٘ؼذٓخ ُـ ٝ 𝜎  ٣ؼ٢٘      :𝑥 + 𝜎𝑦 = 0  

;1 ارٕ   𝜎 أعشح ؽشح   

;1  ٗغز٘زظ إٔ   9  ٝ  8 ٖٓ  𝜎   أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ   ℂ, +,∙ .   

⟺     𝑥 + 𝑦 𝜎1 + 𝑖𝜎2 = 0 

⟺      
𝑥 + 𝑦𝜎1 = 0
𝜎2𝑦 = 0        

          ⟺         
𝑥 = 0
𝑦 = 0

  

 8  

 9  

∎  𝑰𝑰  

,𝑀 𝑎ُزٌٖ   𝑏   ٝ  𝑀 𝑐, 𝑑  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤  𝐸  

,𝜓 𝑀 𝑎:       ُذ٣٘ب  𝑏 + 𝑀 𝑐, 𝑑  = 𝜓 𝑀 𝑎 + 𝑐 ; 𝑏 + 𝑑    

,𝐸  رشبًَ ٖٓ  𝜓ارٕ  ,ℂ   ٗؾٞ   + +    

  ٌٖ٤ُ 𝑎 + 𝜎𝑏  ٖٓ ػ٘ظشا  ℂ.  

,𝜓 𝑀 𝑥:       ُذ٣٘ب  𝑦  = 𝑎 + 𝜎𝑏  

,1 ثٔب إٔ   𝜎   أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ   ℂ, +,∙    

  𝜎 ٝ 1كبٕ ًَ ػذد ػوذ١ ٣ٌزت ث٤ٌل٤خ ٝؽ٤ذح ػ٠ِ شٌَ رؤ٤ُلخ خط٤خ ُِؼ٘ظش٣ٖ 

 :         ارٕ 
𝑥 = 𝑎
𝑦 = 𝑏

   
 :ٝ ثبُزب٢ُ 

 ٚ٘ٓ ٝ :𝜓  ٖٓ َروبث  𝐸, ,ℂ   ٗؾٞ   + +    

,𝐸  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜓ٝ ثبُزب٢ُ  ,ℂ   ٗؾٞ   + +    

𝑧2:        أُؼبدُخ ℂُ٘ؾَ ك٢  − 𝑧 + 1 = 0  

=∆:          ُذ٣٘ب   𝑖 3 
2

  

 :ارٕ أُؼبدُخ روجَ ؽ٤ِٖ ػوذ٤٣ٖ ٓزشاكو٤ٖ 

𝜎:        ُذ٣٘ب  =
1

2
+ 𝑖

 3

2
  

ٝ 

2 

∎  𝑰𝑰  3 

∎  𝑰𝑰  4 

 :ارٕ 

,𝑀 𝑎ُزٌٖ   𝑏   ٝ  𝑀 𝑐, 𝑑  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤  𝐸  

,𝜓 𝑀 𝑎:   ُذ٣٘ب  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  = 𝜓 𝑀 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 ; 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑    

 :ٝ ُذ٣٘ب ٖٓ عٜخ أخشٟ 

 :ٗغز٘زظ ارٕ إٔ 

     ×,ℂ    ٗؾٞ   ×,𝐸   رشبًَ ٖٓ  𝜓:  ٝ ثبُزب٢ُ 

𝑦ارٕ أُغزو٤ْ   =
−1

2
   .∞+  ٓوبسة أكو٢ ثغٞاس  

∎ 1 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ 0  ػ٘ظشا; +∞    

 𝑰  

  𝑰  أ 2 ∎

=  𝑎 + 𝑐 + 𝜎 𝑏 + 𝑑  

=  𝑎 + 𝜎𝑏 +  𝑐 + 𝜎𝑑  

= 𝜓 𝑀 𝑎, 𝑏  + 𝜓 𝑀 𝑐, 𝑑   

⟺      𝑥 + 𝜎𝑦 = 𝑎 + 𝜎𝑏 

 ∀ 𝑎 + 𝜎𝑏 𝜖ℂ  ;  ∃! 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐸  ∶    𝜓 𝑀 𝑥, 𝑦  =  𝑎 + 𝜎𝑏  

𝑧1 =
1

2
− 𝑖

 3

2
 

= cos  
𝜋

3
 − 𝑖 sin  

𝜋

3
  

= cos  
−𝜋

3
 + 𝑖 sin  

−𝜋

3
  

= 𝑒
 
−𝑖𝜋

3
 
 

𝑧2 =
1

2
+ 𝑖

 3

2
 

= cos  
𝜋

3
 + 𝑖 sin  

𝜋

3
  

= 𝑒
 
𝑖𝜋
3

 
 

𝜎2 :ارٕ  + 1 =  
1

2
+ 𝑖

 3

2
 

2

+ 1 

=
1

4
−

3

4
+ 𝑖

 3

2
+ 1 

=
1

2
+ 𝑖

 3

2
=  𝜎 

𝜎2 + 1 = 𝜎 

=  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝜎 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑  

𝜓 𝑀 𝑎, 𝑏  × 𝜓 𝑀 𝑐, 𝑑  =  𝑎 + 𝜎𝑏 ×  𝑐 + 𝜎𝑑  

= 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑𝜎 + 𝑏𝑐𝜎 + 𝜎2𝑏𝑑 

= 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑𝜎 + 𝑏𝑐𝜎 +  𝜎 − 1 𝑏𝑑 

= 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑𝜎 + 𝑏𝑐𝜎 + 𝑏𝑑𝜎 − 𝑏𝑑 

=  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝜎 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑  

𝜓 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  = 𝜓 𝑀 𝑎, 𝑏  × 𝜓 𝑀 𝑐, 𝑑   

         C ارٕ ٓؾٞس الأسار٤ت ٓوبسة ػٔٞد١ ُـِ        

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 
4

𝑥
 

 
 

ln 𝑥

𝑥
 

   
−

1

2
=

−1

2
 

𝑓 :ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 = 4  
ln 𝑥

𝑥2
 
′

=
4 𝑥 − 2𝑥 ln 𝑥 

𝑥4
 

=
4 1 − 2 ln 𝑥 

𝑥3
 

,𝐸 𝜓 𝑀 𝑥  ك٢                 راد أُغٍٜٞ                                      ُ٘ؾَ أُؼبدُخ   𝑦  = 𝑎 + 𝜎𝑏 

 :ٝ ُذ٣٘ب 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

 
4

𝑥
 

 
 

ln 𝑥

𝑥
 

   
−

1

2
= −∞ 

+∞ −∞ 

 :ُذ٣٘ب 

0+ 0+ 

𝑀 𝑥, 𝑦  
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 ب 2 ∎

𝑓ارٕ اشبسح   ′(𝑥)   1   ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح − 2 ln 𝑥   

 : ًٔب ٢ِ٣ 𝑓ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

  :𝑓ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

 𝑓  0  داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ;  𝑒    

;0  ػٖٔ  𝐼 روبثَ ٖٓ أ١ ٓغبٍ 𝑓ارٕ   𝑒   ٚٗؾٞ طٞسر  𝑓(𝐼).   

;1   روبثَ ٖٓ أُغبٍ  𝑓: ارٕ   𝑒   ٞٗؾ   𝑓(1); 𝑓  𝑒     

;1  روبثَ ٖٓ  𝑓أ١   𝑒   ٞ0,5−   ٗؾ ; 0,2    

 :ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ 

; 𝑒   داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ   𝑓ُذ٣٘ب   +∞     

; 𝑒   ػٖٔ  𝐽 روبثَ ٖٓ أ١ ٓغبٍ 𝑓ارٕ    𝑓(𝐽)  ٗؾٞ طٞسرٚ   ∞+ 

; 𝑒   روبثَ ٖٓ أُغبٍ  𝑓أ١  ;  𝑓 3   ٗؾٞ أُغبٍ   3   𝑓  𝑒     

; 𝑒   روبثَ ٖٓ  𝑓أ١  ; 0,01−   ٗؾٞ     3   0,2    

; 𝜖  −0,01 0ٝ ثٔب إٔ     ك٢ β   كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا  0,2 

; 𝑒  أُغبٍ     𝑓  ثبُزوبثَ  3 

= 𝑓 𝑥:    ٗغز٘زظ إٔ أُؼبدُخ  2  ٝ  1 ٖٓ    𝛼 ٝ 𝛽   روجَ ؽ٤ِٖ ٓخزِل٤ٖ 0

∎ 4 
 : ٣ٌزت ػ٠ِ شٌَ 1   ك٢ اُ٘وطخ راد الأكظٍٞ   ُِٔ٘ؾ٠٘    𝑇 ٓؼبدُخ أُٔبط 

∶ 𝑇 :         ٝ ثبُزب٢ُ  𝑦 = 4𝑥 −
9

2
  

∎ 5 

𝓞 𝓲 

𝓳 

 𝑰   𝑰  

 𝑰  

∎ 3  𝑰  

∎  𝑰𝑰  1 

    ٌٖ٤ُ𝑡 ≥ 𝑡2− :  ارٕ    0 ≤ 0 ٚ٘ٓٝ     :1 − 𝑡2 ≤ 1   

1 :         أ١  − 𝑡  1 + 𝑡 ≤ 1  

 ٗؼشة ًلا اُطشك٤ٖ ك٢ اُؼذد أُٞعت   
1

1+𝑡
 :   ٗؾظَ ػ٠ِ  

 :  ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ 

 ٌٖ٤ُ𝑎  ٖٓ 0  ػ٘ظشا; +∞    

;𝑥 𝜖  0 ∀ :ُذ٣٘ب  +∞     ;     𝑓 ′(𝑥) =
4 1 − 2 ln 𝑥 

𝑥3
 

𝑥:     ارا ًبٕ  =  𝑒 ٕكب          :𝑓 ′ 𝑥 = 0     

𝑥:     ارا ًبٕ  >  𝑒 ٕكب          :𝑓 ′ 𝑥 < 0     

𝑥:     ارا ًبٕ  <  𝑒 ٕكب          :𝑓 ′ 𝑥 > 0     

 𝑒 𝑥 

2

𝑒
−

1

2
 

0 +∞ 

−1

2
 −∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

; 𝜖  −0,5 0:   ٝ ثٔب إٔ   ك٢ أُغبٍ  𝛼   كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا  0,2

 1;  𝑒  َثبُزوبث  𝑓   أ١        :∃!  𝛼 𝜖  1;  𝑒   ;   𝑓 𝛼 = 0   1  

!∃  :       أ١   𝛽 𝜖  𝑒 ; 3     ;   𝑓 𝛽 = 0   2  

C         

 𝑇 ∶ 𝑦 = 𝑓 ′ 1  𝑥 − 1 + 𝑓(1) 

= 4 𝑥 − 1 +  
−1

2
  

= 4𝑥 −
9

2
 

𝟑 
 𝐞 𝛃 𝛂 

C         

1 − 𝑡 ≤
1

1 + 𝑡
 

⟹       1 − 𝑡 
𝑎

0

𝑑𝑡 ≤   
1

1 + 𝑡
 

𝑎

0

𝑑𝑡 ≤  1 𝑑𝑡
𝑎

0

 

∀ 𝑡 𝜖  0; +∞    ;    1 − 𝑡 ≤
1

1 + 𝑡
≤ 1 

∎  𝑰𝑰  2 

 1  

1ٝ ُذ٣٘ب ًزُي    + 𝑡 ≥  :       ارٕ 1
1

1 + 𝑡
≤ 1  2  

;𝑡 𝜖  0 ∀ :ُذ٣٘ب  +∞    ;    1 − 𝑡 ≤
1

1 + 𝑡
≤ 1 

⟹      𝑡 −
𝑡2

2
 

0

𝑎

≤  ln 1 + 𝑡  0
𝑎 ≤  𝑡 0

𝑎  

⟹      𝑎 −
𝑎2

2
 ≤ ln 1 + 𝑎 ≤ 𝑎 

1:      ثؾ٤ش  < 𝛼 <  𝑒 < 𝛽 < 3    



 

  

;0  داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب  +∞    
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∎  𝑰𝑰𝑰  1 

;0 لأٜٗب رؼْ رش٤ًجخ ٖٓ اُذٝاٍ الاػز٤بد٣خ اُوبثِخ ُلاشزوبم ػ٠ِ    +∞    

 ٌٖ٤ُ𝑥    ٖٓ 0  ػ٘ظشا; +∞    

𝑥 ∀:     ثٔب إٔ  > 0    ;    
𝑛

𝑥3 ≥ 0   

𝑓𝑛كبٕ اشبسح  
′ 𝑥    1   ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح − 2 ln 𝑥   

 :ٗغز٘زظ ارٕ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

∎  𝑰𝑰𝑰  2 

  𝑓𝑛دساعخ اُزوؼش ٝ ٗوؾ الاٗؼطبف ٣غزذػ٢ ؽغبة أُشزوخ اُضب٤ٗخ ُـ 

𝑓𝑛ارٕ  
′′  𝑥     ٕ6   ر٘ؼذّ ارا ًب ln 𝑥 − 5 = 0   

ln:    ٣ؼ٢٘  𝑥 =
5

6
𝑥:        أ١  = 𝑒

5

6   

𝑥ارا ًبٕ     > 𝑒
5

6 :       كبٕ 6 ln 𝑥 − 5 > 0 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑓 ′′  𝑥 > 0   

𝑓𝑛ٗلاؽع إٔ  
′′  𝑥   ٍٞر٘ؼذّ ك٢ اُ٘وطخ راد الأكظ  𝑒

5

  ٝ رـ٤ش اشبسرٜب 6

 ثغٞاس رِي اُ٘وطخ

∎  𝑰𝑰𝑰  3 أ 

 :ُذ٣٘ب 

𝑥ارا ًبٕ     =                                   كبٕ    0

∎  𝑰𝑰𝑰  3 

;0   داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب    𝑒    

∎  𝑰𝑰𝑰  4 

;0  ػٖٔ  𝐼  روبثَ ٖٓ أ١ ٓغبٍ 𝑓𝑛ارٕ    𝑒   ٚٗؾٞ طٞسر            

 ٚ٘ٓ ٝ𝑓𝑛  ٖٓ َ1  روبث;  𝑒   ٞ0,5−   ٗؾ ; 0,2    

; 𝜖  −0,5 0:   ٝ ثٔب إٔ  ; 𝑢𝑛  ٖٓ  1  كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا  0,2  𝑒 . 

!∃:           ٣ؼ٢٘   𝑢𝑛  𝜖  1;  𝑒    ;   𝑓𝑛 𝑢𝑛 = 0  

; 𝑒    ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ     𝑓𝑛ُذ٣٘ب   :و تىفس انطشٌقح   +∞   

; 𝑒   ػٖٔ  𝐽  روبثَ ٖٓ أ١ ٓغبٍ 𝑓𝑛ارٕ       𝑓𝑛 𝐽  ٗؾٞ طٞسرٚ   ∞+ 

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑓𝑛  ٖٓ َروبث   𝑒 ; 𝑛    ٞٗؾ   𝑓𝑛 𝑛  ; 0,2    

;   𝑛𝜖ℕ∀    لإٔ                                 ٝ ثٔب إٔ      
ln 𝑛

𝑛
<

1

𝑒
<

1

2
  

; 𝑣𝑛  ٖٓ   𝑒كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا  𝑛    

= 𝑓𝑛 𝑥 ٗغز٘زظ إٔ أُؼبدُخ    2  ٝ  1 ٖٓ     روجَ ثبُؼجؾ ؽ٤ِٖ 0

𝑢𝑛 ٝ 𝑣𝑛 1:     ثؾ٤ش < 𝑢𝑛 <  𝑒 < 𝑣𝑛  

∎  𝑰𝑰𝑰  5 

𝑒 :   ُذ٣٘ب  > 𝑢𝑛 > < 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛:        ارٕ ؽغت            1 𝑓𝑛 𝑢𝑛    

= 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛+1:         ٝ ٗؼِْ إٔ  𝑓𝑛 𝑢𝑛 = 0  

< 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛:       ارٕ  𝑓𝑛+1 𝑢𝑛+1   

𝑢𝑛:    كبٕ  𝑒  ; 1   داُخ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ  𝑓𝑛+1ٝ ثٔب إٔ   > 𝑢𝑛+1   

 .  ٓززب٤ُخ ر٘بهظ٤خ هطؼب 𝑢𝑛 𝑛≥4 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

∎  𝑰𝑰𝑰  6 أ 

𝑢𝑛:  ٝ ُذ٣٘ب  > 𝑢𝑛:     ارٕ 1 − 1 > 0   

 ٚ٘ٓ ٝ       : 𝑢𝑛 − 1 −
1

2
 𝑢𝑛 − 1 2 ≤ ln 𝑢𝑛 ≤  𝑢𝑛 − 1   

𝑓𝑛
′ 𝑥 = 𝑛  

ln 𝑥

𝑥2
 
′

=
𝑛 1 − 2 ln 𝑥 

𝑥3
 

 𝑒 𝑥 

𝑛

2𝑒
−

1

2
 

0 +∞ 

−1

2
 −∞ 

𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′ 𝑥  0 − 

𝑓𝑛
′′  𝑥 =

𝑥3  
−2𝑛
𝑥  − 3𝑥2𝑛 1 − 2 ln 𝑥 

𝑥6
 

⟺      𝑓𝑛
′′  𝑥 =

𝑛 6 ln 𝑥 − 5 

𝑥4
 

𝑥ارا ًبٕ     < 𝑒
5

6 :         كبٕ 6 ln 𝑥 − 5 < 0 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑓 ′′  𝑥 < 0   

𝑒 :         ٣وجَ ٗوطخ اٗؼطبف ٝ ٢ٛ        ارٕ     
5

6   ;   
5𝑛

6
𝑒

−5

3 −
1

2
   𝑛 C          

𝑓𝑛+1 𝑥 − 𝑓𝑛 𝑥 =
ln 𝑥

𝑥2
 

𝑥ارا ًبٕ     >                                    كبٕ    1

𝑥ارا ًبٕ     <                                    كبٕ    1

 ب

1 𝑥 

0 

+∞ 

+ 𝑓𝑛+1 𝑥 − 𝑓𝑛 𝑥  − 

             𝑛 + 1 C 
𝑛 C          

𝑛 C          

             𝑛 + 1 C 𝑛 C          

             𝑛 + 1 C 

𝑛 C          

             𝑛 + 1 C ٝ 
ٝ 

 ٣زوبؽؼبٕ

 أعلَ كٞم

0 

 1  

!∃:      ٣ؼ٢٘   𝑣𝑛 >  𝑒   ;   𝑓𝑛 𝑣𝑛 = 0   2  

 𝑰𝑰𝑰  3 

;   ∞+ ; 𝑎 𝜖  0 ∀ :ُذ٣٘ب    𝑎 −
𝑎2

2
≤ ln 1 + 𝑎 ≤ 𝑎 

⟺  ∀𝑛 ≥ 4  ;   
2 𝑢𝑛 − 1 −  𝑢𝑛 − 1 2

2
≤ ln 𝑢𝑛 ≤  𝑢𝑛 − 1  

⟺  ∀𝑛 ≥ 4    ;    
 𝑢𝑛 − 1  2 − 𝑢𝑛+1 

2
≤ ln 𝑢𝑛 ≤  𝑢𝑛 − 1  

𝑓𝑛+1 𝑥 > 𝑓𝑛 𝑥  

𝑓𝑛+1 𝑥 = 𝑓𝑛 𝑥  

𝑓𝑛+1 𝑥 < 𝑓𝑛 𝑥  

𝑓𝑛 𝐼  

0 𝜖  𝑓𝑛 𝑛  ; 0,2  
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= 𝑓𝑛 𝑢𝑛:         ٝٗؼِْ إٔ  0  

   : ∗ ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اُشن اُضب٢ٗ ٖٓ اُزؤؽ٤ش  

 :  اُزب٢ُ  9  ٗؾظَ ػ٠ِ اُزؤؽ٤ش   8  ٝ  7 ٖٓ 

∎  𝑰𝑰𝑰  6 ب 

∎  𝑰𝑰𝑰  6 ج 

     ٝ3 − 𝑢𝑛 > 3 −  𝑒  

 :  ٗغز٘زظ إٔ  12  ٝ  10  ٝ  9 ٖٓ 

 :   ٝ ثبُزب٢ُ 

∎  𝑰𝑰𝑰  7 أ 

𝑛:     ُذ٣٘ب  ≥ 4  

:       ثبعزؼٔبٍ ا٥ُخ اُؾبعجخ ُذ٣٘ب 
20

6
𝑒

−5

3 ≈ 0,63 > 0,5  

; 𝑒   داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغبٍ        ٝ ثٔب إٔ   +∞    

= 𝑓𝑛 𝑣𝑛:      ُذ٣٘ب  0  

𝑣𝑛:    ٝ ُذ٣٘ب  > 𝑒
5

< ln 𝑣𝑛:        ارٕ 6
5

6
   

∎  𝑰𝑰𝑰  7 ب 

⟺  ∀𝑛 ≥ 4    ;    
 𝑢𝑛 − 1  3 − 𝑢𝑛 

2
≤ ln 𝑢𝑛 ≤  𝑢𝑛 − 1  

⟺        
𝑛 ln 𝑢𝑛 

 𝑢𝑛 2
=

1

2
 

⟺        ln 𝑢𝑛 =
 𝑢𝑛 2

2𝑛
 

 ∗  

≥ ln 𝑢𝑛    : ∗ ٗ٘طِن ارٕ ٖٓ اُشن الأٍٝ ٖٓ اُزؤؽ٤ش   𝑢𝑛 − 1 

 
⟺     

 𝑢𝑛 2

2𝑛
≤ 𝑢𝑛 − 1 

 

 7  

 𝑢𝑛 − 1  3 − 𝑢𝑛 

2
≤ ln 𝑢𝑛  

⟺      
 𝑢𝑛 − 1  3 − 𝑢𝑛 

2
≤

 𝑢𝑛 2

2𝑛
 

⟺       𝑢𝑛 − 1 ≤
2 𝑢𝑛 2

2𝑛 3 − 𝑢𝑛 
 

⟺       𝑢𝑛 − 1 ≤
 𝑢𝑛 2

𝑛 3 − 𝑢𝑛 
  8  

 ∀𝑛 ≥ 4    ;    
 𝑢𝑛 2

2𝑛
≤  𝑢𝑛 − 1 ≤

 𝑢𝑛 2

𝑛 3 − 𝑢𝑛 
  9  

𝑢𝑛ُذ٣٘ب    <  𝑒 ٕار      :
 𝑢𝑛  2

2𝑛
<

𝑒

2𝑛
    10  

 : ٗغز٘زظ إٔ  11  ٝ  10 ٖٓ 
 𝑢𝑛 2

 3 − 𝑢𝑛 
< 𝑒 

 :ارٕ 
1

3 − 𝑢𝑛
<

1

3 −  𝑒
< 1  11  

 ٚ٘ٓ ٝ : 
 𝑢𝑛 2

𝑛 3 − 𝑢𝑛 
<

𝑒

𝑛
  12  

1

2𝑛
≤

 𝑢𝑛 2

2𝑛
≤  𝑢𝑛 − 1 ≤

 𝑢𝑛 2

𝑛 3 − 𝑢𝑛 
≤

𝑒

𝑛
 

 ∀𝑛 ≥ 4    ;    
1

2𝑛
≤  𝑢𝑛 − 1 ≤

𝑒

𝑛
 

⟹       
5𝑛

6
𝑒

−5
3 ≥

20

6
𝑒

−5
3  

𝑒:      كبٕ 
5

6 ≤ 𝑣𝑛  

⟺      
𝑛 ln 𝑣𝑛 

 𝑣𝑛 2
=

1

2
 

⟺     ln 𝑣𝑛 =
 𝑣𝑛 2

2𝑛
  ∗  

 :  ٗغذ  ∗  ٝ ٓ٘ٚ ثبعزؼٔبٍ  
 𝑣𝑛 2

2𝑛
>

5

6
 

⟺      𝑣𝑛 2 >
10

6
𝑛 

⟺     𝑣𝑛 >  
10𝑛

6
 

lim :         ثٔب إٔ 
𝑛∞

 
10𝑛

6
= +∞ 

lim :         كبٕ 
𝑛∞

𝑣𝑛 = +∞ 

⟹      
20

6
𝑒

−5
3 >

1

2
 

⟹      
5𝑛

6
𝑒

−5
3 ≥

1

2
 

⟹      
5𝑛

6
𝑒

−5
3 −

1

2
≥ 0 

⟹      𝑓𝑛  𝑒
5
6 ≥ 𝑓𝑛 𝑣𝑛  

lim : أ١  : ارٕ 
𝑛∞

 𝑢𝑛 − 1 = 0 lim
𝑛∞

𝑢𝑛 = 1 

 𝑰𝑰𝑰  6  ∎ د

 :         ُذ٣٘ب 
1

2𝑛 
≤  𝑢𝑛 − 1 ≤

𝑒

𝑛 
 

0 0 

+∞ +∞ 

𝑓𝑛  



 

  
 الإمتحان الوطني الموحد

 لنيل شهادة البكالوريا
 2003الدورة الاستدراكية 

( ن 3,0 ): انتمشٌه الأول   

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,50

 ٣ؾز١ٞ 𝑉اُظ٘ذٝم .  ًشاد صسهبء4 ًشاد ؽٔشاء ٝ 4 ٣ؾز١ٞ ػ٠ِ 𝑈اُظ٘ذٝم  . 𝑈 ٝ 𝑉ُذ٣٘ب ط٘ذٝهبٕ 

 . ًشاد صسهبء4ػ٠ِ ًشر٤ٖ ؽٔشا٣ٖٝ ٝ 

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 

 مسلك العلوم الرياضية أ و ب
 10المعامل 

 أربع ساعات: مدة الإنجاز 
 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

ارا ًبٗذ ؽٔشاء ٗؼؼٜب ك٢  : 𝑈ٗغؾت ػشٞائ٤ب ًشح ٖٓ اُظ٘ذٝم  : " ٗؼزجش اُزغشثخ اُؼشٞائ٤خ اُزب٤ُخ 

ٝ ارا ًبٗذ صسهبء ٗؼؼٜب عبٗجب صْ ٗغؾت ػشٞائ٤ب  . 𝑉 صْ ٗغؾت ػشٞائ٤ب ًشح ٖٓ اُظ٘ذٝم 𝑉اُظ٘ذٝم 

  " .𝑉ًشح ٖٓ اُظ٘ذٝم 

 :ٗؼزجش الأؽذاس اُزب٤ُخ 

  𝑅1 " :  ٖٓ اٌُشح أُغؾٞثخ𝑈 ؽٔشاء  . "

  𝐵1 " :  ٖٓ اٌُشح أُغؾٞثخ𝑈 صسهبء ." 

  𝑅2 " :  ٖٓ اٌُشح أُغؾٞثخ𝑉 ؽٔشاء " 

  𝐵2 " :  ٖٓ اٌُشح أُغؾٞثخ𝑉 صسهبء . " 

  .𝑅1 ٝ 𝐵1أؽغت اؽزٔبٍ اُؾذص٤ٖ 

 . ٓؾون𝐵1 ػِٔب إٔ 𝐵2 ٓؾون، ٝ اؽزٔبٍ 𝑅1 ػِٔب إٔ      أؽغت اؽزٔبٍ  

 

  . 𝑃 𝑅2اعز٘زظ   

( ن 4,5 ): انتمشٌه انثاوً    

 ٌٖ٤ُ𝜃 0:   ػذدا ؽو٤و٤ب ثؾ٤ش ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 ٗؼغ ٝ     :𝑝 = 5 cos 𝜃 + 3𝑖 sin 𝜃   

∶ 𝐸 :      اُزب٤ُخ  𝐸  أُؼبدُخ ℂٗؼزجش ك٢    𝑧2 − 2𝑝𝑧 + 16 = 0  

𝑝2:     رؾون إٔ   −  3 cos 𝜃 + 5𝑖 sin 𝜃 2 = 16  

> 𝑧1 :   ثؾ٤ش  𝐸  ؽ٢ِ أُؼبدُخ 𝑧1 ٝ 𝑧2أٝعذ    𝑧2    

,𝒪 أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٓجبشش    𝑢  , 𝑣  .   

  .𝑧1 ٝ 𝑧2:  اُِز٤ٖ ُؾوبٛٔب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ ٛٔب 𝑀2 ٝ      ٗؼزجش اُ٘وطز٤ٖ  

;0  ك٢  𝜃ث٤ٖ أٗٚ ػ٘ذٓب ٣زـ٤ش اُؼذد   2𝜋  ٣٘جـ٢ رؾذ٣ذ ٓؼبدُخ ُٜب       رزـ٤ش ػ٠ِ دائشح          كبٕ اُ٘وطخ   . 

;0  ك٢ أُغبٍ  𝜃 ػ٘ذٓب ٣زـ٤ش اُؼذد 𝑃 ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ  Γ ٝ ُزٌٖ   .  𝑀1𝑀2  ٓ٘زظق اُوطؼخ  𝑃ُزٌٖ   2𝜋   

. 

 

  .4− ٝ 4 اُِزبٕ ُؾوبٛٔب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ ٛٔب ′𝐹 ٝ 𝐹 ا٤ِِٛظ ثئسربٙ ٛٔب اُ٘وطزبٕ  Γ ث٤ٖ إٔ 

 

C          

1 

2 

3 

4 

  ن1,00

 أ 1

2 

 ب

 أ

 ب

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝐵2 

𝑀1 

𝑀1 

 :ث٤ٖ إٔ 

 

𝑃 𝐵2 =
13

21
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( ن 3,0 ): انتمشٌه انثانث   

1 

 أ

 ج

2 

  ن0,50

  ن0,50

;         𝑀1𝐹 :     ث٤ٖ إٔ   ن0,50 𝑀1𝐹′                       
 ≡ 𝜋 +   𝑀2𝐹         ; 𝑀2𝐹′                       

   2𝜋   

3𝑥:       ٢ٛ 𝑃 ك٢ اُ٘وطخ  Γ  ُِٔ٘ؾ٠٘  𝑇 ث٤ٖ إٔ ٓؼبدُخ أُٔبط  cos 𝜃 + 5𝑦 sin 𝜃 = 15  

   . 𝑀1𝑀2  ػٔٞد١ ػ٠ِ أُغزو٤ْ   𝑇 أُٔبط : ث٤ٖ إٔ 

  .× ثبُ٘غجخ ُوبٕٗٞ اُزش٤ًت اُذاخ٢ِ 𝐸 روجَ ٓوِٞثب ك٢ 𝐸ث٤ٖ إٔ ع٤ٔغ ػ٘بطش 

 .  صٓشح رجبد٤ُخ  ×,𝐸 ث٤ٖ إٔ  

𝐺ٗؼزجش أُغٔٞػخ          =  𝐴𝑛   ∕   𝑛𝜖ℕ   

𝐺:    رؾون إٔ  ⊂ 𝐸     

  .𝐸 ك٢ × ثبُ٘غجخ ُؼ٤ِٔخ 𝐺 ٓغٔٞػخ ٓٔبصلاد ٓظلٞكبد 𝐻ُزٌٖ 

𝐺:   ث٤ٖ إٔ  ∪ 𝐻  ٖٓ صٓشح عضئ٤خ   𝐸,× .   

( ن 9,5 ): انتمشٌه انشاتغ   

  ٌٖ٤ُ𝑛𝜖ℕ∗ .   ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ𝑔𝑛 أُؼشكخ ػ٠ِ ℝ ثٔب ٢ِ٣  :𝑔𝑛 𝑥 = 𝑥 + 𝑒−𝑛𝑥  

   .𝑔𝑛أدسط رـ٤شاد اُذاُخ  

  .𝑛 ٣زْ رؾذ٣ذٙ ثذلاُخ 𝑢𝑛 روجَ ه٤ٔخ د٤ٗب ػ٘ذ ػذد ؽو٤و٢      ث٤ٖ إٔ 

𝑎 ٝ 𝑏  ٖٓ ℂث٤ٖ أٗٚ ٌَُ ػذد٣ٖ ػوذ٤٣ٖ  ∖   :   ُذ٣٘ب  4 
𝑏 + 4

𝑏 − 4
 = − 

𝑎 + 4

𝑎 − 4
     ⟺      𝑎𝑏 = 16  

  :   اعز٘زظ إٔ 
𝑧2 + 4

𝑧2 − 4
 = − 

𝑧1 + 4

𝑧1 − 4
      

,𝑎 ٌَُ صٝط   𝑏  ٖٓ  ℞2 ٗؼزجش أُظلٞكخ : 𝑀 𝑎 ,𝑏 =  𝑎 𝑏 2

𝑏 2 𝑎
  

𝐸:       ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝐸      ُزٌٖ      ك٢       =  𝑀 𝑎 ,𝑏   ∕   𝑎2 − 2𝑏2 = 1       (ℝ) M2  

𝐴 𝜖 𝐸  𝐴:   ؽون إٔ د:                                      ٗؼغ  =  3 2 2

2 2 3
  

  𝐸.      (        ℝ ,×) M2 رجبد٢ُ ك٢ ×         ٝ إٔ اُوبٕٗٞ        عضء ٓغزوش ٖٓ        𝐸ث٤ٖ إٔ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ ٝ    :                             ٗؼغ    𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛 × 𝐴  𝐴0 =  
1 0
0 1

  

,𝒪  ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ    𝑔𝑛ٝ ٤ٌُٖ            أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ  𝑖 , 𝑗  .   𝑛 C            

lim :أؽغت 
𝑥→−∞

𝑔𝑛 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥  ٝ 

𝐻 :   ث٤ٖ إٔ  =  𝐵𝑛 ∕  𝑛𝜖ℕ  ؽ٤ش   : 𝐵 =  3 −2 2

−2 2 3
  

 أ 3

 ب

 ج

 4 أ

 ب

1 

 ب

 ج

3 

 أ

 ب

 𝐈  

 أ

 ب

 2 أ

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝑔𝑛  

     14: الصفحة   -                2012رمضان   -  http:/www.professeurbadr.blogspot.com-  الأجوبة من اقتراح الأستاذ بدر الدين الفاتحي 



 

  

 𝐈𝐈  

1 

 أ

 ب

2 

3 

4 

5 

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

=  𝑖 :   ٗؤخز  )  𝑗  = 2 𝑐𝑚 ٗؼط٢ ٝ     :ln 2 ≈ 0,7  ) 

,0  ػ٠ِ أُغبٍ  𝑔2 هظٞس اُذاُخ 𝑕2ُزٌٖ  ln 2    

 . ؽٍٞ ٓؾٞس الأكبط𝑕2َ٤أؽغت ؽغْ ٓغغْ اُذٝسإ اُز١ ٣ُٞذٙ دٝسإ اُزٔض٤َ أُج٤ب٢ٗ ُـ 

𝑣𝑛:    ٗؼغ  = 𝑔𝑛 𝑢𝑛    

 .  ٓزوبسثزبٕ ٝ ؽذد ٜٗب٣ز٤ٜٔب∗𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ∗  ٝ   𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُز٤ٖ  

= 𝑓𝑛 𝑥:      ثٔب ٢ِ٣ ℝ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓𝑛ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  𝑥 + 𝑒𝑛𝑥  

  ٌٖ٤ُ ٝ Γ𝑛  ٓ٘ؾ٠٘ اُذاُخ  𝑓𝑛  ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٓجبشش  𝒪, 𝑢  , 𝑣     

   .𝑓𝑛أدسط رـ٤شاد اُذاُخ  

= 𝑓𝑛 𝑥اعز٘زظ إٔ أُؼبدُخ      𝛼𝑛  روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا  0

𝛼1ث٤ٖ إٔ        – ln 2 ; 
−1

2
    

𝑥 :  ث٤ٖ إٔ  − 𝛼1   ٝ   𝑒𝑥 + 𝛼1 ُٜٔب ٗلظ الإشبسح  . 

; ∞−  اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ   𝜑ُزٌٖ   
−1

2
= 𝜑 𝑥:      ثٔب ٢ِ٣   𝑒𝑥 −

1

 𝑒
𝑥  

; ∞−  أُغبٍ   ٟ ر٘بهظ٤خ ػ𝜑َث٤ٖ إٔ اُذاُخ   
−1

2
   

𝑒𝑥 :     اعز٘زظ إٔ  + 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝑥 − 𝛼1   

𝛽0:   ٗؼغ  =
−1

2
𝑛    : 𝛽𝑛+1    ٝ ٌَُ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢  = −𝑒𝛽𝑛   

∶  𝑛𝜖ℕ∀ :        ثؾ٤ش 𝑎ث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢     𝛽𝑛+1 − 𝛼1 ≤ 𝑎 𝛽𝑛 − 𝛼1   

 . ٓزوبسثخ ٝ ؽذد ٜٗب٣زٜب 𝛽𝑛 𝑛𝜖ℕ ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ 

            𝑛 C ؽذد اُلشػ٤ٖ اُلاٜٗبئ٤٤ٖ ُِٔ٘ؾ٠٘       

            𝑔1 ٝ   𝑔2   2 C            1 Cأدسط اُٞػغ اُ٘غج٢ ُِٔ٘ؾ٤٤ٖ٘             ٝ            أُٔض٤ِٖ ُِذاُز٤ٖ  

            C            1 C 2 .أسعْ ك٢ ٗلظ أُؼِْ أُ٘ؾ٤٤ٖ٘              ٝ             

= 𝐼 𝑥 : اُزٌبَٓ 𝑥ثبعزؼٔبٍ ٌٓبِٓخ ثبلأعضاء، أؽغت ثذلاُخ   𝑡𝑒−2𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 

 ب

 3 أ

 ب

 4 أ

 ب

 أ

 ب

5 

 أ

 ب

  ن1,00

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝜖 
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C         

 ( ن 3,0 ):   التمرين الأول 

∎ 1 

∎ 2 

∎ 4 

 اعزؼٔبٍ رو٤٘خ اُؾذس أُئًذ : انطشٌقح الأونى

 (اعزؼٔبٍ اُشغشح  ) : انطشٌقح انثاوٍح

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝟏

𝟐
 

𝟏

𝟐
 

𝟑

𝟕
 

𝟒

𝟕
 

𝟏

𝟑
 

𝟐

𝟑
 

ُْ ٗلؼَ 

 ش٤ئب ثؼذ

ٗغؾت 

  𝑈ًشح ٖٓ 
ٗغؾت 

  𝑉ًشح ٖٓ 

= 𝑃 𝑅1 :ُذ٣٘ب ؽغت اُشغشح  𝑃 𝐵1 =
4

8
=

1

2
 

𝑃𝐵1
 𝐵2 =

𝑃 𝐵1 ∩ 𝐵2 

𝑃 𝐵1 
=

1
3
1
2

=
2

3
 

 :ُذ٣٘ب 

3 ∎ 

𝑃𝑅1
 𝐵2 =

𝑃 𝑅1 ∩ 𝐵2 

𝑃 𝑅1 
=

2
7
1
2

=
4

7
 

𝑃 𝐵2 + 𝑃 𝑅2 = 1 

⟺       𝑃 𝑅2 = 1 − 𝑃 𝐵2  

⟺       𝑃 𝑅2 = 1 −
13

21
=

8

21
 

𝑃 𝑅2 = 𝑃 𝑅1 ∩ 𝑅2 + 𝑃 𝐵1 ∩ 𝑅2  

⟺     𝑃 𝑅2 = 𝑃 𝑅1 × 𝑃𝑅1
 𝑅2 + 𝑃 𝐵1 × 𝑃𝐵1

 𝑅2  

⟺     𝑃 𝑅2 =  
1

2
×

3

7
 +  

1

2
×

1

3
 =

8

21
 

 :           ُذ٣٘ب 

 ( ن 4,5 ):   التمرين الثاني 

 أ 1 ∎

 ب 1 ∎

=′∆:        ُذ٣٘ب  𝑝2 − 16 =  3𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 2  

  .ℂ روجَ ؽ٤ِٖ ك٢  𝐸 ارٕ أُؼبدُخ 

= 𝑎𝑓𝑓 𝑀1:       ٗؼغ  2𝑒−𝑖𝜃 = 𝑥 + 𝑖𝑦  

 ٌٖ٤ُ𝜃  ٖٓ 0  ػ٘ظشا; 2𝜋 .   

 2 أ ∎

𝑀1:   ارٕ   
𝑥
𝑦      اُز٢ ٓشًضٛب       ر٘ز٢ٔ ا٠ُ اُذائشح 𝒪 2  ٝ شؼبػٜب.  

    𝑀1𝑀2  ٢ٛ ٓ٘زظق اُوطؼخ   𝑃ُذ٣٘ب 

 ب 2 ∎

𝑝2 −  3 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 2

=  5𝑐𝑜𝑠𝜃 + 3𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃 2 −  3 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 2 

= 25 cos2 𝜃 − 9 sin2 𝜃 − 9 cos2 𝜃 + 25 sin2 𝜃 

= 25 cos2 𝜃 + sin2 𝜃 − 9 sin2 𝜃 + cos2 𝜃  

= 25 − 9 

= 16 

𝑧1 = 𝑝 +  3𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 2𝑒−𝑖𝜃  

𝑧2 = 𝑝 −  3𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 8𝑒𝑖𝜃  

⟺     2 cos −𝜃 + 2𝑖 sin −𝜃 = 𝑥 + 𝑖𝑦 

⟺      
2 cos 𝜃 = 𝑥

−2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝑦
  

⟺     𝑎𝑓𝑓 𝑃 =
𝑎𝑓𝑓 𝑀1 + 𝑎𝑓𝑓 𝑀2 

2
 

⟺     𝑎𝑓𝑓 𝑃 =
2𝑒−𝑖𝜃 + 8𝑒𝑖𝜃

2
 

⟺     𝑎𝑓𝑓 𝑃 =  𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 4 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃  

⟺     𝑎𝑓𝑓 𝑃 = 5 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 3𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 

⟺     𝑎𝑓𝑓 𝑃 = 𝑝 

⟹     𝑥2 + 𝑦2 =  2 𝑐𝑜𝑠 𝜃  2 +  −2 𝑠𝑖𝑛 𝜃  2 

⟹     𝑥2 + 𝑦2 = 4 cos2 𝜃 + sin2 𝜃  

⟹     𝑥2 + 𝑦2 = 4 

⟹     𝑥2 + 𝑦2 = 22 

𝑃 𝐵2 = 𝑃 𝑅1 ∩ 𝐵2 + 𝑃 𝐵1 ∩ 𝐵2  

= 𝑃 𝑅1 × 𝑃𝑅1
 𝐵2 + 𝑃 𝐵1 × 𝑃𝐵1

 𝐵2  

=  
1

2
×

4

7
 +  

1

2
×

2

3
 =

13

21
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𝑝:       ٗؼغ  = 𝑥 + 𝑖𝑦  

⟺      
𝑥 = 5 cos 𝜃 

𝑦 = 3 𝑠𝑖𝑛 𝜃 
  

𝑝2: ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ            −  3𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 2 = 16  

⟺      𝑥 + 𝑖𝑦 2 −  
3𝑥

5
+

5𝑖

3
𝑦 

2

= 16 

;0  ك٢ أُغبٍ   𝜃ارٕ ػ٘ذٓب ٣زـ٤ش اُؼذد  2𝜋   

  𝒪 اُز١ ٓشًضٙ  Γ  رزـ٤ش ػ٠ِ الإ٤ِِٛظ 𝑃كبٕ اُ٘وطخ 

,𝐴 5,0   ٝ  𝐴′(−5,0)  ٝ  𝐵 0,3   ٝ  𝐵′(0:  ٝ سإٝعٚ  −3).   

   . 𝐹 4,0   ٝ  𝐹′ −4,0:  ٝ ثئسربٙ 

𝑐2:   لإٔ  ) = 𝑎2 − 𝑏2 = 25 − 9  ⟹   𝑐 = 4   ) 

 3 أ ∎

 ب 3 ∎

𝑧1:    ُذ٣٘ب  = 2𝑒−𝑖𝜃 ≠ 4    ٝ    𝑧2 = 8𝑒𝑖𝜃 ≠ 4.     

𝑧1𝑧2:      ارٕ  = 16𝑒𝑖𝜃𝑒−𝑖𝜃 = 16   

 ج 3 ∎

 :                                                       .ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ 

 أ 1

⟺     
16

25
𝑥2 +

16

9
𝑦2 = 16 

⟺     
𝑥2

52
+

𝑦2

32
= 1 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏  ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℂ ∖   :                                     .  ثؾ٤ش 4 
𝑏 + 4

𝑏 − 4
 = − 

𝑎 + 4

𝑎 − 4
  

⟺      𝑏 + 4  4 − 𝑎 =  𝑏 − 4  𝑎 + 4  

⟺     2𝑎𝑏 = 32 

⟺     𝑎𝑏 = 16 

  أ 3               .            :                      ٝ ٓ٘ٚ ؽغت           
𝑧2 + 4

𝑧2 − 4
 = − 

𝑧1 + 4

𝑧1 − 4
  

 
𝑧2 + 4

𝑧2 − 4
 = − 

𝑧1 + 4

𝑧1 − 4
  

⟺     
4 − 𝑧1

−4 − 𝑧1
 = − 

4 − 𝑧2

−4 − 𝑧2
  

⟺     
𝑧𝐹 − 𝑧1

𝑧𝐹′ − 𝑧1
 = − 

𝑧𝐹 − 𝑧2

𝑧𝐹′ − 𝑧2
  

⟺     𝑎𝑟𝑔  
𝑧𝐹 − 𝑧1

𝑧𝐹′ − 𝑧1
 ≡ 𝜋 + 𝑎𝑟𝑔  

𝑧𝐹 − 𝑧2

𝑧𝐹′ − 𝑧2
  

⟺      𝑀1𝐹          ;  𝑀1𝐹′                         
 ≡ 𝜋 +  𝑀2𝐹          ;  𝑀2𝐹′                         

  2𝜋  

 :    ٢ٛ 𝑃  ك٢ اُ٘وطخ  Γ   ُِٔ٘ؾ٠٘   𝑇 ارٕ ٓؼبدُخ أُٔبط  

 ب 4 ∎

∶ T :          ُذ٣٘ب  3𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑦 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 15   

 :                  . ٛٞ  𝑇 ٤َٓ أُغزو٤ْ : ارٕ 

   . 𝑀1𝑀2  ٤َٓ أُغزو٤ْ  𝑚ُ٘ؾغت ا٥ٕ 

   . 1−   ٓزؼبٓذإ لإٔ عذاء ٤ِ٤ٜٓٔب ٣غب١ٝ   𝑇   ٝ   𝑀1𝑀2 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

; 𝑃 5 𝑐𝑜𝑠𝜃:       ُذ٣٘ب  3 sin 𝜃  

 𝑇 ∶  
5𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜃

52
+

3𝑦 𝑠𝑖𝑛𝜃

32
= 1 

 𝑇 ∶  𝑦 =  
−3 𝑐𝑜𝑠𝜃

5 sin 𝜃
 𝑥 +  

3

sin 𝜃
  

 
−3 𝑐𝑜𝑠𝜃

5 𝑠𝑖𝑛𝜃
  

𝑚 :ارٕ  =
8 𝑠𝑖𝑛𝜃 −  −2𝑠𝑖𝑛𝜃 

8𝑐𝑜𝑠𝜃 − 2𝑐𝑜𝑠𝜃
=  

5 𝑠𝑖𝑛𝜃

3 𝑐𝑜𝑠𝜃
  

 
−3 𝑐𝑜𝑠𝜃

5 𝑠𝑖𝑛𝜃
 ×  

5 𝑠𝑖𝑛𝜃

3 𝑐𝑜𝑠𝜃
 = −1 

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

∎ 1 

𝐴:          ٗؼغ  =  
3 2 2

2 2 3
    

32:       ُذ٣٘ب  − 2 × 22 = 1  

𝐴:      ارٕ  = 𝑀 3,2  𝜖   𝐸   

 2 أ ∎

,𝑀 𝑎ُزٌٖ   𝑏   ٝ  𝑀 𝑐, 𝑑  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤  𝐸  

,𝑀 𝑎:      ُذ٣٘ب  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 𝑏 2

𝑏 2 𝑎
  

𝑐 𝑑 2

𝑑 2 𝑐
    

⟺    𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑  𝑏𝑐 + 𝑎𝑑  2

 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑  2 𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑
  

⟺    𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑀 𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑 ;  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐     ∗  

 𝑇 ∶  3𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑦 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 15 

𝑀1 .ٝ                            :                            ُذ٣٘ب   
2 cos 𝜃
−2 sin 𝜃

  𝑀2  
8 cos 𝜃
8 sin 𝜃

  

 
5 𝑠𝑖𝑛𝜃

3 𝑐𝑜𝑠𝜃
 .  ٛٞ                      𝑀1𝑀2 ارٕ ٤َٓ أُغزو٤ْ    

 4 أ ∎
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 :  ُذ٣٘ب  ∗ ثبلإعزؼبٗخ ثبُؼلاهخ 

  .𝐸 رجبد٢ُ ك٢ ×ارٕ اُوبٕٗٞ 

 ب 2 ∎

,𝑀 𝑎ُزٌٖ   𝑏  ٖٓ ٓظلٞكخ  𝐸  

,𝑀 𝑎 :   ُذ٣٘ب  𝑏  
−1

=
1

𝑑𝑒𝑡𝑀  𝑎 ,𝑏 
 

𝑎 −𝑏 2

−𝑏 2 𝑎
   

  M2 (×, ℝ        )     . عضء ٓغزوش ٖٓ                      𝐸: ٝ ثبُزب٢ُ 

   𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑀 𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑 ;  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐   

   = 𝑀 𝑐𝑎 + 2𝑑𝑏 ;  𝑐𝑏 + 𝑑𝑎   

   = 𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑎, 𝑏   

=
1

 𝑎2 − 2𝑏2 
 𝑎 −𝑏 2

−𝑏 2 𝑎
  

=  𝑎 −𝑏 2

−𝑏 2 𝑎
 = 𝑀 𝑎, −𝑏  𝜖 𝐸 

,𝑀 𝑎ٓوِٞة ًَ ٓظلٞكخ  : ٝ ثبُزب٢ُ  𝑏   أُظلٞكخ ٞٛ  𝑀 𝑎, −𝑏    

𝑀 𝑎𝑐 :        ارٕ  + 2𝑏𝑑 ; 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑   𝜖 𝐸  

 : ُذ٣٘ب ؽغت الأعئِخ اُغبثوخ 

 ج 2 ∎

    (ℝ) M2   ٕرغ٤ٔؼ٢ ك٢            ×ٝ ثٔب أ  

  .𝐸 رغ٤ٔؼ٢ ًزُي ك٢ ×كبٕ 

𝐼كبٕ     = 𝑀 1,0  ك٢ ×   ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـ 𝐸  

 .ٝ رُي لإٔ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ إ ٝعذ كبٗٚ ٣ٌٕٞ دائٔب ٝؽ٤ذا

 .  صٓشح ×,𝐸 ٗغز٘زظ ارٕ إٔ  

  .𝐸 رجبد٢ُ ك٢ ×ٝ ثٔب إٔ 

 .  صٓشح رجبد٤ُخ ×,𝐸 كبٕ  

 3 أ ∎
  .𝐺 ػ٘ظشا ٖٓ ×٤ٌُٖ 

;   𝑚𝜖ℕ∃ :       ارٕ    𝑋 = 𝐴𝑚  

;   𝑛𝜖ℕ∀ ٗش٣ذ إٔ ٗجشٖٛ ػ٠ِ إٔ         𝐴𝑛    𝐸   

𝑛ُذ٣٘ب ٖٓ أعَ   = 0      :  𝐴0 =  
1 0
0 1

 = 𝑀 1,0  𝜖 𝐸  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :       ٗلزشع إٔ    𝐴𝑛  𝜖 𝐸   

𝐴𝑛:    ُذ٣٘ب   𝜖 𝐸    ٝ   𝐴 𝜖 𝐸   

𝐴𝑛ارٕ      × 𝐴    𝐸   

  .𝐸 هبٕٗٞ داخ٢ِ ك٢ ×لإٔ 

  𝐴𝑛+1  𝜖  𝐸:      ارٕ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :         ٝ ثبُزب٢ُ    𝐴𝑛  𝜖 𝐸   

 ٚ٘ٓ ٝ       :𝑋 = 𝐴𝑚   𝜖  𝐸   

𝐺:   خلاطخ اُوٍٞ  ⊂ 𝐸   

 ب 3 ∎

𝐴𝑛 −1 :     ُلإعبثخ ػ٠ِ ٛزا اُغئاٍ ٣ٌل٢ إٔ ٗج٤ٖ إٔ  = 𝐵𝑛  

𝑛ٖٓ أعَ   = 𝐴0 −1  :    ُذ٣٘ب 0 =  
1 0
0 1

 
−1

=  
1 0
0 1

 = 𝐵0    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :     ٗلزشع إٔ     𝐴𝑛 −1 = 𝐵𝑛  

 3 ج ∎

 : اُزب٤ُخ  ⋕ ُ٘جشٖٛ ك٢ اُجذا٣خ ػ٠ِ اُخبط٤خ 

 ٌٖ٤ُ𝑚 ٝ 𝑛ٖػذد٣ٖ طؾ٤ؾ٤ٖ ؽج٤ؼ٤٤  

 :ٗلظَ ٛ٘ب ث٤ٖ ؽبُز٤ٖ أعبع٤ز٤ٖ 

  M2 (×, ℝ        )      عضء ٓغزوش ٖٓ 𝐸 لإٔ 𝐸 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ أُغٔٞػخ × 

𝐼ٝ ثٔب إٔ أُظلٞكخ  = 𝑀 1,0 ٙ ك٢ × اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـ ١      (ℝ) M2  

𝐴𝑛+1 −1  :ُذ٣٘ب  =  𝐴𝑛 × 𝐴 −1 

= 𝐴−1 ×  𝐴𝑛 −1 

= 𝐵 × 𝐵𝑛  

= 𝐵𝑛+1 

∀ 𝑚, 𝑛  𝜖 ℕ2   ;    𝐴𝑚 × 𝐵𝑛   𝜖   𝐺 ∪ 𝐻  ⋕  

𝒎إرا كان   : انحانح الأونى ≥ 𝒏:   

𝐴𝑚 :ُذ٣٘ب  × 𝐵𝑛  = 𝐴𝑚−𝑛 ×  𝐴 × 𝐵 𝑛  

 = 𝐴𝑚−𝑛 × 𝐼 

 = 𝐴𝑚−𝑛  𝜖 𝐺 ⊂ 𝐺 ∪ 𝐻 

,𝑀 𝑎 :     ثزؼج٤ش آخش  𝑏  
−1

= 𝑀 𝑎, −𝑏   

𝑎𝑐  : ٝ ُذ٣٘ب  + 2𝑏𝑑 2 − 2 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 2 

=  𝑎𝑐 2 + 4 𝑏𝑑 2 − 2 𝑏𝑐 2 − 2 𝑎𝑑 2 

= 𝑐2  𝑎2 − 2𝑏2        
1

+ 2𝑑2  2𝑏2 − 𝑎2        
−1

 

= 𝑐2 − 2𝑑2 

= 1 

,𝑎   ٣وجَ ٓٔبصلا ٝ ٛٞ              رٞطِ٘ب ًزُي ا٠ُ إٔ ًَ ػ٘ظش   −𝑏    𝑀 𝑎, 𝑏  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :     ٝ ثبُزب٢ُ     𝐴𝑛 −1 = 𝐵𝑛  

𝜖 

𝜖 

𝑀 
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𝐴𝑚:     ارٕ  × 𝐵𝑛   𝜖  𝐺 ∪ 𝐻  

𝒎إرا كان   : انحانح انثاوٍح ≤ 𝒏:   

 :ٗغزـَ ارٕ ٛزٙ اُخبط٤خ اُض٤ٔ٘خ ُلإعبثخ ػ٠ِ اُغئاٍ      

𝐺 ٓظلٞكز٤ٖ ٖٓ   𝑋 ٝ 𝑌ُزٌٖ  ∪ 𝐻 ٗلظَ ث٤ٖ أسثغ ؽبلاد أعبع٤خ ٝ  : 

   :𝒀𝝐𝑮  و  𝑿𝝐𝑮إرا كان   : انحانح الأونى

𝑌             : ارٕ  = 𝐴𝑚  ٝ  ∃ 𝑚, 𝑛  𝜖 ℕ2  ;   𝑋 = 𝐴𝑛   

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑋 × 𝑌−1 = 𝐴𝑛 ×  𝐴𝑚  −1  

𝑋:    أ١  × 𝑌−1 = 𝐴𝑛 × 𝐵𝑚   

𝐴𝑛:  ارٕ  × 𝐵𝑚  𝜖 𝐺 ∪ 𝐻 رُي ؽغت خبط٤ز٘ب اُض٤ٔ٘خ ٝ   ⋕ .  

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑋 × 𝑌−1  𝜖 𝐺 ∪ 𝐻  

   :𝒀𝝐𝑯  و  𝑿𝝐𝑯إرا كان   : انحانح انثاوٍح

   :𝒀𝝐𝑯  و  𝑿𝝐𝑮إرا كان   : انحانح انثانثح

   :𝒀𝝐𝑮  و  𝑿𝝐𝑯إرا كان   : انحانح انشاتؼح

 :ٗلاؽع أٗٚ ك٢ ع٤ٔغ ٛزٙ اُؾبلاد الأسثغ ٗغذ: خلاصح انقىل 

𝐺:  ٝ ثبُزب٢ُ  ∪ 𝐻  ٖٓ صٓشح عضئ٤خ   𝐸,× .   

𝐴𝑚 :ُذ٣٘ب  × 𝐵𝑛  =  𝐴 × 𝐵 𝑚 × 𝐵𝑛−𝑚  

 = 𝐼 × 𝐵𝑛−𝑚  

 = 𝐵𝑛−𝑚  𝜖 𝐻 ⊂ 𝐺 ∪ 𝐻 

𝐴𝑚:     ارٕ  × 𝐵𝑛   𝜖  𝐺 ∪ 𝐻  

 ج

𝑌            : ارٕ  = 𝐵𝑚  ٝ  ∃ 𝑚, 𝑛  𝜖 ℕ2  ;   𝑋 = 𝐵𝑛   

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑋 × 𝑌−1 = 𝐵𝑛 ×  𝐵𝑚  −1  

𝑋:    أ١  × 𝑌−1 = 𝐵𝑛 × 𝐴𝑚   

𝐵𝑛:  ارٕ  × 𝐴𝑚  𝜖 𝐺 ∪ 𝐻 رُي ؽغت خبط٤ز٘ب اُض٤ٔ٘خ ٝ   ⋕ .  

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑋 × 𝑌−1 𝜖 𝐺 ∪ 𝐻  

𝑌               : ارٕ  = 𝐵𝑚  ٝ  ∃ 𝑚, 𝑛  𝜖 ℕ2  ;   𝑋 = 𝐴𝑛   

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑋 × 𝑌−1 = 𝐴𝑛 ×  𝐵𝑚  −1  

𝑋:    أ١  × 𝑌−1 = 𝐴𝑛 × 𝐴𝑚 = 𝐴𝑚+𝑛  𝜖 𝐺 ⊂ 𝐺 ∪ 𝐻     

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑋 × 𝑌−1 𝜖 𝐺 ∪ 𝐻  

𝑌            : ارٕ  = 𝐴𝑚  ٝ  ∃ 𝑚, 𝑛  𝜖 ℕ2  ;   𝑋 = 𝐵𝑛   

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑋 × 𝑌−1 𝜖 𝐺 ∪ 𝐻  

 ∀ 𝑋, 𝑌 𝜖 𝐺 ∪ 𝐻      ;     𝑋 × 𝑌−1 𝜖 𝐺 ∪ 𝐻 

 ( ن 9,5 ):   التمرين الرابع 

 1 أ ∎

= 𝑔𝑛 𝑥:       ُذ٣٘ب  𝑥 + 𝑒−𝑛𝑥  

  .ℝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑔𝑛ارٕ 

  .ℝلأٜٗب ٓغٔٞع داُز٤ٖ اػز٤بد٣ز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ 

𝑔𝑛:   ٝ ُذ٣٘ب 
′  𝑥 = 1 − 𝑛𝑒−𝑛𝑥 = 𝑒−𝑛𝑥  𝑒𝑛𝑥 − 𝑛   

,  𝑥𝜖ℝ∀ :          ثٔب إٔ   ∀𝑛𝜖ℕ    ;    𝑒−𝑛𝑥 > 0   

𝑔𝑛كبٕ اشبسح  
′  𝑥 ثبشبسح  كوؾ   ٓزؼِوخ  𝑒𝑛𝑥 − 𝑛    

𝑥ارا ًبٕ   =
ln 𝑛

𝑛
𝑔𝑛:    كبٕ 

′  𝑥 = 0   

𝑥ارا ًبٕ   >
ln 𝑛

𝑛
𝑔𝑛:    كبٕ 

′  𝑥 >   رضا٣ذ٣خ𝑔𝑛  ٣ؼ٢٘ 0

𝑥ارا ًبٕ   <
ln 𝑛

𝑛
𝑔𝑛:    كبٕ 

′  𝑥 <   ر٘بهظ٤خ𝑔𝑛  ٣ؼ٢٘ 0

 ب 1 ∎

  .ℝ ٓزظِخ ػ٠ِ         ُذ٣٘ب اُذاُخ 

; ∞− ٝ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ    
ln 𝑛

𝑛
 .   

 ٝ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ 
ln 𝑛

𝑛
 ;  +∞   

ٝ ر٘ؼذّ ك٢  
ln 𝑛

𝑛
   

𝑢𝑛 روجَ ه٤ٔخ د٣ٞٗخ ػ٘ذ  𝑔𝑛ارٕ  =
ln 𝑛

𝑛
  ٝ ٛزٙ اُو٤ٔخ ٢ٛ  

𝑔𝑛 𝑢𝑛 =
1+ln 𝑛

𝑛
   

,𝑚 ∀:     ٝ ثبُزب٢ُ  𝑛  𝜖 ℕ2   ;     𝐴𝑚 × 𝐵𝑛  𝜖 𝐺 ∪ 𝐻    ⋕  

,𝐺 :   لإٔ 𝐸  عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ              ٖٓ اُٞاػؼ إٔ   𝐻 ⊂ 𝐸2          𝐺 ∪ 𝐻  

 ٚ٘ٓ ٝ  :            𝑋 × 𝑌−1 = 𝐵𝑛 ×  𝐴𝑚  −1  

 = 𝐵𝑛 × 𝐵𝑚  

 = 𝐵𝑚+𝑛  𝜖 𝐻 ⊂ 𝐺 ∪ 𝐻 

𝑔𝑛  



 

  
 أ 2 ∎

lim
𝑥→−∞

𝑔𝑛 𝑥 = lim
𝑥→−∞

 𝑥 + 𝑒−𝑛𝑥   

= lim
𝑥→−∞

𝑥  1 +
𝑛

𝑛𝑥𝑒𝑛𝑥
  

=  −∞  1 +
𝑛

0−
  

=  −∞  −∞  

=  +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 + 𝑒−𝑛𝑥   

= lim
𝑥→+∞

𝑥  1 +
𝑛

𝑛𝑥𝑒𝑛𝑥
  

=  +∞  1 +
𝑛

 +∞ 
  

=  +∞  1  

=  +∞  

 ب 2 ∎

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥 = +∞ 
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lim
𝑥→+∞

 𝑔𝑛 𝑥 − 1𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑒−𝑛𝑥 =  :ٝ ُذ٣٘ب  0

𝑦ارٕ أُ٘ظق الأٍٝ ُِٔؼِْ   = 𝑥  ٓوبسة ٓبئَ ُـِ              ثغٞاس   +∞ .   

lim
𝑥→−∞

𝑔𝑛 𝑥 =  :ٝ ُذ٣٘ب ٖٓ عٜخ أخشٟ  ∞+

lim
𝑥→−∞

𝑔𝑛 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 1 +

𝑛

𝑛𝑥𝑒𝑛𝑥
 =  −∞  ٝ 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  ثٔب إٔ    𝑒−𝑥 > − 𝑔1 𝑥    كبٕ اشبسح اُلشم0 𝑔2 𝑥     

1 ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح   − 𝑒−𝑥  ٗلظَ ٛ٘ب ث٤ٖ صلاس ؽبلاد ٝ  : 

𝒙إرا كان   : انحانح الأونى = 𝟎   

1 :  كبٕ  − 𝑒−𝑥 = 0 ٚ٘ٓ ٝ  𝑔1 𝑥 = 𝑔2 𝑥 :  

   . 0,1 ٝ         ٣زوبؽؼبٕ ك٢ اُ٘وطخ  :         ارٕ 

𝒙إرا كان   : انحانح انثاوٍح > 0   

1 :  كبٕ  − 𝑒−𝑥 > 0 ٚ٘ٓ ٝ  𝑔1 𝑥 > 𝑔2 𝑥 :  

 ٣ٞعذ كٞم          :          ارٕ 

𝒙إرا كان   : انحانح انثانثح < 0   

1 :  كبٕ  − 𝑒−𝑥 < 0 ٚ٘ٓ ٝ  𝑔1 𝑥 < 𝑔2 𝑥 :  

 ٣ٞعذ أعلَ          :          ارٕ 

 :خلاصح 

 3 ب ∎

𝓞 𝓲 

𝓳 

 4 أ ∎

2 C                   1 C 

0 𝑥 +∞ 

+ 𝑔1 𝑥 − 𝑔2 𝑥  0 − 

اُٞػغ اُ٘غج٢ 

          C 2 C 1          ُـ           ٝ      

−∞ 

         1 C 

2 C                   1 C 

2 C                   1 C 2 C          
 كٞم كٞم ٣زوبؽؼبٕ ك٢

         𝑛 C 

 𝑛 C          .   ٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ك٢ ارغبٙ ٓؾٞس الأسار٤ت      :     ارٕ 

         1 C 2 C          

         1 C 2 C          

         1 C 2 C          

 

 0,1  

lim
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 1 +

𝑛

𝑛𝑥𝑒𝑛𝑥
  

=  1 +
𝑛

+∞
  

= 1 

 :ٝ ُذ٣٘ب 

         ٝ         ُذساعخ اُٞػغ اُ٘غج٢ ُِٔ٘ؾ٤٤ٖ٘     

− 𝑔1 𝑥:     شبسح اُلشم اٗذسط  𝑔2 𝑥    

 :ُذ٣٘ب 

         1 C 2 C          

𝑔1 𝑥 − 𝑔2 𝑥 =  𝑥 + 𝑒−𝑥 −  𝑥 + 𝑒−2𝑥  

= 𝑒−𝑥 − 𝑒−2𝑥  

= 𝑒−𝑥 1 − 𝑒−𝑥  

𝐼 𝑥 =  𝑡 
𝑢

𝑒−2𝑡 
𝑣′

𝑥

0

𝑑𝑡 

⟺      𝐼 𝑥 =  
−𝑡𝑒−2𝑡

2
 

0

𝑥

+
1

2
 𝑒−2𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 

⟺      𝐼 𝑥 =  
−𝑡𝑒−2𝑡

2
 

0

𝑥

+
1

2
 
−𝑒−2𝑡

2
 

0

𝑥

 

⟺      𝐼 𝑥 =
−𝑥𝑒−2𝑥

2
+

1

2
 
−𝑒−2𝑥

2
+

1

2
  

 3 أ ∎
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⟺      𝐼 𝑥 =
−𝑒−2𝑥

4
 2𝑥 + 1 − 𝑒2𝑥  

;𝑥 𝜖  0 ∀:      ُذ٣٘ب  ln 2    ;    𝑕2 𝑥 = 𝑥 + 𝑒−2𝑥  

     ٝ∀ 𝑥 𝜖  0; ln 2    ;    𝑕2 𝑥 > 0  

 𝑕2ارٕ ؽغْ ٓغغْ اُذٝسإ اُز١ ٣ُٞذٙ دٝسإ اُزٔض٤َ أُج٤ب٢ٗ ُـ 

 : ؽٍٞ ٓؾٞس الأكبط٤َ ٛٞ 

 .  ٓززب٤ُزبٕ ٓزوبسثزبٕ ٝ رئٝلإ ٓؼب ا٠ُ اُظلش𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ  ٝ   𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ ارٕ  

 𝐈𝐈  ∎ 1 

= 𝑓𝑛 𝑥:    ُذ٣٘ب  𝑥 + 𝑒𝑛𝑥  

 ارٕ 

 : ًٔب ٢ِ٣       ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

  :𝑓𝑛ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

 𝐈𝐈  ∎ 2 

 𝑓𝑛 داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ ℝ  

  .ℝ ٗؾٞ ℝ روبثَ ٖٓ 𝑓𝑛ارٕ 

  𝑓𝑛 ثبُزوبثَ 𝛼𝑛 ػذد ؽو٤و٢ كبٗٚ ٣وجَ عبثوب ٝاؽذا 0: ٝ ثٔب إٔ 

!∃:      ثزؼج٤ش آخش   𝛼𝑛  𝜖 ℝ   ;    𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0  

 𝐈𝐈  ∎ 3 أ 

  ℝ ٗؾٞ ℝ روبثَ ٖٓ       ثٔب إٔ 

  .𝑓𝑛(𝐼) ٗؾٞ طٞسرٚ 𝐼 ٖٓ ℝ روبثَ ٖٓ أ١ ٓغبٍ       كبٕ 

− ٗؤخذ أُغبٍ     ln 2 ; 
−1

2
𝑛   ٝ ٗوٍٞ ٖٓ أعَ   = 1:  

 𝑓1  ٖٓ َروبث  − ln 2 ; 
−1

2
   ٗؾٞ طٞسرٚ   

1

2
− ln 2 ; 

−1

2
+ 𝑒

−1

2     

 : ٝ ثبعزؼٔبٍ اُو٤ْ أُوشثخ ٗؾظَ ػ٠ِ 

 𝑓1  ٖٓ َروبث  − ln 2 ; 
−1

2
; 0,2−   ٗؾٞ    0,1    

; 𝜖  −0,2 0ٝ ثٔب إٔ    −  ٖٓ   𝛼1   كبٗٚ ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا  0,1 ln 2 ; 
−1

2
     

!∃:        ٣ؼ٢٘   𝛼1 𝜖  – ln 2 ;  
−1

2
    ;    𝑓1 𝛼1 = 0  

 𝐈𝐈  ∎ 3 ب 

= 𝑓1 𝛼1ُذ٣٘ب    𝛼1 :     ارٕ 0 + 𝑒𝛼1 = 0 ٚ٘ٓ ٝ    :−𝛼1 = 𝑒𝛼1   

𝒙 إرا كان     : انحانح الأونى − 𝜶𝟏 > 0    

𝑥:   كبٕ  > 𝛼1    ٚ٘ٓ ٝ   𝑒𝑥 > 𝑒𝛼1   

𝑒𝑥:   ٣ؼ٢٘  > −𝛼1 ٕار     : 𝑒𝑥 + 𝛼1 > 0    

𝒙 إرا كان      : انحانح انثاوٍح − 𝜶𝟏 < 0   

𝑥:   كبٕ  < 𝛼1   ٚ٘ٓ ٝ   𝑒𝑥 < 𝑒𝛼1   

𝑒𝑥:   ٣ؼ٢٘  < −𝛼1 ٕار     : 𝑒𝑥 + 𝛼1 < 0    

𝑥 ٗغز٘زظ ٖٓ ٛبر٤ٖ اُؾبُز٤ٖ إٔ ا٤ٌُٔز٤ٖ   − 𝛼1   ٝ   𝑒𝑥 + 𝛼1   

 .ُٜٔب ٗلظ الإشبسح 

 𝐈𝐈  ∎ 4 أ 

 ; ∞−  𝑥 𝜖 ∀:        أ١ 
−1

2
    ;    𝜑′(𝑥) ≤ 0  

; ∞−  داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغبٍ    𝜑: ٝ ثبُزب٢ُ   
−1

2
     

;0 :   ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑕2ارٕ  ln 2    

𝑉 = 𝜋   𝑕2 𝑥  
2

ln 2

0

𝑑𝑥 

⟺      𝑉 = 𝜋   𝑥 + 𝑒−2𝑥 2
ln 2

0

𝑑𝑥 

⟺      𝑉 = 𝜋   𝑥2 + 𝑒−4𝑥 + 2𝑥𝑒−2𝑥 
ln 2

0

𝑑𝑥 

⟺      𝑉 = 𝜋   
𝑥3

3
 

0

ln 2

+  
−𝑒−4𝑥

4
 

0

ln 2

+ 2𝐼 ln 2   

 ب 1 :ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ            

𝑢𝑛 =
ln 𝑛

𝑛
𝑣𝑛    و     = 𝑔𝑛 𝑢𝑛 =  

1 + ln 𝑛

𝑛
  

lim ٝ :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑛∞

 
ln 𝑛

𝑛
 = 0 lim

𝑛∞
 

1 + ln 𝑛

𝑛
 = 0 

𝑥 +∞ 

−∞ 

𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′(𝑥) 

+∞ 

−∞ 

= 𝜑 𝑥 : ُذ٣٘ب  𝑒𝑥 −
1

 𝑒
𝑥 

= 𝜑′ 𝑥 :ارٕ  𝑒𝑥 −
1

 𝑒
 

𝑥 :ٖٓ أعَ  ≤
−1

2
 

𝑒𝑥 :ُذ٣٘ب  ≤ 𝑒
−1
2 =

1

 𝑒
 

 ٚ٘ٓ ٝ : 𝑒𝑥 −
1

 𝑒
≤ 0 

⟺      𝑉 = 𝜋  
 ln 2 3

3
−

ln 2

4
+

39

64
  

 ب 4 ∎

∎ 5 

𝑓𝑛
′ 𝑥 = 1 + 𝑛𝑒𝑛𝑥 > 0 

𝑓𝑛  

𝑓𝑛  

𝑓𝑛  



 

  

  .ℝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝐸𝑥𝑝ٗؼِْ إٔ اُذاُخ 
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 𝐈𝐈  ∎ 4 ب 

  .ℝارٕ ٗغزط٤غ رطج٤ن ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ ػ٠ِ أ١ ٓغبٍ ٖٓ 

; ∞−  𝑥 𝜖:  ثؾ٤ش 𝛼1 ٝ 𝑥ٗخزبس أُغبٍ اُز١ ؽشكبٙ   
−1

2
   

 :  ثؾ٤ش 𝛼1 ٝ 𝑥 ٓؾظٞس ث٤ٖ 𝑐ارٕ ٣ٞعذ 

𝑒𝑥 ٝ ثٔب إٔ     + 𝛼1    ٝ    𝑥 − 𝛼1  ُٕٜٔب ٗلظ الإشبسح كب   : 

; ∞−  𝑐 𝜖:  ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب   
−1

2
𝑐:      ارٕ   <

−1

2
   

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑒𝑐 <
1

 𝑒
   

𝑥 ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ك٢ اُؼذد أُٞعت   − 𝛼1  ٗؾظَ ػ٠ِ  : 

 :  ٗغز٘زظ إٔ  ∗∗  ٝ  ∗ ٖٓ اُ٘ز٤غز٤ٖ 

 𝐈𝐈  ∎ 5 أ 
 : ك٢ اُجذا٣خ ٣غت إٔ ٗجشٖٛ ػ٠ِ إٔ 

𝑛:  ٖٓ أعَ  = :       ُذ٣٘ب 0
−1

 𝑒
≤ 𝛽0 =

−1

2
≤

−1

2
  

∶   𝑛𝜖ℕ∀ :      ٗلزشع إٔ      
−1

 𝑒
≤ 𝛽𝑛 ≤

−1

2
  

𝑒:      ارٕ 
−1

 𝑒 ≤ 𝑒𝛽𝑛 ≤ 𝑒
−1

2  

 ٚ٘ٓ ٝ     :
−1

 𝑒
≤ −𝑒𝛽𝑛 ≤ −𝑒

−1

 𝑒   

𝑒−:      ثبلاعزؼبٗخ ثب٥ُخ اُؾبعجخ ٗغذ 
−1

 𝑒 ≈ −0,54 <
−1

2
   

:     ارٕ 
−1

 𝑒
≤ −𝑒𝛽𝑛 ≤

−1

2
   

∶   𝑛𝜖ℕ∀ :      أ١      
−1

 𝑒
≤ 𝛽𝑛+1 ≤

−1

2
   

∶   𝑛𝜖ℕ∀ :     ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓجذأ اُزشعغ      
−1

 𝑒
≤ 𝛽𝑛 ≤

−1

2
  

𝛽𝑛:      ٓب ٣ٜٔ٘ب ك٢ ٛزا اُزؤؽ٤ش ٛٞ اُشن  ≤
−1

2
   

 ٝ رُي ٖٓ أعَ رطج٤ن ٗز٤غخ اُغئاٍ   

 :ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ       

𝑥:   ارٕ ٖٓ أعَ  = 𝛽𝑛    أُ٘ز٢ٔ ا٠ُ   −∞ ;  
−1

2
 : ٗغذ  ⋆     ؽغت  

   : 777 ُذ٣٘ب ثبعزؼٔبٍ اُ٘ز٤غخ  

𝛼1ثٔب إٔ   <  :     كبٕ 0
1

2
+ 𝛼1 <

1

2
   

𝑒𝑥 − 𝑒𝛼1

𝑥 − 𝛼1
= 𝑒𝑐       ⟺         

𝑒𝑥 + 𝛼1

𝑥 − 𝛼1
= 𝑒𝑐  

 ⟹         
 𝑒𝑥 + 𝛼1 

 𝑥 − 𝛼1 
= 𝑒𝑐  

 ⟺          𝑒𝑥 + 𝛼1 = 𝑒𝑐  𝑥 − 𝛼1  

  ∗∗        𝑒𝑐  𝑥 − 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝑥 − 𝛼1  

∀ 𝑥 𝜖  −∞ ;  
−1

2
    ;      𝑒𝑥 + 𝛼1 ≤

1

 𝑒
 𝑥 − 𝛼1  

 ∀𝑛𝜖ℕ  ∶   
−1

 𝑒
≤ 𝛽𝑛 ≤

−1

2
 

 ب

 ب

∀ 𝑥 𝜖  −∞ ;  
−1

2
    ;      𝑒𝑥 + 𝛼1 ≤

1

 𝑒
 𝑥 − 𝛼1  

 𝑒𝛽𝑛 + 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝛽𝑛 − 𝛼1  

⟺        −𝑒𝛽𝑛 − 𝛼1 =  𝑒𝛽𝑛 + 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝛽𝑛 − 𝛼1  

⟺        𝛽𝑛+1 − 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝛽𝑛 − 𝛼1  

𝑎∃  :  ٝ ثبُزب٢ُ  =
1

 𝑒
 𝜖 ℝ    𝛽𝑛+1 − 𝛼1 ≤ 𝑎 𝛽𝑛 − 𝛼1  

;   𝑛𝜖ℕ∀  : ارٕ     𝛽𝑛 − 𝛼1 ≤  
1

 𝑒
 
𝑛

 
−1

2
− 𝛼1  

⟺        ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝛽𝑛 − 𝛼1 ≤  
1

 𝑒
 
𝑛

 
1

2
+ 𝛼1  

ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب اُؼذد أُٞعت :                   ٗلاؽع إٔ 

   :  1ٝ الأطـش ٖٓ 

 
1

 𝑒
 
𝑛+1

 

1

 𝑒
 

lim : ارٕ 
𝑛∞

 
1

 𝑒
 
𝑛+1

= 0 

lim :  ٗغز٘زظ إٔ  1111 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُزؤؽ٤ش   
𝑛∞

 𝛽𝑛 − 𝛼1 = 0 

 ∗  

 ⋆  

 777  

 ٚ٘ٓ ٝ    : ∀𝑛𝜖ℕ    ;      𝛽𝑛 − 𝛼1 ≤  
1

 𝑒
 
𝑛+1

   1111  

lim :أ١ 
𝑛∞

𝛽𝑛 = 𝛼1 

⟺        𝛽𝑛 − 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝛽𝑛−1 − 𝛼1  

≤  
1

 𝑒
 

2

 𝛽𝑛−2 − 𝛼1  

≤  
1

 𝑒
 

3

 𝛽𝑛−3 − 𝛼1  

⋮ ⋮ 

≤  
1

 𝑒
 
𝑛

 𝛽0 − 𝛼1  



 

  

 الإمتحان الوطني الموحد

 لنيل شهادة البكالوريا
 2004الدورة العادية 

( ن 3,0 ): انتمشٌه الأول   

 أ

 ب

  ن0,50

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 

 مسلك العلوم الرياضية أ و ب
 10المعامل 

 أربع ساعات: مدة الإنجاز 
 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 ٌٖ٤ُ𝑛 ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب . 

𝑛2 ػذدا كشد٣ب كبٕ   𝑛ث٤ٖ أٗٚ ارا ًبٕ  ≡ 1 8 .  

𝑛2 ػذدا صٝع٤ب كبٕ  𝑛ث٤ٖ أٗٚ ارا ًبٕ  ≡ 𝑛2  أٝ   8 0 ≡ 4 8 .   

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐 أػذاد طؾ٤ؾخ ؽج٤ؼ٤خ كشد٣خ . 

𝑎2ث٤ٖ إٔ   + 𝑏2 + 𝑐2٤ُظ ٓشثؼب ًبٓلا  . 

𝑎𝑏 2: ث٤ٖ إٔ  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ≡ 6 8  . 

𝑎 : لاؽع إٔ ) + 𝑏 + 𝑐 2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐  ) 

𝑎𝑏 2:  اعز٘زظ إٔ  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐  ٤ُظ ٓشثؼب ًبٓلا  . 

𝑎𝑏 ث٤ٖ إٔ   + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ٤ُظ ٓشثؼب ًبٓلا  . 

( ن 3,0 ) : انثاوًانتمشٌه   

,𝑎 ∀ :  ث٤ٖ إٔ  𝑏 𝜖ℝ∗2   ;    𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 = 𝑀𝑎𝑏.   

 ٌٖ٤ُ𝜑 ٖٓ اُزطج٤ن أُؼشف ℝ∗ ٞٗؾ 𝐸 ثٔب ٢ِ٣    :𝜑 𝑎 = 𝑀𝑎.  

   . ×,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ   رشبًَ ٖٓ  𝜑:  ث٤ٖ إٔ 

  . ×,𝐸 اعز٘زظ اُج٤٘خ اُغجش٣خ ُـ 

,𝑎 ∀ ث٤ٖ إٔ    𝑏 𝜖ℝ∗2   ;   𝑁𝑎 × 𝑁𝑏 = 𝑀𝑏

𝑎

.  

 .  صٓشح  ×,𝐺 :    ، ث٤ٖ إٔ                 ٗؼغ  

  َٛ 𝐺,× صٓشح رجبد٤ُخ ؟   

𝑀𝑎 : ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد اُز٢ رٌزت ػ٠ِ شٌَ 𝐸ُزٌٖ  =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

0
1

𝑎

  

 ٝ𝐹 ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ : 𝑁𝑎 =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

−𝑎 3 −𝑎
  

1 

2 

 أ

 ب

 ج

 د

 1 أ

 ب

 ج

 2 أ

 ب

 ج

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝐺 = 𝐸 ∪ 𝐹 
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 𝑰  

( ن 3,5 ): انتمشٌه انثانث   

1 

 أ

 ب

 د

2 

4 

𝑧2:    أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢   ن0,75 + 𝑧 + 1 = 0.  

𝑧:    ؽ٤ش 𝑧ٌَُ ػذد ػوذ١  = 𝑒𝒾𝜃 = cos 𝜃 + 𝒾 sin 𝜃  

1:   رؾون إٔ  + 𝑧 + 𝑧2 =      1 + 𝑧 + 𝑧  .  

  .𝜃 ثذلاُخ ′𝑧اؽغت ٓؼ٤بس ٝ ػٔذح 

′𝑧:  ٗؼغ  = 𝑥 + 𝒾𝑦  ؽ٤ش   𝑥, 𝑦 𝜖ℝ2.   

𝑥2:  ث٤ٖ إٔ  + 𝑦2 =  1 − 2𝑥 2.   

 . ر٘ز٢ٔ ا٠ُ ٛذٍُٞ ٣زْ رؾذ٣ذ ٓشًضٙ ٝ سأع٤ٚ ٝ ٓوبسث٤ٚ ′𝑧 راد اُِؾن 𝑀اعز٘زظ إٔ 

( ن 10 ) : انشاتغانتمشٌه   

  .𝒟𝑓 ػ٘ذ ٓؾذاد ٓغٔٞػخ رؼش٣لٜب 𝑓أؽغت ٜٗب٣بد 

  .𝑓أدسط رـ٤شاد اُذاُخ 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   ث٤ٖ إٔ    𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1.  

 . ٓزوبسثخ ٝ ؽذد ٜٗب٣زٜب 𝑢𝑛 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ 

  . 𝑣𝑛 ؽذد ٜٗب٣خ أُززب٤ُخ  

          C . ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظ𝑓ْ   أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ              ٤ٌُٖ 

          C   .          أدسط اُلشٝع اُلاٜٗبئ٤خ ُِٔ٘ؾ٠٘   

          C   .              أٗش٠ء   

𝜃 ٝ ٝ :ٓغ  ≠
−2𝜋

3
 −𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋 𝜃 ≠

2𝜋

3
 

= 𝑓 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣ ∗ℝ اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓ٗؼزجش 
𝑒−𝑥

𝑥
 

𝑢𝑛+1 : أُززب٤ُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣  𝑢𝑛 ُزٌٖ  = 𝑢𝑛
2𝑓 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛𝑒−𝑢𝑛     ;    ∀𝑛𝜖ℕ  

𝑢0 = 1 

𝑥∀  :اعز٘زظ إٔ  > 0   ;   𝑥2𝑓 𝑥 ≤
𝑥

𝑥 + 1
 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :ثبعزؼٔبٍ اُجشٛبٕ ثبُزشعغ ث٤ٖ إٔ    0 < 𝑢𝑛 ≤
1

𝑛 + 1
 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀  :ث٤ٖ إٔ    𝑣𝑛 = ln  
1

𝑢𝑛

  

3 

2 

1 

 أ

 ب

 𝑰𝑰  

1 

2 

 أ 3

 ب

 أ

 ب

  ن0,75

  ن0,75

 ج  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

′𝑧 :ٗؼغ  =
1

𝑧2 + 𝑧 + 1
 

𝑛 ٖٓ ℕ∗:  𝑣𝑛ٗؼغ ٖٓ أعَ ًَ ػ٘ظش  =  𝑢𝑘

𝑛−1

𝑘=0
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𝑧 



 

  

 أ 1

 ب

2 

3 

4 

5 

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ 𝐹ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ   : ثٔب ٢ِ٣  ∞+

𝑥∀ :   ث٤ٖ إٔ  > 0   ;  −3𝑥2 ≤ 𝐹 𝑥 − 2 ln 2 ≤ 0.  

 .0 ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝐹اعز٘زظ إٔ 

𝑡∀ ث٤ٖ إٔ     ≥ 1   ;        𝑡 < 𝑒−𝑡.  

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ 𝐹ث٤ٖ إٔ    . 𝐹′ 𝑥 ٝ اؽغت    ∞+

  .𝐹اػؾ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

𝑥∀ :     ث٤ٖ إٔ  > 0   ;   𝐺 𝑥 = 𝐹  𝑥 − 𝑒−4𝑥 𝑙𝑛 4𝑥 + 𝑒−𝑥 𝑙𝑛 𝑥 .  

lim :اعز٘زظ 
𝑥→0
𝑥>0

𝐺(𝑥) 

lim :أؽغت اُٜ٘ب٣خ اُزب٤ُخ 
𝑥→0
𝑥>0

 𝑒−𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 𝑥 

,0  اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝐺ُزٌٖ  = 𝐺 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣  ∞+  𝑒−𝑡 ln 𝑡
4𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

𝑥∀  :رؾون إٔ  > 0   ;    
1

𝑡

4𝑥2

𝑥2

𝑑𝑡 = 2 ln 2 

lim :اعز٘زظ اُٜ٘ب٣خ اُزب٤ُخ 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) 

 ∀𝑥 > 0   ;   𝐹 𝑥 =  𝑓 𝑡 
4𝑥2

𝑥2

𝑑𝑡 𝐹 0 = 2 ln 2 ٝ 

t∀ :   ثبعزؼٔبٍ ٗز٤غخ اُغئاٍ            ٖٓ اُغضء اُضب٢ٗ  ث٤ٖ إٔ  > 0   ;  −𝑡 < 𝑒−𝑡 − 1 ≤ 0.  1 

          C .   ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ        أٗش٠ء   ج
𝐹 

 𝑰𝑰𝑰  

 أ

 ب

 أ

 ب

 أ

 ب

 أ

 ب

 ج

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

𝑓 
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;   𝑘𝜖ℕ∃ :   ارٕ    𝑛 = 2𝑘 + 1  

 𝑘 ٝ  𝑘 +  ػذدإ طؾ٤ؾبٕ ؽج٤ؼ٤بٕ ٝ ٓززبثؼبٕ ارٕ أؽذٛٔب كشد١  1

𝑘 𝑘ٝ ٓ٘ٚ كبٕ اُغذاء  . ٝ ا٥خش صٝع٢ +  .  ػذد صٝع٢ دائٔب 1

;   𝑚𝜖ℕ∃ :   ارٕ    𝑘(𝑘 + 1) = 2𝑚  

𝑛2:   ٝ ثبُزب٢ُ  = 4𝑘 𝑘 + 1 + 1 = 8𝑚 + 1  

 ٌٖ٤ُ𝑛 ػذدا صٝع٤ب . 

;   𝑘𝜖ℕ∃  : ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ    𝑛 = 2𝑘    

 . ٣ٌٖٔ إٔ ٣ٌٕٞ كشد٣ب أٝ صٝع٤ب 𝑘اُؼذد اُظؾ٤ؼ اُطج٤ؼ٢ 

  ػذد صوج𝒌ً: انحانح الأونى 

;   𝑝𝜖ℕ∃ :    ارٕ    𝑘 = 2𝑝  

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑛 = 4𝑝 ٣ؼ٢٘      :𝑛2 = 16𝑝2 = 8 2𝑝2    

8:  ارٕ  ∕ 𝑛2      ٚ٘ٓ ٝ    :𝑛2 ≡ 0 8   

  ػذد فشدي𝒌: انحانح انثاوٍح 

;   𝑞𝜖ℕ∃ :   ارٕ    𝑘 = 2𝑞 + 1   

 ٚ٘ٓ ٝ  :  𝑛 = 4𝑞 + 𝑛2:      ٣ؼ٢٘    2 − 4 = 8 2𝑞2 + 2𝑞  

8:    ارٕ  ∕  𝑛2 − 4  ٚ٘ٓ ٝ         :𝑛2 ≡ 4 8     

 :انخلاصح 

𝑛2:    ػذدا صٝع٤ب كبٕ 𝑛ارا ًبٕ  ≡ 𝑛2   أٝ      8 0 ≡ 4 8    

شُ ك٢ اُجذا٣خ إٔ ٓغٔٞع صلاصخ أػذاد كشد٣خ ٛٞ ػذد كشد١  ًِّ ٗزَُ

 .ٝ إٔ ٓشثغ أ١ ػذد كشد١ ٣ٌٕٞ دائٔب ػذدا كشد٣ب 

⟺     ∃𝑘𝜖ℕ   ;   𝑛2 =  2𝑘 + 1 2 

⟺     ∃𝑘𝜖ℕ   ;   𝑛2 = 4𝑘2 + 4𝑘 + 1 

⟺     ∃𝑘𝜖ℕ   ;   𝑛2 = 4𝑘 𝑘 + 1 + 1 

⟺    𝑛2 − 1 = 8𝑚 

⟺    𝑛2 ≡ 1 8  

 .  ٓشثغ ًبَٓ                          ٗلزشع إٔ  

;   𝑑𝜖ℕ∃ :    ارٕ    𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑑2  

 .  ػذد كشد١ ًزُي                        ػذاد كشد٣خ كبٕ  أ 𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐ثٔب إٔ 

𝑎2:    ارٕ  + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ 3 8    

  ػذدإ كشد٣بٕ 𝑑 ٝ 𝑑2ُذ٣٘ب 

3:    ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2  ٝ  1 ٖٓ  ≡ 1 8   

8:  ٣ؼ٢٘ إٔ  ∕    ٝ ٛزا ٓغزؾ٤َ ؽذٝص2ٚ

𝑎2 ٝ ثبُزب٢ُ   + 𝑏2 + 𝑐2 ٤ُظ ٓشثؼب ًبٓلا  . 

 . أػذاد كشد٣خ𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐ُذ٣٘ب 

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ 3 8   

𝑎  أػذاد كشد٣خ كبٕ  𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐ٝ ثٔب إٔ  + 𝑏 + 𝑐 ػذد كشد١ ًزُي   

 : ٗغز٘زظ إٔ  5  ٝ  4 ٖٓ 

      𝑎 + 𝑏 + 𝑐 2 −  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ 1 − 3 8   

𝑎 :     ٣ؼ٢٘  + 𝑏 + 𝑐 2 −  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ −2 8     

2−:   ٝ ٗؼِْ إٔ  ≡ 6 8    

𝑎 :   ارٕ  + 𝑏 + 𝑐 2 −  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≡ 6 8    

𝑎 :   لإٔ  + 𝑏 + 𝑐 2 =  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐     

𝑎𝑏 2ٗلزشع إٔ اُؼذد   + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 َٓٓشثغ ًب  . 

;   𝑚𝜖ℕ∃ :    ارٕ    2 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 = 𝑚2   

𝑎𝑏 2ٝ ُذ٣٘ب    + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 ػذد صٝع٢    

 :ارٕ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ           

  𝑚2 ≡ 𝑚2      أٝ    8 0 ≡ 4 8    

𝒎𝟐: فً انحانح الأونى  ≡ 𝟎 𝟖      

6:   ارٕ  ≡   6 لا روغْ 8لإٔ .    ٝ ٛزا ٓغزؾ٤َ 8 0

𝒎𝟐: فً انحانح انثاوٍح  ≡ 𝟒 𝟖      

6:   ارٕ  ≡   2 لا روغْ 8لإٔ .    ٝ ٛزا ٓغزؾ٤َ 8 4

𝑎𝑏 2   :و تانتانً  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ٤ُظ ٓشثؼب ًبٓلا  . 

  أ 1 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ

𝑎2 ≡ 1 8 

𝑏2 ≡ 1 8 

𝑐2 ≡ 1 8 

  

𝑑2ارٕ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ             ≡   3  أ 1    8 1

 2  

 1  

 ∎ ب 1

 ∎ 2 ب

 ( ن 3,0 ):   التمرين الأول 

 ∎ أ 1

  أ 1   :ارٕ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ          

𝑎2 ≡ 1 8 

𝑏2 ≡ 1 8 

𝑐2 ≡ 1 8 

  

 4  

𝑎 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ           + 𝑏 + 𝑐 2 ≡   5  1 أ    8 1

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑚  ٝ  𝑚2  ٕصٝع٤بٕ  ػذدا. 

 ب 1

𝑚2ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ            ≡  ب 2    8 6

𝑚2ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ            ≡  ب 2    8 6

 ٚ٘ٓ ٝ    :2 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 ≡ 6 8     ⋆  

 ∎ 2 ج

 2 أ ∎

 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  

 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2  



 

  

 2004أجوبة الدورة العادية  𝟐𝟕 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 

 د ∎ 2 ج

𝑎𝑏 :  ٗلزشع إٔ  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 َٓٓشثغ ًب  . 

;   𝑚𝜖ℕ∃ :  ارٕ     𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 = 𝑚2   

 . أػذاد كشد٣خ𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐: ُذ٣٘ب 

𝑎𝑏 :  ارٕ  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ػذد كشد١ ًزُي  . 

 ٚ٘ٓ ٝ𝑚2 ارٕ .  ػذد كشد١𝑚ػذد كشد١  

𝑚2:  ٝ ٓ٘ٚ ؽغت            ≡ 1 8    

𝑎𝑏:   أ١  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ≡ 1 8   

 ٚ٘ٓ ٝ   :2 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ≡ 2 8   

𝑎𝑏 2ٌُٖ ُذ٣٘ب    + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐 ≡    ⋆    ٝ رُي ؽغت  8 6

6:  ارٕ  ≡ 2 8    

8:  ٣ؼ٢٘  ∕  .  ٝ ٛزا ثطج٤ؼخ اُؾبٍ ٓغزؾ4َ٤

𝑎𝑏 :  ٝ ثبُزب٢ُ  + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐  ٤ُظ ٓشثؼب ًبٓلا  . 

 أ 1

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثاني 

 أ ∎ 1

 ٌٖ٤ُ𝑀𝑎 ٝ 𝑀𝑏 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐸  

, 𝑦𝜖𝐸∀ :   ٝ ُذ٣٘ب   ∃! 𝑎𝜖ℝ∗   ;   𝑦 = 𝜑 𝑎 = 𝑀𝑎  

 :ُذ٣٘ب 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ∗  

𝜑 𝑎:  ُذ٣٘ب  × 𝑏 = 𝑀𝑎𝑏 = 𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 = 𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏   

    ×,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ ٖٓ  𝜑: ارٕ 

𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

0
1

𝑎

  
𝑏

1

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 

0
1

𝑏

  

=  
𝑎𝑏

𝑎

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 +

1

𝑏 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

0
1

𝑎𝑏

  

=  
𝑎𝑏

1

 3
 𝑎𝑏 −

1

𝑎𝑏
 

0
1

𝑎𝑏

 = 𝑀𝑎𝑏  

𝑀𝑎𝜖 𝐸  ٝ   𝑀𝑏:  ثٔب إٔ   𝜖 𝐸 ٕكب   :𝑎 ≠ 0 ٝ 𝑏 ≠ 0 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑎𝑏 ≠ 0  

𝜑 ∶    ℝ∗,× →  𝐸,×  

𝑎 → 𝜑 𝑎 = 𝑀𝑎  

   . ×,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  φ: ٝ ثبُزب٢ُ 

  . ×,𝐸  ٗؾٞ  ×,∗ℝ  روبثَ ٖٓ φارٕ 

 ب ∎ 1

1 ∎ 

 ٣ؾبكع 𝜑  كبٕ  ×,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜑ثٔب إٔ 

 .ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح

 ٝ ًَ 1  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ اُؼذد  ×,∗ℝ  :  تما أن

 ٣وجَ 𝑎ػ٘ظش 
1

𝑎
 . ًٔٔبصَ

 ٝ ًَ  𝜑 1  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ اُؼذد  ×,𝐸  :  فئن

𝜑 ٣وجَ 𝑀𝑎ػ٘ظش   
1

𝑎
 . ًٔٔبصَ 

 2 أ ∎

𝐺:   ٗؼغ  = 𝐸 ∪ 𝐹   

 :ُذ٣٘ب 

 ٌٖ٤ُ𝑁𝑎 ٝ 𝑁𝑏 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐹  

 : ك٢ اُجذا٣خ ٣غت إٔ ٗجشٖٛ ػ٠ِ إٔ 

ٝ 

= 𝜑 1 :ٝ ُذ٣٘ب  𝑀1 =  
1 0
0 1

 = 𝐼 

ٝ 𝜑  
1

𝑎
 = 𝑀1

𝑎
=  

1

𝑎

1

 3
 

1

𝑎
−𝑎 

0 𝑎
  

𝑁𝑎 × 𝑁𝑏 =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

−𝑎 3 −𝑎
  

𝑏
1

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 

−𝑏 3 −𝑏
  

=  
𝑎𝑏 − 𝑏  𝑎 −

1

𝑎
 

𝑎

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 −

𝑏

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

−𝑎𝑏 3 + 𝑎𝑏 3 −𝑎  𝑏 −
1

𝑏
 + 𝑎𝑏

  

=

 

 
 

𝑏

𝑎

1

 3
 

𝑏

𝑎
−

1

𝑏
𝑎

 

0
1

𝑏
𝑎  

 
 

= 𝑀𝑏
𝑎

 

 ب 2 ∎

∀ 𝑎, 𝑏  𝜖  ℝ∗ 2  ;   𝑀𝑎 × 𝑁𝑏 = 𝑁𝑏
𝑎

 

∀ 𝑎, 𝑏  𝜖  ℝ∗ 2  ;   𝑁𝑏 × 𝑀𝑎 = 𝑁𝑎𝑏  

𝑀𝑎 × 𝑁𝑏 =  
𝑎

1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

0
1

𝑎

  
𝑏

1

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 

−𝑏 3 −𝑏
  

=  

𝑏

𝑎

1

 3
 
𝑏

𝑎
−

𝑎

𝑏
 

−𝑏

𝑎
 3

−𝑏

𝑎

 = 𝑁𝑏
𝑎
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𝐴:   ارٕ  × 𝑀1 = 𝑀1 × 𝐴 = 𝐴   

!∃ :    ارٕ  𝑎 𝜖 ℝ∗   ;   𝐴 = 𝑁𝑎  

 :ُذ٣٘ب ًزُي ٝ 

 : ٗؾٖ ا٥ٕ ٓغِؾٕٞ ثؤسثغ خبط٤بد ٜٓٔخ ٝ ٢ٛ 

  𝐺 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ×ُ٘جشٖٛ ػ٠ِ إٔ 

 ٌٖ٤ُ𝑋 ٝ 𝑌 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐺  

 :ارٕ ٗلظَ ٛ٘ب ث٤ٖ أسثغ ؽبلاد 

   𝒚 𝝐 𝑬  و  𝑿 𝝐 𝑬:  انحانح الأونى 

𝑋 :   1 ارٕ ؽغت اُخبط٤خ سهْ  × 𝑌 𝜖 𝐸 ٕار    :𝑋 × 𝑌 𝜖 𝐺   

   𝒀 𝝐 𝑭  و  𝑿 𝝐 𝑭:  انحانح انثاوٍح 

𝑋 :   2 ارٕ ؽغت اُخبط٤خ سهْ  × 𝑌 𝜖 𝐸 ٕار    :𝑋 × 𝑌 𝜖 𝐺   

   𝒀 𝝐 𝑭  و  𝑿 𝝐 𝑬:  انحانح انثانثح 

𝑋 :   3 ارٕ ؽغت اُخبط٤خ سهْ  × 𝑌 𝜖 𝐹 ٕار    :𝑋 × 𝑌 𝜖 𝐺   

   𝒚 𝝐 𝑬  و  𝑿 𝝐 𝑭:  انحانح انشاتؼح 

𝑋 :   4 ارٕ ؽغت اُخبط٤خ سهْ  × 𝑌 𝜖 𝐹 ٕار    :𝑋 × 𝑌 𝜖 𝐺   

 : ٗلاؽع أٗٚ ك٢ ع٤ٔغ ٛزٙ اُؾبلاد الأسثغ ُذ٣٘ب 

  .𝐺 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ×ٝ ثبُزب٢ُ 

 :انثحث ػه انؼىصش انمحاٌذ 

 .ٝ ٗؼِْ ًزُي إٔ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ إ ٝعذ ٣ٌٕٞ دائٔب ٝؽ٤ذا 

 :٣ٌل٢ ا٥ٕ إٔ ٗجشٖٛ إٔ 

 :ٗلظَ ث٤ٖ ؽبُز٤ٖ  . 𝐺 ٓظلٞكخ ٖٓ 𝐴ُزٌٖ 

  .𝑬 فشد مه أفشاد 𝑨: انحانح الأونى 

!∃ :    ارٕ  𝑎 𝜖 ℝ∗   ;   𝐴 = 𝑀𝑎  

  : 1 ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُخبط٤خ سهْ 

  𝑀1 × 𝑀𝑎 = 𝑀𝑎  ٝ  𝑀𝑎 × 𝑀1 = 𝑀𝑎   

  .𝑭 فشد مه أفشاد 𝑨: انحانح انثاوٍح 

𝑁𝑎 :    4 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُخبط٤خ  × 𝑀1 = 𝑁𝑎×1 = 𝑁𝑎  

𝑀1 :   3 ٝ ًزُي ؽغت اُخبط٤خ  × 𝑁𝑎 = 𝑁𝑎

1
= 𝑁𝑎   

𝐴:    ٗغز٘زظ ارٕ إٔ  × 𝑀1 = 𝑀1 × 𝐴 = 𝐴   

 :ك٢ ًِزب اُؾبُز٤ٖ ُذ٣٘ب 

  .𝐺 ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُؼشة أُظلٞكبد ك٢        ارٕ 

 :انتماثم 

 𝐸,×  صٓشح رجبد٤ُخ  ٝ ٓٔبصَ ًَ ػ٘ظش  𝑀𝑎 ٞٛ ٝ ٣ٔزِي ٓٔبصلا   :𝑀1

𝑎

   

 𝐺 ٓغٔٞػخ رزٌٕٞ ٖٓ ارؾبد ٓغٔٞػز٤ٖ ٝ ٛٔب 𝐸 ٝ 𝐹  

  .𝐹ُ٘جؾش ػٖ ٓٔبصلاد ػ٘بطش 

 ٌٖ٤ُ𝑁𝑎 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐹.  

𝑁𝑎 :   2 ارٕ ؽغت اُخبط٤خ  × 𝑁𝑎 = 𝑀𝑎

𝑎
= 𝑀1   

  ٣زٔبصَ ٓغ ٗلغ𝑁𝑎 ٖٓ 𝐹ٚٝ ٓ٘ٚ ًَ ػ٘ظش 

  .𝐸 ٝ 𝐹 رٔزِي ٓٔبصلاد ٖٓ 𝐺ٝ ثبُزب٢ُ ع٤ٔغ ػ٘بطش 

   𝐺,×  ٕهبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ×  صٓشح لأ 

𝐺 ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ٝؽ٤ذا ٝ 𝑀1 ػ٘ظش ًَ ٝ 

  .٣𝐺ٔزِي ٓٔبصلا ٝؽ٤ذا ٖٓ 

𝑁𝑏 × 𝑀𝑎 =  
𝑏

1

 3
 𝑏 −

1

𝑏
 

−𝑏 3 −𝑏
  

𝑎
1

 3
 𝑎 −

1

𝑎
 

0
1

𝑎

  

=  
𝑎𝑏

1

 3
 𝑎𝑏 −

1

𝑎𝑏
 

−𝑎𝑏 3 −𝑎𝑏
 = 𝑁𝑎𝑏  

 
 
 

 
 

𝑀𝑎 × 𝑀𝑏 = 𝑀𝑎𝑏         1 

𝑁𝑎 × 𝑁𝑏 = 𝑀𝑏
𝑎

            2 

𝑀𝑎 × 𝑁𝑏 = 𝑁𝑏
𝑎

            3 

𝑁𝑏 × 𝑀𝑎 = 𝑁𝑎𝑏            4 

  

∀  𝑋, 𝑌  𝜖 𝐺2  ;   𝑋 × 𝑌 𝜖 𝐺 

 ٝ رُي ؽغت 𝐸 ك٢ ×  ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوبٕٗٞ 𝑀1ٗؼِْ إٔ  

 ج 1 ٗز٤غخ اُغئاٍ  

∀ 𝐴 𝜖 𝐺  ;   𝐴 × 𝑀1 = 𝑀1 × 𝐴 = 𝐴  

∀𝐴𝜖𝐺  ;   𝐴 × 𝑀1 = 𝑀1 × 𝐴 = 𝐴 

 ب :خلاصح انسؤال      

 ب 2 ∎

  𝐹 ػ٘ظشا ٖٓ 𝐸 ٝ 𝑁𝑏 ػ٘ظشا ٖٓ       ٤ٌُٖ 

𝑀𝑎 :     3 ُذ٣٘ب ؽغت اُخبط٤خ  × 𝑁𝑏 = 𝑁𝑏

𝑎

  

𝑁𝑏 :   4 ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُخبط٤خ  × 𝑀𝑎 = 𝑁𝑎𝑏   

𝑀𝑎:   ارٕ  × 𝑁𝑏 ≠ 𝑁𝑏 × 𝑀𝑎   

  𝐺 ٤ُظ رجبد٤ُب ك٢ ×: ٝ ثبُزب٢ُ 

 .  ٤ُغذ رجبد٤ُخ  ×,𝐺 اُضٓشح  : ٣ؼ٢٘ 

𝑀𝑎  

𝑀1 



 

  
 ( ن 3,5 ):   التمرين الثالث 

 2004أجوبة الدورة العادية  𝟐𝟗 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 

∎ 1 

𝑧2:     ُ٘ؾَ أُؼبدُخ  + 𝑧 + 1 = 0  

=∆:      ٗغذ إٔ ∆ٗؾغت   𝑖 3 
2

  

  :𝑧1 ٝ 𝑧2ارٕ أُؼبدُخ روجَ ؽ٤ِٖ ٓزشاكو٤ٖ 

𝑧:  ُذ٣٘ب  = 𝑒𝑖𝜃 ٕار    : 𝑧 = 1 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑧𝑧 = 1   

 : ُذ٣٘ب ارٕ 

ف لأٗٚ ارا ًبٕ  ′𝑧ُذ٣٘ب  ؼَشَّ ُٓ  θ ≠ ±
2π

3
z2  كبٕ   + z + 1 ≠ 0   

 ٚ٘ٓ ٝ: 

 :ٝ ٖٓ ٛزٙ اُ٘ظٔخ ٗغز٘زظ إٔ 

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑀 𝑧′ ر٘ز٢ٔ ا٠ُ اُٜزٍُٞ اُز١ ٓشًضٙ ٛٞ اُ٘وطخ     𝐶  
2

3
, 0   

𝑆1 1,0   ٝ  𝑆2ٝ سأعبٙ ٛٔب    
1

3
, 0    

 : أُؼشك٤ٖ ثٔب ٢ِ٣  ′∆  ٝ  ∆ ٝ ٓوبسثبٙ ٛٔب أُغزو٤ٔبٕ 

𝑧1 =
−1

2
− 𝑖

 3

2
= 𝑒

−2𝜋𝑖
3 = 𝑗  

𝑧2 =
−1

2
+ 𝑖

 3

2
= 𝑒

2𝜋𝑖
3 = 𝑗 

𝑧 1 + 𝑧 + 𝑧  = 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧𝑧 = 𝑧 + 𝑧2 + 1 

 2 أ ∎

1:    ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ      + 𝑧 + 𝑧2 = 𝑧 1 + 𝑧 + 𝑧    أ 

 ب 2 ∎

′𝑧 :ارٕ  =
1

1 + 𝑧 + 𝑧2
=

1

𝑧 1 + 𝑧 + 𝑧  
 

 𝑧′  =  
1

𝑧
 ∙  

1

1 + 𝑧 + 𝑧 
 = 1 ∙

1

1 + 2 cos 𝜃
=  

1

1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃
  

≡ ′𝐴𝑟𝑔 𝑧 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  𝐴𝑟𝑔  
1

𝑧
 + 𝐴𝑟𝑔  

1

1 + 𝑧 + 𝑧 
  2𝜋  

⟺      𝐴𝑟𝑔 𝑧′ ≡ −𝐴𝑟𝑔 𝑧 + 0 2𝜋  

⟺      𝐴𝑟𝑔 𝑧′ ≡ −𝜃 2𝜋  

′𝑧 : ٝ ثبُزب٢ُ  =  
1

1 + 2 cos 𝜃
 𝑒−𝑖𝜃  

 2 ∎ ج

′𝑧 :ُذ٣٘ب  = 𝑥 + 𝑖𝑦 =  
1

1 + 2 cos 𝜃
 𝑒−𝑖𝜃  

 : ارٕ 

 
 
 

 
 𝑥 =

𝑐𝑜𝑠 −𝜃 

1 + 2 cos 𝜃 

𝑦 =
𝑠𝑖𝑛 −𝜃 

1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

  

𝑥2 + 𝑦2 =
𝑐𝑜𝑠2 −𝜃 

 1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃  2
+

𝑠𝑖𝑛2 −𝜃 

 1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃  2
 

⟺      𝑥2 + 𝑦2 =
𝑐𝑜𝑠2 −𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2 −𝜃 

 1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃  2
 

⟺      𝑥2 + 𝑦2 =  
1

1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 
 

2

 

⟺      𝑥2 + 𝑦2 =  
1 + 2𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 2𝑐𝑜𝑠 𝜃 

1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 
 

2

 

⟺      𝑥2 + 𝑦2 =  1 − 2  
𝑐𝑜𝑠 𝜃 

1 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 
  

2

 

⟺      𝑥2 + 𝑦2 =  1 − 2𝑥 2 

 ب 2 ∎

𝑥2 :ٖٓ آخش ٗز٤غخ ٗغزخشط ٓب ٢ِ٣  + 𝑦2 = 1 + 4𝑥2 − 4𝑥 

⟺      −3𝑥2 + 4𝑥+𝑦2 = 1 

⟺      𝑥2 −
4

3
𝑥−

1

3
𝑦2 =

−1

3
 

⟺       𝑥 −
2

3
 

2

−
1

3
𝑦2 =

−1

3
+

4

9
 

 
 
 

 
 

 ∆ ∶ 𝑦 =  3𝑥 −
2 3

3
    

 ∆′ ∶ 𝑦 = − 3𝑥 +
2 3

3

  

⟺      
 𝑥 −

2
3
 

2

 
1
3 

2 −
𝑦2

 
 3
3  

2 = 1 

,∞−  𝑥 𝜖 ∀ : ُذ٣٘ب  0 ∪  0, +∞   ∶    𝑓 𝑥 =
𝑒−𝑥

𝑥
 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 
𝑒−𝑥

𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑢→−∞
𝑢=−𝑥

− 
𝑒𝑢

𝑢
 = − ∞ 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

 
𝑒−𝑥

𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑢→0+

𝑢=−𝑥

− 
𝑒𝑢

𝑢
 = − ∞ 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

 
𝑒−𝑥

𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑢→0−

𝑢=−𝑥

− 
𝑒𝑢

𝑢
 = + ∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 
𝑒−𝑥

𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑢→−∞
𝑢=−𝑥

− 
𝑒𝑢

𝑢
 = 0 

 ( ن 10):   التمرين الرابع 

∎ 1  𝐈  
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 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ∗  

 :ٗغز٘زظ ارٕ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

−𝑒 

𝑥 −∞ +∞ 

0 −∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

0 

− 

−1 

− 0 

−∞ 

+∞ 

  .𝒇تمثٍم انذانح 

𝓞 𝓲 

𝓳 

−𝐞 

−𝟏 

𝑓 :ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 =
−𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑥2
=

−𝑒−𝑥 𝑥 + 1 

𝑥2
 

𝑓كبٕ اشبسح   :ثٔب إٔ  ′(𝑥)  ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح   𝑥 + 1    
−𝑒−𝑥

𝑥2
< 0 

 :انفشوع انلاوهائٍح 

lim ٝ :ُذ٣٘ب 
𝑥→0−

𝑓 𝑥 = −∞ lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = +∞ 

  .∞+ارٕ ٓؾٞس الأكبط٤َ ٓوبسة أكو٢ ثغٞاس 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 0 

C         َارٕ           ٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ك٢ ارغبٙ ٓؾٞس الأسار٤ت ٗؾٞ الأعل. 

lim ٝ :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = −∞ lim
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= +∞ 

C         

C         

∎ 2  𝐈  

  𝐈  أ 3 ∎

 𝐈𝐈  ∎ 1 

= 𝜑 𝑥: ٗؼزجش اُذاُخ  𝑒𝑥 − 𝑥 − 1  

= 𝜑′ 𝑥:  ُذ٣٘ب  𝑒𝑥 − 1  

𝑥ارا ًبٕ   = = 𝜑′ 𝑥:     كبٕ 0 0  

 :ٗغز٘زظ عذٍٝ اُزـ٤شاد اُزب٢ُ 

0 𝑥 

0 

−∞ +∞ 

+∞ 
𝜑 

− 𝜑′(𝑥) 0 + 

  0 ٝ ه٤ٔزٜب اُذ٣ٞٗخ ٢ٛ ℝ داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ 𝜑ٗلاؽع إٔ 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    ارٕ    𝜑 𝑥 ≥ 0  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    أ١    𝑒𝑥 ≥  𝑥 + 1   

 𝐈𝐈  ∎ 2 

𝑥ارا ًبٕ   > < 𝜑′ 𝑥:     كبٕ 0 0  

𝑥ارا ًبٕ   < > 𝜑′ 𝑥:     كبٕ 0 0  

lim : ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→−∞

𝑓 𝑥 = +∞ 

+∞ 

 ∀𝑥𝜖ℝ+   ;   𝑒𝑥 ≥ 𝑥 +  1 :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ       1

⟺      
1

𝑒𝑥
≤

1

𝑥 + 1
 

⟺      𝑒−𝑥 ≤
1

𝑥 + 1
 

⟺    ∀𝑥 > 0    ;    𝑥𝑒−𝑥 ≤
𝑥

𝑥 + 1
 

⟺    ∀𝑥 > 0    ;    
𝑥2

𝑥
𝑒−𝑥 ≤

𝑥

𝑥 + 1
 

⟺    ∀𝑥 > 0    ;    𝑥2𝑓 𝑥 ≤
𝑥

𝑥 + 1
 

 𝐈𝐈  ∎ 3 أ 

𝑛ٖٓ أعَ   = 𝑢0  ُذ٣٘ب  0 = 1   

0 :٣ؼ٢٘  < 𝑢0 ≤
1

0 + 1
 

𝑛ارٕ اُؼجبسح طؾ٤ؾخ ثبُ٘غجخ ُـ   = 0   

         C ارٕ ٓؾٞس الأسار٤ت ٓوبسة ػٔٞد١ ُـ

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥  
𝑒𝑥

𝑥
− 1 −

1

𝑥
 =  : ٝ ُذ٣٘ب  ∞+

  𝐈  ب 3 ∎
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;   𝑛𝜖ℕ∀    :ٗلزشع إٔ      0 < 𝑢𝑛 ≤
1

𝑛 + 1
 

𝑢𝑛 ٗ٘طِن ٖٓ اُطشف ≤
1

𝑛 + 1
 

⟺         𝑛 + 1 𝑢𝑛 ≤ 1 

⟺        𝑛 𝑢𝑛 + 𝑢𝑛 ≤ 1 

⟺        𝑛 𝑢𝑛 +  2𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 ≤ 1 

⟺        𝑛 𝑢𝑛 + 2𝑢𝑛 ≤ 1 + 𝑢𝑛  

⟺         𝑛 + 2 𝑢𝑛 ≤  1 + 𝑢𝑛  

⟺        
 𝑛 + 2 𝑢𝑛

 1 + 𝑢𝑛 
≤ 1 

 ⋇  ⟺        
𝑢𝑛

1 + 𝑢𝑛
≤

1

𝑛 + 2
 

 ⋇⋇  

𝑢𝑛ٝ ُذ٣٘ب  ≥  2 :  ارٕ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ        0

      𝑢𝑛 2𝑓 𝑢𝑛   ≤
𝑢𝑛

1 + 𝑢𝑛
 

≥   𝑢𝑛 2𝑓 𝑢𝑛       : ٗغز٘زظ إٔ  ⋇⋇  ٝ  ⋇ ٖٓ 
1

𝑛 + 2
 

𝑛 ارٕ اُؼجبسح طؾ٤ؾخ ثبُ٘غجخ ُـ  + 1   

⟺    ∀𝑛𝜖ℕ    ;    0 <  𝑢𝑛 2𝑓 𝑢𝑛 ≤
1

𝑛 + 2
 

⟺    ∀𝑛𝜖ℕ    ;    0 < 𝑢𝑛+1 ≤
1

 𝑛 + 1 + 1
 

⟺ :ٝ ثبُزب٢ُ     ∀𝑛𝜖ℕ   ;    0 < 𝑢𝑛 ≤
1

𝑛 + 1
 

 𝐈𝐈  ∎ 3 ب 

lim  ٝ   ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ  :كبٕ 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 0 

 ٌٖ٤ُ𝑘𝜖ℕ.  ُذ٣٘ب ؽغت رؼش٣ق أُززب٤ُخ 𝑢𝑛 𝑛:  

 ∀𝑘𝜖ℕ   ;   𝑢𝑘 = 𝑢𝑘−1𝑒
−𝑢𝑘−1  

⟺        ∀𝑘𝜖ℕ     ;    
1

𝑢𝑘
=

𝑒𝑢𝑘−1

𝑢𝑘−1
 

⟺     ∀𝑘𝜖ℕ    ;      ln  
1

𝑢𝑘
 = ln  

𝑒𝑢𝑘−1

𝑢𝑘−1
  

⟺     ∀𝑘𝜖ℕ     ;     ln  
1

𝑢𝑘
 = ln 𝑒𝑢𝑘−1 − ln 𝑢𝑘−1  

⟹       ln  
1

𝑢𝑘
 

𝑛

𝑘=1

 =  𝑢𝑘−1

𝑛

𝑘=1

−  ln 𝑢𝑘−1 

𝑛

𝑘=1

 

⟹       ln  
1

𝑢𝑘
 

𝑛

𝑘=1

 =  𝑢𝑘

𝑛−1

𝑘=0

−  ln 𝑢𝑘 

𝑛−1

𝑘=0

 

⟹    𝑙𝑛  
1

𝑢𝑛
  +   ln  

1

𝑢𝑘
 

𝑛−1

𝑘=1

 = 𝑣𝑛 −  ln 𝑢𝑘 

𝑛−1

𝑘=1

− ln 𝑢0    
∥
0

 

⟹      𝑙𝑛  
1

𝑢𝑛
  +   ln  

1

𝑢𝑘
 +  ln 𝑢𝑘 

𝑛−1

𝑘=1

𝑛−1

𝑘=1

  = 𝑣𝑛  

⟹      𝑙𝑛  
1

𝑢𝑛
  +   ln  

1

𝑢𝑘
 + ln 𝑢𝑘  

𝑛−1

𝑘=1

 = 𝑣𝑛  

⟹      𝑙𝑛  
1

𝑢𝑛
  +  ln  

𝑢𝑘

𝑢𝑘
 

𝑛−1

𝑘=1

 = 𝑣𝑛  

⟹      𝑙𝑛  
1

𝑢𝑛
  +   ln 1 

𝑛−1

𝑘=1

 = 𝑣𝑛  

⟹      𝑙𝑛  
1

𝑢𝑛
  +  0 = 𝑣𝑛  

⟹      𝑙𝑛  
1

𝑢𝑛
   = 𝑣𝑛  

 𝐈𝐈  ∎ 4 أ 

 𝐈𝐈  ∎ 4  ب

𝑙𝑛   : ٝ ُذ٣٘ب   
1

𝑢𝑛
   = 𝑣𝑛  

lim : ُذ٣٘ب 
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0 

lim :ارٕ 
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = lim
𝑛→+∞

ln  
1

𝑢𝑛
 = +∞ 

;   𝑛𝜖ℕ∀    :ثٔب إٔ     0 < 𝑢𝑛 ≤  
1

𝑛 + 1
 

     
 

𝟎 

𝑛∞ 𝑛∞ 

𝟎 
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 𝐈𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

 ٌٖ٤ُ  :𝑥 > 0   

 
1

𝑡

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 =  ln 𝑡 𝑥2

4𝑥2
= ln 4𝑥2 − ln 𝑥2 = ln 4 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

 ٌٖ٤ُ𝑥 > – ارٕ 0 𝑥 < 0  

𝑥∀ :     ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ  > 0   ;  −𝑥 ≤ 𝑒−𝑥 − 1 ≤ 0  

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

 ٌٖ٤ُ𝑥ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب  

𝑡−:  ُذ٣٘ب  < 𝑒−𝑡 − 1 ≤ 0 ٚ٘ٓ ٝ     :−1 <
𝑒−𝑡

𝑡
−

1

𝑡
≤ 0    

𝑥∀ :     ُذ٣٘ب  > 0   ;  −3𝑥2 ≤ 𝐹 𝑥 − ln 4 ≤ 0  

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2  ب

 داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش ٝ ٗؼِْ إٔ 𝐹ٝ ثبُزب٢ُ 

 . ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝐹الإشزوبم ٣غزِضّ الإرظبٍ ارٕ 

 ٌٖ٤ُ𝑡 ػذدا ؽو٤و٤ب ثؾ٤ش 𝑡 ≥  ارٕ  1
1

𝑡
≤ 1   

ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ           

: 

 𝐈𝐈  1  ∀𝑥𝜖ℝ   ;   𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1 

𝑒−𝑥 :٣ؼ٢٘  − 1 ≥ −𝑥 

𝑒−𝑥 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑥−ٖٓ أعَ اُؼذد  ≥ −𝑥 + 1 

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑒−𝑥 < 𝑒−𝑥:     ٣ؼ٢٘ 1 − 1 ≤ 0   

− 1
4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 <  𝑓(𝑡)

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 −   

1

𝑡
 

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 ≤  0

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 

⟺     −3𝑥2 < 𝐹 𝑥 − ln 4 ≤ 0 

⟺ 

⟺     −3𝑥2 <
𝐹 𝑥 − 2 ln 2

𝑥
≤ 0 

⟺     −3𝑥2 <
𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
≤ 0 

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑥→0+

−3𝑥 = lim
𝑥→0+

0 = 0 

lim : كبٕ 
𝑥→0+

𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
= 0 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 3  أ

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 3  ب

𝑡∀ :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ        ≥ 1   ;   𝑓(𝑡) ≤ 𝑒−𝑡     

𝑓   ∀𝑡ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اُزٔض٤َ أُج٤ب٢ٗ ُِذاُخ  > 0   ;   𝑓(𝑡) ≥ 0 

⟹      ∀𝑡 > 1   ;   𝑓(𝑡) ≥ 0 

 ٚ٘ٓ ٝ      : ∀𝑡 ≥ 1   ;   0 < 𝑓(𝑡) ≤ 𝑒−𝑡  

 أ

⟹    0 <  𝑓(𝑡)
4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 ≤  𝑒−𝑡

4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡 

⟹    0 < 𝐹 𝑥 ≤ 𝑒−𝑥2
− 𝑒−4𝑥2

 

⟹    0 < 𝐹 𝑥 ≤ 𝑒−𝑥2
 1 − 𝑒−3𝑥2

  

lim : ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑒−𝑥2
 1 − 𝑒−3𝑥2

 = 0 1 − 0 = 0 

lim :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = 0 

⟺     𝑓(𝑡) ≤ 𝑒−𝑡  

,0  داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ  𝑓ُذ٣٘ب  +∞    

 ∎  𝐈𝐈𝐈  أ 4

  .𝜑ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ ٗشٓض ُٜب ثبُشٓض 

= 𝜑′ 𝑥:   ثؾ٤ش  𝑓(𝑥)  

𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
4𝑥2

𝑥2
𝑑𝑡   ;    𝑥 >  :ُذ٣٘ب  0

⟺       𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
0

𝑥2
𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)

4𝑥2

0

𝑑𝑡 

⟺       𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
4𝑥2

0

𝑑𝑡 −  𝑓(𝑡)
𝑥2

0

𝑑𝑡  

⟺       𝐹 𝑥 = 𝜑 4𝑥2 − 𝜑 𝑥2   

⟹       𝐹′ 𝑥 = 8𝑥𝜑′ 4𝑥2 − 2𝑥𝜑′ 𝑥2   

⟹       𝐹′ 𝑥 = 8𝑥𝑓 4𝑥2 − 2𝑥𝑓 𝑥2   

⟹       𝐹′ 𝑥 =
8𝑥𝑒−4𝑥2

4𝑥2
−

2𝑥𝑒−𝑥2

𝑥2
 

⟹       𝐹′ 𝑥 =
2𝑒−4𝑥2

𝑥
−

2𝑒−𝑥2

𝑥
 

⟹       𝐹′ 𝑥 =
2𝑒−𝑥2

 𝑒−3𝑥2
− 1 

𝑥
 

 :  ٗغذ 𝑒−𝑡ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ك٢ اُؼذد اُؾو٤و٢ أُٞعت هطؼب  

𝑒−𝑡

𝑡
≤ 𝑒−𝑡  
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4  𝐈𝐈𝐈  ∎ ب 

𝑒−3𝑥2  ٓزؼِوخ ثبشبسح  𝐹′(𝑥) ٝ ٓ٘ٚ كبٕ اشبسح 
− 1   

𝑥:   ٝ ُذ٣٘ب  > 3𝑥2−:     ارٕ 0 < 0 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑒−3𝑥2
< 1   

𝑒−3𝑥2:    أ١ 
− 1 < 0.   

𝑥∀ :    ٝ ثبُزب٢ُ  > 0   ;   𝐹′ 𝑥 < 0   

 : ًٔب ٢ِ٣ 𝐹ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

𝑥:  ُذ٣٘ب  >  :      ارٕ 0
2𝑒−𝑥2

𝑥
> 0 

𝑥 

𝟐 𝐥𝐧 𝟐 

0 +∞ 

0 

2 ln 2 

𝐹 

𝐹′(𝑥) − 

4  𝐈𝐈𝐈  ∎ ج 

𝓞 𝓲 

𝓳 

  ٌٖ٤ُ𝑥 >  .عٞف ٗغزؼَٔ ٌٓبِٓخ ثبلأعضاء  .0

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 5  أ

= 𝑢 𝑡:  ٗؼغ  ln 𝑡 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑢′ 𝑡 =
1

𝑡
   

𝑣:  ٝ ٗؼغ  ′ 𝑡 = 𝑒−𝑡 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑣 𝑡 = −𝑒−𝑡   

= 𝐺 𝑥 :ُذ٣٘ب   𝑒−𝑡
4𝑥

𝑥

ln 𝑡 𝑑𝑡 =  𝑢𝑣 −  𝑣𝑢′ 

⟺      𝐺 𝑥 =  − ln 𝑡 ∙ 𝑒−𝑡 𝑥
4𝑥 −  

−𝑒−𝑡

𝑡

4𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

⟺      𝐺 𝑥 = 𝑒−𝑥 ln 𝑥 − 𝑒−4𝑥 𝑙𝑛 4𝑥 +  
𝑒−𝑡

𝑡

4  𝑥 
2

  𝑥 
2

𝑑𝑡 

⟺      𝐺 𝑥 = 𝑒−𝑥 ln 𝑥 − 𝑒−4𝑥 𝑙𝑛 4𝑥 + 𝐹  𝑥  

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 5 ب 

lim
𝑥→0+

 𝑒−𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑒−𝑥 1 − 𝑒−3𝑥 𝑙𝑛 𝑥 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

 3𝑥𝑒−𝑥       
𝑒−3𝑥 − 𝑒0

−3𝑥 − 0
 

         
 𝑥 𝑙𝑛 𝑥      = 0 

0 
1 

0 

𝒙 → 𝟎+ 
𝒙 → 𝟎+ 

𝒙 → 𝟎+ 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 5 ج 

= 𝐺 𝑥 : ُذ٣٘ب  𝐹  𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 4 + ln 𝑥 + 𝑒−𝑥 ln 𝑥 

⟺    𝐺 𝑥 = 𝐹  𝑥 +  𝑒−𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 𝑥 − 𝑒−4𝑥 ln 4 

 lim
𝑥→0+

 𝐺 𝑥 = lim
𝑥→0+

 𝐹  𝑥    +  𝑒−𝑥 − 𝑒−4𝑥 𝑙𝑛 𝑥           − 𝑒−4𝑥 𝑙𝑛 4         

0 ln 4 −ln 4 

𝒙 → 𝟎+ 𝒙 → 𝟎+ 𝒙 → 𝟎+ 

lim  : ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑥→0+

 𝐺 𝑥 = 0 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

  

 الإمتحان الوطني الموحد

 لنيل شهادة البكالوريا
 2004الدورة الاستدراكية 

( ن 2,5 ): انتمشٌه الأول   

 أ

 ب

  ن0,50

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 

 مسلك العلوم الرياضية أ و ب
 10المعامل 

 أربع ساعات: مدة الإنجاز 
 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 ًشاد ؽٔشاء لا ٣ٌٖٔ اُز٤٤ٔض ث٤ٜ٘ب ثبُِٔظ، ٗغؾت 10 ًشاد ث٤ؼبء ٝ ٣10ؾز١ٞ ٤ًظ ػ٠ِ 

ارا ًبٗذ اٌُشح أُغؾٞثخ ؽٔشاء ٗؼ٤ذٛب ا٠ُ ا٤ٌُظ ٝ ارا ًبٗذ ث٤ؼبء . ػشٞائ٤ب ًشح ٖٓ ا٤ٌُظ 

 . ًشاد ؽٔشاء ك٢ ا٤ٌُظ صْ ٗغؾت ًشح ٖٓ ا٤ٌُظ3ٗؼغ ثذُٜب 

 .أؽغت الإؽزٔبٍ ٢ٌُ رٌٕٞ اٌُشربٕ أُغؾٞثزبٕ ؽٔشا٣ٖٝ

 .أؽغت الإؽزٔبٍ ٢ٌُ رٌٕٞ اٌُشربٕ أُغؾٞثزبٕ ث٤ؼب٣ٖٝ

 .أؽغت الإؽزٔبٍ ٢ٌُ رٌٕٞ اٌُشربٕ أُغؾٞثزبٕ ٖٓ ٤ُٖٗٞ ٓخزِل٤ٖ

 .أؽغت الإؽزٔبٍ ٢ٌُ رٌٕٞ اٌُشح الأ٠ُٝ أُغؾٞثخ ث٤ؼبء ػِٔب إٔ اٌُشح اُضب٤ٗخ أُغؾٞثخ ث٤ؼبء

( ن 3,0 ): انتمشٌه انثاوً   

℞ؽَ ك٢   × ∶  𝐸   أُؼبدُخ   ℞   3𝑥 − 2𝑦 = 1.  

   ٌٖ٤ُ𝑛𝜖ℕ.  

14𝑛 :  ث٤ٖ إٔ  + 3  , 21𝑛 +    . 𝐸   ؽَ ُِٔؼبدُخ   4

14𝑛 اعز٘زظ إٔ اُؼذد٣ٖ  + 3  ٝ  21𝑛 +  . أ٤ُٝبٕ ك٤ٔب ث٤ٜ٘ٔب  4

 ٌٖ٤ُ𝑑 ٖ2  اُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣𝑛 + 1  ٝ  21𝑛 + 4 .  

𝑑:  ث٤ٖ إٔ  = 𝑑  أٝ  1 = 13.   

𝑑:   ث٤ٖ إٔ  = 13  ⟺   𝑛 ≡ 6 13 .  

𝑛 ثؾ٤ش 𝑛ٖٓ أعَ ًَ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢  ≥  : ٗؼغ 2

𝑛  هبث٤ِٖ ُِوغٔخ ػ٠ِ 𝐴 ٝ 𝐵ث٤ٖ إٔ اُؼذد٣ٖ  −   .℞ ك٢ أُغٔٞػخ  1

  .𝐴 ٝ 𝐵 اُوبعْ أُشزشى الأًجش ُـ 𝑛ؽذد ؽغت ه٤ْ 

ٝ 𝐴 = 21𝑛2 − 17𝑛 − 4 𝐵 = 28𝑛3 − 8𝑛2 − 17𝑛 − 3 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 

 أ

 ب

 أ

 ب

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50
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 𝑰  

( ن 4,0 ): انتمشٌه انثانث   

1 

 أ

 ب

 ج

2 

3 

4 

  ن0,50

,𝒪 أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ  𝑢  , 𝑣    

 ٌٖ٤ُ𝕒 ػذدا ػوذ٣ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ٌٓزٞة ك٢ شٌِٚ اُغجش١ اُزب٢ُ  :𝕒 = 𝛼 + 𝒾𝛽.  

𝑧2:    ٣ؾون 𝑧 اُز٢ ُؾوٜب 𝑀 ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ  ℋ ُزٌٖ  −  𝑧  2 = 𝕒2 −  𝕒  2.  

  . ℋ ؽذد ؽج٤ؼخ 

𝕒:    ك٢ اُؾبُخ  ℋ أٗش٠ء  = 1 + 𝒾.  

C            ٌٖٓغٔٞػخ اُ٘وؾ           ُز   𝑀 اُز٢ ُؾوٜب 𝑧٣ؾون        𝑧 − 𝕒  𝑧 − 𝕒  = 4𝕒𝕒 .  

𝑢:   ٗؼغ  = 𝑧 − 𝕒.    

𝕒ٗؼغ   = 𝑒𝒾𝜃   ؽ٤ش  𝑟 > 0   ٝ   −𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋.  

( ن 10,5 ): انتمشٌه انشاتغ   

  . ∞+  ٝ  ∞−  ػ٘ذ 𝑓أؽغت ٜٗب٣ز٢ 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   ث٤ٖ إٔ    𝑓′ 𝑥 = 4 1 − 𝑥𝑙𝑛 2 𝑒−𝑥𝑙𝑛  2.  

  .𝑓اػؾ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

= 𝑓 𝑥 ٛٔب اُؾ٤ِٖ اُٞؽ٤ذ٣ٖ ُِٔؼبدُخ 2 ٝ 1ث٤ٖ إٔ اُؼذد٣ٖ  0  

 .اُزـ٤شاد– اُٜ٘ب٣بد – اُلشٝع اُلاٜٗبئ٤خ  : 𝑔أدسط اُذاُخ 

          C   .        ؽذد ؽج٤ؼخ  

𝕒:       ك٢ اُؾبُخ           أٗش٠ء  = 1 + 𝒾.  C          

          ℋ .   C   ٝ                أُؾبم ٗوؾ روبؽغ  𝑟 ٝ 𝜃ؽذد ثذلاُخ 

          C . ٣زؼٖٔ صلاس ٗوؾ ٝ ٢ٛ سإٝط ُٔضِش ٓزغب١ٝ الأػلاع  ℋ   ٝ          اعز٘زظ إٔ روبؽغ  

∶ ′𝒮  :  رٌبك٠ء اُ٘ظٔخ  𝒮 ث٤ٖ إٔ اُ٘ظٔخ    
𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                 
 𝑢 + 2𝕒  𝑢3 − 8𝕒 𝕒  2 = 0

  

∶ 𝒮  : اُ٘ظٔخ اُزب٤ُخ ℂٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ    
𝑧2 −  𝑧  2 = 𝕒2 −  𝕒  2

 𝑧 − 𝕒  𝑧 − 𝕒  = 4𝕒𝕒 
  

 ٌٖ٤ُ ٝ             ٝ    𝒯   ٖأُ٘ؾ٤٤ٖ٘ أُٔض٤ِٖ ُِذاُز٤ 𝑓 ٝ 𝑔  ْػ٠ِ اُزٞا٢ُ ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظ  𝒪, 𝒾 , 𝒿  .   C          

          C  .             ؽذد اُلشػ٤ٖ اُلاٜٗبئ٤٤ٖ ُِٔ٘ؾ٠٘ 

=  C            𝒾 . ك٢ ٗلظ أُؼِْ   𝒯   ٝ           اسعْ   𝒿  = 4𝑐𝑚  

= 𝑔 𝑥 : اُذاُز٤ٖ اُؼذد٣ز٤ٖ أُؼشكز٤ٖ ثٔب ٢ِ٣ 𝑓 ٝ 𝑔ُزٌٖ  ٝ
ln 2𝑥 

𝑥
 𝑓 𝑥 = 4𝑥𝑒−𝑥𝑙𝑛  2 − 2 

 :رؾذ٣ذ ٗوؾ الإٗؼطبف ؿ٤ش ٓطِٞة  ٗؤخذ 
1

𝑒
≈ 0,4 𝑒 ≈ 2,7 ln 2 ≈ 0,7 

1

ln 2
≈ 1,4 ٝ ٝ ٝ 

 أ

 ب

 أ

 ب

 أ 1

 ب

 2 أ

 ب

3 

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

𝕒 = 𝑟𝑒𝒾𝜃  
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𝑎 = 𝛼 

ln 2𝛼 ∙ ln 2𝛽 ≤ 1 

ln 𝑢 

𝑢
=

ln 𝑣 

𝑣
 

 أ

 ب

 ج

2 

3 

4 

5 

  ن0,75

= 𝑓 𝑥 ٛٔب ؽلا أُؼبدُخ 𝛼 ٝ 𝛽 ثؾ٤ش ٣ٌٕٞ 𝑘ؽذد ه٤ٔخ  0.  

= 𝑓𝑘 𝑥:    ثٔب ٢ِ٣ ℝ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓𝑘ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  4𝑥𝑒−𝑘𝑥 − 2.  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   رؤًذ ٖٓ إٔ   𝑓′𝑘 𝑥 = 4 1 − 𝑘𝑥 𝑒−𝑘𝑥.  

  .𝑓𝑘اػؾ عذٍٝ رـ٤شاد 

𝑏  ٝ             ث٤ٖ إٔ   = 𝛽  

. 
 :ثبعزؼٔبٍ ٌٓبِٓخ ثبلأعضاء ث٤ٖ إٔ 

 :أؽغت اُزٌبَٓ 

 :   اعز٘زظ إٔ 

 :ثؾ٤ش .  ػذدإ ؽو٤و٤بٕ ٓخزِل٤ٖ ٓٞعج٤ٖ هطؼب 𝑢 ٝ 𝑣ث٤ٖ أٗٚ ارا ًبٕ 

ln 𝑢 ∙ ln 𝑣 ≤  :   كبٕ  1

 

𝐼𝑘 =  𝑓𝑘 𝑥 𝑑𝑥
𝛽

𝛼

  .𝛼 ٝ 𝛽ثذلاُخ  

 ∀𝑡𝜖ℝ   ;    𝑥𝑒−𝑘𝑥
𝑡

0

𝑑𝑥 =
1

𝑘2
 1 − 𝑘𝑡𝑒−𝑘𝑡 − 𝑒−𝑘𝑡   

= 𝑓𝑘 𝑥اعز٘زظ إٔ أُؼبدُخ  𝑎  : ثؾ٤ش . 𝑎 ٝ 𝑏 روجَ ثبُؼجؾ ؽ٤ِٖ ٓخزِل٤ٖ 0 <
1

𝑘
< 𝑏 

= 𝑔 𝑥رؾون ٓج٤ب٤ٗب إٔ أُؼبدُخ  𝑘 روجَ ؽ٤ِٖ ٓخزِل٤ٖ ُـ 𝛼 ٝ 𝛽 ثؾ٤ش : 
1

2
< 𝛼 < 𝛽 

 ٌٖ٤ُ𝑘 0 : ػذدا ؽو٤و٤ب ثؾ٤ش < 𝑘 <
2

𝑒
  𝑰𝑰  

1 

 أ

 ب

 أ

 ب

 أ

 ب

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,75
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 .اُ٘ٔٞرط الأٓضَ ُؾَ ٛزا اُزٔش٣ٖ ٛٞ شغشح الاؽزٔبلاد 
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 ( ن 2,5 ):   التمرين الأول 

∎ 1 

 :ٖٓ ٓؼط٤بد اُزغشثخ اُؼشٞائ٤خ ٗغز٘زظ شغشح الإؽزٔبلاد اُزب٤ُخ 

1

2
 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

ُْ ٗلؼَ 

 ش٤ئب ثؼذ

ٗغؾت 

اٌُشح 

 الأ٠ُٝ

ٗغؾت 

اٌُشح 

 اُضب٤ٗخ

1

2
 

1

2
 

9

22
 

13

22
 

1

2
 

𝑃 𝑅 ∩ 𝑅 =
1

2
×

1

2
=

1

4
 :ُذ٣٘ب ؽغت اُشغشح  

𝑃 𝐵 :ُذ٣٘ب ؽغت اُشغشح  ∩ 𝐵 =
1

2
×

9

22
=

9

44
 

∎ 2 

 :ُذ٣٘ب ؽغت اُشغشح 

∎ 3 

∎ 4 

∎ 1 

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثاني 

   𝐸  ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ  1,1 ٗلاؽع ك٢ اُجذا٣خ إٔ 

 ٌٖ٤ُ 𝑥, 𝑦  اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  

3𝑥:   ارٕ  − 2𝑦 = 1   

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗∗  ٝ  ∗ ٗ٘غض ػ٤ِٔخ اُلشم ث٤ٖ أُزغب٣ٝز٤ٖ 

 ٚ٘ٓ ٝ   :3 𝑥 − 1 = 2 𝑦 − 3:      ارٕ   1 ∕ 2 𝑦 − 1   

3:   ٝ ثٔب إٔ  ∧ 2 = 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 :  3   كبٗٚ ؽغت  1 ∕  𝑦 − 1    

;   ℞𝑘𝜖∃ :    ارٕ    𝑦 = 3𝑘 + 1   

𝑥 3:  ٗؾظَ ػ٠ِ ⨂ ثو٤ٔزٚ ك٢ أُزغب٣ٝخ 𝑦ٗؼٞع  − 1 = 2 3𝑘    

𝑥:   ٣ؼ٢٘  = 2𝑘 + 1   

2𝑘 3ُذ٣٘ب   : ػٌغ٤ب  + 1 − 2 3𝑘 + 1 = 1  

 :ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ  رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ :ٝ ثبُزب٢ُ 

3 𝑥 − 1 − 2 𝑦 − 1 = 0 

𝒮 =   2𝑘 + 1 ; 3𝑘 + 1     ∕      𝑘𝜖℞  

⨂ 

3:   لإٔ  × 1 − 2 × 1 = 1   ∗  

 ∗∗  

 أ 2 ∎

 :ُذ٣٘ب 

14𝑛 ارٕ   + 3 ; 21𝑛 +   . 𝐸    ؽَ ُِٔؼبدُخ  4

3 14𝑛 + 3 − 2 21𝑛 + 4 = 42𝑛 + 9 − 42𝑛 − 8 = 1 

 ب 2 ∎

3 14𝑛 + 3 − 2 21𝑛 + 4 =  :ثٔب إٔ  1

𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡 :   14𝑛 كبٗٚ ؽغت  + 3 ∧  21𝑛 + 4 = 1 

      ٌٖ٤ُ 21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1 = 𝑑  

 3 أ ∎

 :ثبعزؼٔبٍ خٞاسص٤ٓخ اه٤ِذط ٗؾظَ ػ٠ِ 

 21𝑛 + 4   2𝑛 + 1  

 𝑛 − 6  
10 

 2𝑛 + 1   𝑛 − 6  

13 
2 

 :ٖٓ ٛبر٤ٖ الإه٤ِذ٣ز٤ٖ ٗغز٘زظ إٔ 

 21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1 =  2𝑛 + 1 ∧  𝑛 − 6  

=  𝑛 − 6 ∧ 13 

𝑃 ٖ٤ُٖٗٞ ٓخزِل٤ = 𝑃 𝐵 ∩ 𝑅 + 𝑃 𝑅 ∩ 𝐵  

=
1

2
×

13

22
+

1

2
×

1

2
 

=
6

11
 

𝑝𝐵2
 𝐵1 =

𝑝 𝐵1 ∩ 𝐵2 

𝑝 𝐵2 
=

1
2 ×

9
22

1
2 ×

9
22 +

1
2 ×

1
2

=
1

2
 

 :ٗغزؼَٔ الاؽزٔبٍ اُششؽ٢ اُزب٢ُ 
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1 

𝑑:     ارٕ  =  𝑛 − 6 ∧ 13 

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑑 ∕ 13 

𝑑:  ػذد أ٢ُٝ ارٕ 13ٝ ٗؼِْ إٔ  = 𝑑 أٝ 13 = 1  

∎ 

 أ

 ب 3

𝑑ارا ًبٕ  =   : ⋆   كبٗٚ ؽغت  13

𝑛  ٝ 13 هبعْ ٓشزشى ُـ 𝑑لإٔ  )  − 6  ) 

13:   أ١  ∕  𝑛 − 6  ٚ٘ٓ ٝ      :𝑛 ≡ 6 13     

∎ 

 ب

4 

𝐴:    ٗؼغ  = 𝑃 𝑛 = 21𝑛2 − 17𝑛 − 4  

 ٝ   :𝐵 = 𝑄 𝑛 = 28𝑛3 − 8𝑛2 − 17𝑛 − 3  

= 𝑃 1:   ُذ٣٘ب  𝑄 1 = 0   

  .℞ ك٢  𝑃 𝑛  ٝ 𝑄 𝑛 عزس ُِؾذٝد٣ز٤ٖ 1: ارٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑃 𝑛  ٝ 𝑄 𝑛  روجلإ اُوغٔخ ػ٠ِ  : 𝑛 − 1   

∎ 4 

 :ثبلاعزؼبٗخ ثبُوغٔخ الأه٤ِذ٣خ ٗؾظَ ػ٠ِ 

28𝑛2 ثؼذ رؼ٤َٔ صلاص٤خ اُؾذٝد   + 20𝑛 +  :  ٗؾظَ ػ٠ِ  3

 :رز٤ًش ثخبط٤خ ٜٓٔخ 

 ٌٖ٤ُ  : 21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3 = 𝑑   

14𝑛 ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ            + 3 ∧  21𝑛 + 4 = 1  

 :ارٕ ؽغت اُخبط٤خ أُزًٞسح 

 ٚ٘ٓ ٝ   : 21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1 = 𝑑  

𝑑          ارٕ ؽغت اُغئاٍ   = 𝑑   أٝ   13 = 1  

𝑑ارا ًبٕ  : انحانح الأونى = 13.  

𝑛        :      ارٕ ؽغت اُغئاٍ  ≡ 6 13    

21𝑛 :    ٝ ُذ٣٘ب  + 4 ∧  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3 = 13   

 𝑛 − 1  21𝑛 + 4 ∧  𝑛 − 1  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3 = 13 𝑛 − 1   

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝐴 ∧ 𝐵 = 13 𝑛 − 1    

𝑑 ارا ًبٕ      :انحانح انثاوٍح = 𝑛 :      كبٕ  1 ≢ 6 13    

21𝑛 :  ٝ ُذ٣٘ب  + 4 ∧  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3 = 1   

 𝑛 − 1  21𝑛 + 4 ∧  𝑛 − 1  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3 =  𝑛 − 1   

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝐴 ∧ 𝐵 =  𝑛 − 1   

  :خلاصح

𝑐 ∧ 𝑎 = 1  ⟹     ∀𝑏𝜖℞   ;   𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 ∧  𝑏𝑐  

𝐴 =  𝑛 − 1  21𝑛 + 4  

𝐵 =  𝑛 − 1  28𝑛2 + 20𝑛 + 3  

 ∀𝑛 ≥ 2   ;   𝐴 ∧ 𝐵 =  
13 𝑛 − 1  ;    𝑠𝑖    𝑛 ≡ 6 13 

 𝑛 − 1   ;      𝑠𝑖    𝑛 ≢ 6 13   
  

𝐵 =  𝑛 − 1  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3  

 21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1 =  21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3  

 :٣ؼ٢٘ 

 ب 2

 أ 3

 ب 3

 ( ن 4,0 ):   التمرين الثالث 

 ∎ أ

𝑧:    ٗؼغ  = 𝑥 + 𝑖𝑦  

𝑧2:    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  − 𝑧 2 = 𝕒2 − 𝕒 2  

⟺     𝑧 − 𝑧   𝑧 + 𝑧  =  𝕒 − 𝕒   𝕒 + 𝕒   

⟺     2𝑖𝑦  2𝑥 =  2𝑖𝛽  2𝛼  

⟺    𝑥𝑦 = 𝛼𝛽 

𝑦 :    ٛزٍُٞ ٓؼبدُزٚ  ℋ ٝ ٓ٘ٚ أُغٔٞػخ  =
𝛼𝛽

𝑥
 

 1 ∎ ب

𝕒ك٢ ؽبُخ  =  1 + 𝑖  ُذ٣٘ب  ℋ  ٚٛزٍُٞ ٓؼبدُز : 𝑦 =
1

𝑥
 

𝓞 𝓲 

𝓳 

 ⋆  

 :     ٣ؼ٢٘ 

 𝑑 ∕  𝑛 − 6   
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C         

C         

 ∎ أ 2
 ٌٖ٤ُ    :𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦   

𝑧 :  ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  − 𝕒  𝑧 − 𝕒  = 4𝕒𝕒   

,𝐶 𝛼    دائشح ٓشًضٛب اُ٘وطخ       :  ارٕ  𝛽    شؼبػٜب ٝ  𝑟 = 2 𝕒   

⟺     𝑧𝑧 −  𝑧𝕒 + 𝕒𝑧  + 𝕒𝕒 = 4𝕒𝕒  

⟺      𝑥2 + 𝑦2 −  2𝛼𝑥 + 2𝛽𝑦 + 𝛼2 + 𝛽2 =  2 𝕒  2 

⟺      𝑥2 − 2𝛼𝑥 + 𝛼2 +  𝑦2 − 2𝛽𝑦+𝛽2 =  2 𝕒  2 

⟺      𝑥 − 𝛼 2 +  𝑦 − 𝛽 2 =  2 𝕒  2 

 ∎ أ 2

𝕒ك٢ ؽبُخ   =  1 + 𝑖   ُذ٣٘ب         دائشح ٓشًضٛب  𝐶 1,1   2 2  ٝ شؼبػٜب   

𝓞 𝓲 

𝓳 

C         

 

 3 ∎ أ

𝑢:   ُذ٣٘ب  = 𝑧 − 𝕒 ٕار      :𝑢 = 𝑧 − 𝕒    

  : ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ 
𝑧2 − 𝑧 2 = 𝕒2 − 𝕒 2     
 𝑧 − 𝕒  𝑧 − 𝕒  = 4𝕒𝕒 

  

⟺       
𝑧2 − 𝕒2 = 𝑧 2 − 𝕒 2     
 𝑧 − 𝕒  𝑧 − 𝕒  = 4𝕒𝕒 

  

⟺       
 𝑧 − 𝕒  𝑧 + 𝕒 =  𝑧 − 𝕒   𝑧 + 𝕒       
𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                              

  

⟺       
𝑢 𝑢 + 2𝕒 = 𝑢  𝑢 + 2𝕒       
𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                

  

=  𝑢    :ُذ٣٘ب ؽغت أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ 
4𝕒𝕒 

𝑢
 

 : ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ٗؾظَ ػ٠ِ       ٗؼٞع 

⟺       𝑢 𝑢 + 2𝕒 =
4𝕒𝕒 

𝑢
 

4𝕒𝕒 

𝑢
+ 2𝕒       

𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                           

  

⟺       𝑢
2 + 2𝕒𝑢 −  

4𝕒𝕒 

𝑢
 

2

− 2𝕒  
4𝕒𝕒 

𝑢
 = 0   

𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                                      

  

⟺       𝑢4 + 2𝕒𝑢3 − 16𝕒2𝕒 2 − 8𝕒𝕒 2𝑢 = 0   
𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                                      

  

⟺       
 𝑢4 − 8𝕒𝕒 2𝑢 +  2𝕒𝑢3 − 16𝕒2𝕒 2 = 0   
𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                                      

  

⟺       𝑢
 𝑢3 − 8𝕒𝕒 2 + 2𝕒 𝑢3 − 8𝕒𝕒 2 = 0   

𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                                      
  

⟺    𝒮′     
 𝑢 + 2𝕒  𝑢3 − 8𝕒𝕒 2 = 0   
𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                

  

 ب 3 ∎

   : ′𝒮 ُذ٣٘ب ؽغت أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٖٓ اُ٘ظٔخ  

𝕒:  ثؾ٤ش  ′𝒮 ُ٘ؾَ اُ٘ظٔخ  = 𝑟𝑒𝑖𝜃      

 𝑢 + 2𝕒  𝑢3 − 8𝕒𝕒 2 = 0 

⟺        𝑢 + 2𝕒 = 𝑢3         أٝ      0 − 8𝕒𝕒 2 = 0 

⟺       𝑢 = −2𝑟𝑒𝑖𝜃 𝑢3        أٝ       = 8𝑟3𝑒𝑖𝜃  

 :ٝ ُذ٣٘ب 

𝑢3:   ؽٍِٞ أُؼبدُخ  = 8r3e−iθ ٢ٛ اُغزٝس ا٤ُٗٞ٘خ ٖٓ اُذسعخ  

:    ٝ اُز٢ رٌزت ثظلخ ػبٓخ ػ٠ِ شٌَ 8𝑟3𝑒−𝑖𝜃اُضبُضخ ُِؼذد ُِؼوذ١  

𝑢𝑘 =   8𝑟33
 ,   

−𝜃

3
+

2𝑘𝜋

3
   𝑘 0,1,2ٓغ    .  

𝑢  

𝑢0 =  2𝑟   ;   
−𝜃

3
 = 2𝑟𝑒

−𝜃
3  

𝑢1 =  2𝑟   ;   
−𝜃

3
+

2𝜋

3
 = 2𝑟𝑒

−𝜃
3

+
2𝜋
3  

𝑢2 =  2𝑟   ;   
−𝜃

3
+

4𝜋

3
 = 2𝑟𝑒

−𝜃
3

+
4𝜋
3  

 :ارٕ ؽٍِٞ اُ٘ظٔخ ٢ٛ 
−2𝑟𝑒−𝑖𝜃  2𝑟𝑒

−𝜃
3  

2𝑟𝑒
−𝜃
3

+
2𝜋
3  2𝑟𝑒

−𝜃
3

+
4𝜋
3  



 

  
 : ٝ ٗؼِْ إٔ 
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 ج 3 ∎

    𝑧0 𝐴   ٝ  𝑧1 𝐵   ٝ  𝑧2 𝐶:  ٗؼغ 

 . ٓزغب١ٝ الأػلاع 𝐴𝐵𝐶ٗش٣ذ إٔ ٗجشٖٛ ػ٠ِ إٔ أُضِش 

 :ُذ٣٘ب 

𝑧2 − 𝑧0

𝑧1 − 𝑧0
=

2𝑟 − 2𝑟𝑗

2𝑟𝑗 − 2𝑟𝑗
=

1 − 𝑗

𝑗 − 𝑗
=

1 − 𝑗

− 3𝑖
=

 3

2
−

𝑖

2
= 𝑒

−𝑖𝜋
3  

𝑎𝑟𝑔 :ارٕ   
𝑧2 − 𝑧0

𝑧1 − 𝑧0
 ≡

−𝜋

3
 2𝜋   

𝑧2 − 𝑧0

𝑧1 − 𝑧0
 ≡ 1 ٝ 

 ٚ٘ٓ ٝ: 

 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 =  𝑧𝐵 − 𝑧𝐴  ٝ  𝐴𝐵      , 𝐴𝐶               
 ≡

−𝜋

3
 2𝜋  

 (ؿ٤ش ٓجبشش) ٓضِش ٓزغب١ٝ الأػلاع ABC: ٝ ثبُزب٢ُ 

 الجزء الأول
 (ن 10 ) :   الرابعالتمرين 

 ∎ أ 1

 ب ∎ 1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 4𝑒−𝑥𝑙𝑛 2 −

2

𝑥
 = +∞ 

𝑦كبٕ أُغزو٤ْ رٝ أُؼبدُخ   =   ∞+  ٓوبسة أكو٢ ثغٞاس 2−

         C ٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ك٢ ارغبٙ ٓؾٞس الأسار٤ت :كبٕ 

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −2 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   ُذ٣٘ب    4𝑒−𝑥𝑙𝑛 2 > 0  

1   ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح   𝑓′ 𝑥ارٕ اشبسح   − 𝑥𝑙𝑛2    

 :  ًٔب ٢ِ٣ 𝑓ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

𝑥 :كبٕ  :ارا ًبٕ  >
1

𝑙𝑛2
 𝑓 ′ 𝑥 < 0 

𝑥 =
1

𝑙𝑛2
𝑓 :كبٕ  :ارا ًبٕ   ′ 𝑥 = 0 

𝑥 :كبٕ  :ارا ًبٕ  <
1

𝑙𝑛2
 𝑓 ′ 𝑥 > 0 

𝑓 :ٝ ُذ٣٘ب   
1

𝑙𝑛2
 =

4

𝑒𝑙𝑛2
− 2 

1

𝑙𝑛2
 𝑥 

4

𝑒𝑙𝑛 2
−2 

−∞ +∞ 

−2 −∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

  :𝑓ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

  ك٢ أُغبٍ 𝑓 ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا ٝؽ٤ذا ثبُزوبثَ 0ارٕ 

= 𝑓 1:   ٝ ُذ٣٘ب  4𝑒−𝑙𝑛2 − 2 = 0  

 𝑓    داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ   −∞,
1

𝑙𝑛2
  

,∞−   روبثَ ٖٓ أُغبٍ 𝑓ارٕ  ٗؾٞ أُغبٍ
1

𝑙𝑛2
  𝑓   −∞,

1

𝑙𝑛2
   

𝑓 :ٝ ُذ٣٘ب    −∞,
1

𝑙𝑛2
  =  −∞,

4

𝑒𝑙𝑛2
− 2 ≈  −∞,

1

10
  

𝜖 0 :ٝ ثٔب إٔ   −∞,
1

10
  

 −∞,
1

𝑙𝑛2
  

ٝ 1 𝜖  −∞,
1

𝑙𝑛2
  

 2 ج ∎

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= +∞ lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) =  :ثٔب إٔ  ٝ ∞−

𝑓 ′ 𝑥 = 4 1 − 𝑥𝑙𝑛2 𝑒−𝑥𝑙𝑛 2 

 ب ∎ أ 2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 4𝑥𝑒−𝑥𝑙𝑛 2 − 2  

= lim
𝑥→−∞

 

 
 

 
4

𝑙𝑛2
 

1

 
𝑒𝑥𝑙𝑛 2

𝑥𝑙𝑛2
 

− 2

 

 
 

 

=  
4

𝑙𝑛2
  

1

0−
 − 2 = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 

 
 

 
4

𝑙𝑛2
 

1

 
𝑒𝑥𝑙𝑛 2

𝑥𝑙𝑛2
 

− 2

 

 
 

 

=  
4

𝑙𝑛2
  

1

+∞
 − 2 = −2 

 :ارٕ اُو٤ْ اُز٢ ٣ؤخزٛب     ٢ٛ 

𝑧 = 𝑢 + 𝕒 

𝑧 

−𝑟𝑒−𝑖𝜃  

2𝑟𝑒
−𝜃
3

+
2𝜋
3 + 𝑟𝑒𝑖𝜃  

2𝑟𝑒
−𝜃
3 + 𝑟𝑒𝑖𝜃  

2𝑟𝑒
−𝜃
3

+
4𝜋
3 + 𝑟𝑒𝑖𝜃  
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 الجزء الثاني

C         

  𝑓ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

= 𝑓 𝑥 ٛٔب اُؾلإ اُٞؽ٤ذإ ُِٔؼبدُخ 2 ٝ 1اُؼذدإ  :  خلاصح 0  

  ٗؾٞ طٞسرٚ  روبثَ 𝑓ٖٓارٕ 
1

𝑙𝑛2
, +∞   −2 ,

1

10
  

 :ٓغ 
4

𝑒𝑙𝑛2
− 2 ≈

1

10
 

, 𝜖  −2 0 :ٝ ثٔب إٔ 
1

10
  

   ك٢ أُغبٍ 𝑓كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝؽ٤ذا ثبُزوبثَ 
1

𝑙𝑛2
, +∞  

= 𝑓 2  :ُٝذ٣٘ب  :ٝ ُذ٣٘ب  0  2 𝜖  
1

𝑙𝑛2
, +∞  

,0  داُخ ٓؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑔ُذ٣٘ب  +∞   

   𝒯 ارٕ  ٓؾٞس الأسار٤ت ٓوبسة ػٔٞد١ ُـ  

   ∞+ ثغٞاس  𝒯 ارٕ  ٓؾٞس الأكبط٤َ ٓوبسة أكو٢ ُـ 

= 𝒈:  𝑔 𝑥دساسح انذانح 
𝑙𝑛 2𝑥 

𝑥
 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
𝑙𝑛 2𝑥 

𝑥
 = 0 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→0+

 
𝑙𝑛 2𝑥 

𝑥
 = −∞ 

𝑔′ 𝑥 =
1 − 𝑙𝑛 2𝑥 

𝑥2
 

 :ارا ًبٕ 

 :ارا ًبٕ 

 :ارا ًبٕ 

 :كبٕ 

 :كبٕ 

 :كبٕ 

𝑥 =
𝑒

2
 

𝑥 >
𝑒

2
 

𝑥 <
𝑒

2
 

𝑔′ 𝑥 = 0 

𝑔′ 𝑥 < 0 

𝑔′ 𝑥 > 0 

𝑔 :ٝ ُذ٣٘ب   
𝑒

2
 =

2

𝑒
 

 :ٝ ِٗخض اُ٘زبئظ ك٢ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

𝑒

2
 𝑥 

2

𝑒
 

0 +∞ 

0 −∞ 

𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 0 − 

 ٓغ ٓؾٞس الأكبط٤َ  𝒯  أػ٤ق ٗوطخ روبؽغ  𝒯 هجَ سعْ 

= 𝑔 𝑥ٝ اُز٢ ٣ؾون أكظُٜٞب أُؼبدُخ  0  

 أ ∎ 3

 ∎ 3 ب

= 𝑔 𝑥: ُ٘ؾَ أُؼبدُخ  0  

⟺     
𝑙𝑛 2𝑥 

𝑥
= 0 

⟺     𝑙𝑛 2𝑥 = 𝑙𝑛 1  

⟺     𝑥 =
1

2
 

𝓞 𝟏 

𝟏 

𝟐 

 𝒯  

−𝟐 

 1 أ ∎

  ٓوؼش 𝒯 : ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُشعْ أُج٤ب٢ٗ 

∶ 𝐷 ارٕ ًَ ٓغزو٤ْ  𝑦 = 𝑘 ٖٓؾٞس الأكبط٤َ  ∆  ٓزٞاعذ ث٤ ٝ 

  ك٢ ٗوطز٤ٖ 𝒯 ٣وطغ 

′𝑔 :ُذ٣٘ب   
𝑒

2
 = 0 

 Ω  ٣وجَ ٓٔبعب أكو٤ب ك٢ اُ٘وطخ 𝒯 ارٕ 
𝑒

2
;
2

𝑒
  

: Ω  Δ  ك٢ ٗوطخ ٝاؽذح ٝ ٢ٛ          ٣وطغ                         ٝ ٓ٘ٚ أُغزو٤ْ  𝑦 =
2

𝑒
 

= 𝑔 𝑥أُؼبدُخ : ٝ ثبُزب٢ُ  𝑘 ٖروجَ ؽ٤ِ 𝛼 ٝ 𝛽 ٓخزِل٤ٖ ثششؽ 

0 :  إٔ ٣ٌٕٞ  < 𝑘 <
2

𝑒
 

𝑔:  ثٔب إٔ   
1

2
 = 0 ٝ  α ٝ β ٓخزِل٤ٖ كبٕ أؽذٛٔب أطـش 

 ٖٓ ا٥خش ٝ ٗؼغ 
1

2
< 𝛼 < 𝛽 

 𝑓 ٍداُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغب   
1

𝑙𝑛2
, +∞  

 𝒯  



 

  

 ٌٖ٤ُ𝛼 ٝ 𝛽 ؽلا أُؼبدُخ 𝑓 𝑥 = 0  
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 ب 1 ∎

𝛽 :  كبٗٚ ؽغت اُغئاٍ               ٖٓ اُغضء الأٍٝ = 2  ٝ 𝛼 = 1  

 :ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ          ٖٓ اُغضء اُضب٢ٗ 

 𝛼 ٝ 𝛽  ٛٔب ؽلا أُؼبدُخ 𝑔 𝑥 = 𝑘   

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑔 1 = 𝑘  ٝ  𝑔 2 = 𝑘   

𝑙𝑛2:    أ١  = 𝑘   ٝ   𝑙𝑛4 = 2𝑘    

𝑘:   ٝ ثبُزب٢ُ  = 𝑙𝑛2    

 :ثٔب إٔ 
1

2
< 𝛼 < 𝛽 

 ج 2

 أ 1

 أ ∎ 2
 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ  

𝑓𝑘
′ 𝑥 = 4 𝑒−𝑘𝑥 − 𝑘𝑥𝑒−𝑘𝑥  = 4 1 − 𝑘𝑥 𝑒−𝑘𝑥  

 ب ∎ 2

1

𝑘
 𝑥 

4

𝑘𝑒
−2 

−∞ +∞ 

−2 −∞ 

𝑓𝑘  

+ 𝑓𝑘
′(𝑥) 0 − 

 3 أ ∎

  :𝑓kُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

 𝑓𝑘  ٖٓ َروبث  −∞;
1

𝑘
;∞−   ٗؾٞ   

4

𝑘𝑒
−   لأٜٗب ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب  2

. 

;∞−  𝜖 0:     ٝ ُذ٣٘ب 
4

𝑘𝑒
− 2    

 :لإٔ 

 :ُذ٣٘ب 

 :ارٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ: 

 :أ١ 

;∞−  ك٢ أُغبٍ  𝑎 ٣ٔزِي عبثوب ٝؽ٤ذا 0ارٕ 
1

𝑘
  𝑓𝑘  ثبُزوبثَ  

  روبثَ ٖٓ  𝑓𝑘ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ ُذ٣٘ب 
1

𝑘
; ; 2−   ٗؾٞ   ∞+

4

𝑘𝑒
− 2   

 لأٜٗب ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ  
1

𝑘
 ;  +∞ .   

 ; 𝜖  −2 0ثٔب إٔ  
4

𝑘𝑒
−  𝑏  كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝؽ٤ذا  2

 ٖٓ أُغبٍ 
1

𝑘
 ;   𝑓𝑘 ثبُزوبثَ  ∞+ 

= 𝑓𝑘 𝑏:  ٣ؼ٢٘  0   ٝ   𝑏 >
1

𝑘
   

= 𝑓𝑘 𝑥أُؼبدُخ  : ٝ ثبُزب٢ُ    روجَ ثبُؼجؾ ؽ٤ِٖ ٓخزِل٤ٖ 0

𝑎 ٝ 𝑏  ثؾ٤ش 𝑎 <
1

𝑘
< 𝑏  

0 < 𝑘 <
2

𝑒
 

1

𝑘
>

𝑒

2
 

4

𝑘𝑒
> 2 

4

𝑘𝑒
− 2 > 0 

 3 ب ∎

= 𝑓 𝑥ٝ ٗؼِْ إٔ أُؼبدُخ     2 ٝ 1  روجَ ؽ٤ِٖ ٝؽ٤ذ٣ٖ ٝ ٛٔب 0

  2 ٝ 1  روجَ ًزُي ؽ٤ِٖ ٝؽ٤ذ٣ٖ كوؾ ٝ ٛٔب                   ارٕ أُؼبدُخ  

= 𝑓𝑘 𝑥ٝ ُذ٣٘ب أُؼبدُخ    𝑎 ٝ 𝑏  روجَ ثبُؼجؾ ؽ٤ِٖ 0

٤ً0لٔب ًبٕ    < 𝑘 <
2

𝑒
  

𝑎ارٕ ُذ٣٘ب ثبُؼشٝسح   = 1  ٝ  𝑏 =  . ٝؽ٤ذ𝑎 ٝ 𝑏ٖ٣  لإٔ 2

 4 أ ∎

 𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

=  
𝑥𝑒−𝑘𝑥

−𝑘
 

0

𝑡

−   
𝑒−𝑘𝑥

−𝑘
 

𝑡

0

𝑑𝑥 

⟺     𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

=  
𝑥𝑒−𝑘𝑥

−𝑘
 

0

𝑡

+
1

𝑘
 
𝑒−𝑘𝑥

−𝑘
 

0

𝑡

 

⟺     𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

=  
𝑡𝑒−𝑘𝑡

−𝑘
 +

1

𝑘
 
𝑒−𝑘𝑡

−𝑘
 +

1

𝑘
 

1

𝑘
  

⟺     𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

=
1

𝑘2  1 − 𝑘𝑡𝑒−𝑘𝑡 − 𝑒−𝑘𝑡  

 4 ب ∎

𝐼𝑘 =  𝑓𝑘 𝑥 𝑑𝑥
𝛽

𝛼

=   4𝑥𝑒−𝑘𝑥 − 2 𝑑𝑥
𝛽

𝛼

= 4   𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝛽

𝛼

 − 2 𝛽 − 𝛼  

 :ُذ٣٘ب 

𝑓ln 2 𝑥 = 0 

ٗلاؽع إٔ  

            

            

            

           

𝑓ln 2 𝑥 = 𝑓 𝑥  
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=
1

𝑘2  1 − 𝑘𝛽𝑒−𝑘𝛽 − 𝑒−𝑘𝛽 − 1 + 𝑘𝛼𝑒−𝑘𝛼 + 𝑒−𝑘𝛼   

=
1

𝑘2  𝑘𝛼𝑒−𝑘𝛼 + 𝑒−𝑘𝛼 − 𝑘𝛽𝑒−𝑘𝛽 − 𝑒−𝑘𝛽   

 𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝛽

𝛼

=  𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝛽

0

−  𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝛼

0

 :ُذ٣٘ب  

= 𝑓𝑘 𝛼:  ٝ ٗؼِْ إٔ  0   ٝ   𝑓𝑘 𝛽 = 0   

4𝛼𝑒−𝑘𝛼:    ارٕ  − 2 = 0   ٝ   4𝛽𝑒−𝑘𝛽 − 2 = 0    

𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥  :ٗؾظَ ػ٠ِ 
𝛽

𝛼

=
1

𝑘2
 
𝑘𝛼

2𝛼
+

1

2𝛼
−

𝑘𝛽

2𝛽
−

1

2𝛽
  

⟺       𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝛽

𝛼

=
1

𝑘2
 

1

2𝛼
−

1

2𝛽
  

⟺       𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝛽

𝛼

=
 𝛽 − 𝛼 

2𝛼𝛽𝑘2
 

 ٚ٘ٓ ٝ   :2𝛼 = 𝑒𝛼𝑘     ٝ    2𝛽 = 𝑒𝛽𝑘   

 1   2  

𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥  ثبُشعٞع ا٠ُ اُزؼج٤ش الأخ٤ش ُِزٌبَٓ   
𝛽

𝛼

 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ         ٝ ثبُزب٢ُ ثبُشعٞع ا٠ُ رؼج٤ش اُزٌبَٓ 

𝐼𝑘 =  𝑓𝑘 𝑥 𝑑𝑥
𝛽

𝛼

= 4    𝑥𝑒−𝑘𝑥  𝑑𝑥
𝛽

𝛼

 − 2 𝛽 − 𝛼  

⟺     𝐼𝑘 =
4 𝛽 − 𝛼 

2𝛼𝛽𝑘2
− 2 𝛽 − 𝛼  

⟺     𝐼𝑘 = 2 𝛽 − 𝛼  
1

𝛼𝛽𝑘2
− 1  

⟺     𝐼𝑘 =
2 𝛽 − 𝛼 

𝛼𝛽𝑘2
 1 − 𝛼𝛽𝑘2  

 ج 4 ∎

 . ٤ًٔخ ٓٞعجخ𝐼𝑘 ٣و٤ظ ٓغبؽخ  ٝ ٓ٘ٚ 𝐼𝑘كبٕ اُزٌبَٓ 

1 :   ارٕ  − 𝛼𝛽𝑘2 ≥ 0  

 : ٗغز٘زظ ٜٓ٘ٔب  2  ٝ  1 ثبعزؼٔبٍ اُؼلاهز٤ٖ 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ⋆ ٝ ثبُزب٢ُ ثبُشعٞع ا٠ُ 

  ػذدإ ؽو٤و٤بٕ ٓٞعجبٕ هطؼب α ٝ βٝثٔب إٔ 
1

2
< 𝛼 < 𝛽 

 𝛼𝑘 = 𝑙𝑛 2𝛼   𝛽𝑘 = 𝑙𝑛 2𝛽  ٝ 

≥ 𝛼𝑘  𝛽𝑘 :   ٣ؼ٢٘  1   ⋆  

𝑙𝑛 2𝛼 ∙ 𝑙𝑛 2𝛽 ≤ 1 

5 ∎ 

 ٌٖ٤ُ𝑢 ٝ 𝑣 ػذدإ ؽو٤و٤بٕ ٓخزِلبٕ ٝ ٓٞعجبٕ هطؼب ثؾ٤ش : 

𝑙𝑛 𝑢 

𝑢
=

𝑙𝑛 𝑣 

𝑣
 

⟺      
𝑙𝑛  2

𝑢
2 

2  
𝑢
2
 

=
𝑙𝑛  2

𝑣
2 

2  
𝑣
2
 

 

⟺      
𝑙𝑛  2

𝑢
2
 

 
𝑢
2
 

=
𝑙𝑛  2

𝑣
2
 

 
𝑣
2
 

 

      :ٗؼغ 
𝑙𝑛  2

𝑢
2 

 
𝑢
2
 

=
𝑙𝑛  2

𝑣
2 

 
𝑣
2
 

= 𝑘 

أٝ ثزؼج٤ش آخش  
𝑢

2
 ٝ 

𝑣

2
= 𝑔 𝑥:   ٛٔب ؽ٤ِٖ ُِٔؼبدُخ  𝑘  

  :𝑔ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ  

 
2

𝑒
;0  ػ٠ِ أُغبٍ  𝑔 ه٤ٔخ هظ٣ٞخ ُِذاُخ  +∞    

 ٚ٘ٓ ٝ  :0 ≤ 𝑘 ≤
2

𝑒
   

 ٝ      ُذ٣٘ب ارٕ 
𝑣

2
= 𝑔 𝑥:  ٛٔب ؽلا أُؼبدُخ  𝑘   0  ثؾ٤ش ≤ 𝑘 ≤

2

𝑒
   

 ٝ     ارٕ اُؼذدإ 
𝑣

2
      : ٛٔب ؽ٤ِٖ ُِٔؼبدُخ 

𝑙𝑛 2𝑥 

𝑥
= 𝑘 

;𝑥 𝜖  0∀ :ارٕ  +∞    ;    0 ≤
𝑙𝑛 2𝑥 

𝑥
≤

2

𝑒
 

 4 ج ٝ ثبُزب٢ُ ٣ٌٔ٘٘ب رطج٤ن ٗزبئظ اُزٔش٣ٖ ٝ خظٞطب ٗز٤غخ اُغئاٍ

𝑙𝑛 :ارٕ   2.
𝑢

2
 ∙ 𝑙𝑛  2.

𝑣

2
 ≤ 1 

∙ 𝑙𝑛 𝑢 :ٝ ثبُزب٢ُ  𝑙𝑛 𝑣 ≤ 1 

𝐼𝑘  

𝑢

2
 

𝑢

2
 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

  

 𝐸,∗  

 الإمتحان الوطني الموحد

 لنيل شهادة البكالوريا
 2005الدورة العادية 

( ن 4,5 ): انتمشٌه الأول   

 أ

  ن0,75

 𝐈  

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 

 مسلك العلوم الرياضية أ و ب
 10المعامل 

 أربع ساعات: مدة الإنجاز 
 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 : أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ ∗ هبٕٗٞ اُزش٤ًت اُذاخ٢ِ ℝ2ٗؼزجش ك٢ 

  .𝐸 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ∗ث٤ٖ إٔ 

 ٌٖ٤ُ𝜑 اُزطج٤ن أُؼشف ػ٠ِ ℝ∗ ٞٗؾ 𝐸 ثٔب ٢ِ٣ : 

  . ∗,𝐸  ٗؾٞ  ×,∗ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ 𝜑ث٤ٖ إٔ 

 . صٓشح رجبد٤ُخ ٓؾذدا ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ           اعز٘زظ إٔ 

   . ∗,𝐸   صٓشح عضئ٤خ ٖٓ   ∗,𝐹 :  ث٤ٖ إٔ 

( ن 3,0 ): انتمشٌه انثاوً   

 𝑝 5 ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ أ٢ُٝ أًجش أٝ ٣غب١ٝ 

𝑝2:  ث٤ٖ إٔ  ≡ 1 3 .   

𝑝2:    ثؾ٤ش 𝑞 ث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ 𝑝ثبعزؼٔبٍ صٝع٤خ اُؼذد  − 1 = 4𝑞 𝑞 + 1 .  

𝑝2:   اعز٘زظ إٔ  ≡ 1 8 .  

𝑝2:   ث٤ٖ إٔ  ≡ 1 24 .  

 ٌٖ٤ُ𝑎 24 ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب أ٤ُٝب ٓغ اُؼذد 

𝑎2:   ث٤ٖ إٔ  ≡ 1 24 .  

 : ؽ٤ش                         َٛ رٞعذ أػذاد طؾ٤ؾخ ؽج٤ؼ٤خ 

 ∀ 𝑎, 𝑏 𝜖ℝ2   ,  ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖ℝ2   ∶    𝑎, 𝑏 ∗  𝑥, 𝑦 =  
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦

2
,
𝑎𝑦 + 𝑏𝑥

2
  

𝐸 :ُزٌٖ أُغٔٞػخ  =   𝑚 +
1

𝑚
 ;  𝑚 −

1

𝑚
 𝜖ℝ2/  𝑚𝜖ℝ∗  

 ∀𝑚𝜖ℝ∗   ;   𝜑 𝑚 =  𝑚 +
1

𝑚
 ; 𝑚 −

1

𝑚
  

𝑚  . ػذد ؽو٤و٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ 𝑚         ؽ٤ش                  ٝ ٓٔبصَ ًَ ػ٘ظش        +
1

𝑚
 ; 𝑚 −

1

𝑚
  

𝐹 :ث٤ٖ إٔ  =   𝑚 +
1

𝑚
 ;  𝑚 −

1

𝑚
  𝜖 ℝ2/  𝑚 > 0   

𝐹 .ٗؼزجش أُغٔٞػخ     =   𝑥 , 𝑦 𝜖ℝ2  ;   𝑥 ≥ 𝑦2    و  2 = 𝑥2 − 4  

𝑎1
2 + 𝑎2

2 + ⋯ + 𝑎23
2 = 23997 ∀𝑘𝜖 1,2, … ,23   ;   𝑎𝑘 ∧ 24 = 1 ٝ 

1 

 أ

 ب

2 

3 

1 

 أ

 ب

2 

 ب

 𝐈𝐈  

1 

2 

  ن0,50

  ن0,75

  ن1,00

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝑎23  ن0,50  , ⋯ , 𝑎2  , 𝑎1  

     44: الصفحة   -                2012رمضان   -  http:/www.professeurbadr.blogspot.com-  الأجوبة من اقتراح الأستاذ بدر الدين الفاتحي 



 

  

( ن 8,5 ): انتمشٌه انثانث   

 ج

 د

2 

3 

  .0 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝑓ث٤ٖ إٔ   ن0,25

  .0 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝑓ث٤ٖ إٔ 

,0  رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓ث٤ٖ إٔ  +∞ .  

 𝑛 ّػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ . 

 .0 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝑓𝑛ث٤ٖ إٔ 

,0  ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓𝑛أدسط رـ٤شاد اُذاُخ  +∞ .  

𝑓𝑛 𝑥 =
2

𝑛
,0  ك٢ أُغبٍ 𝑎𝑛روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا :                   ، أُؼبدُخ ∗𝑛 ٖٓ ℕث٤ٖ إٔ ٌَُ   +∞ .  

 . ٓزوبسثخ  𝑎𝑛  ر٘بهظ٤خ صْ ث٤ٖ إٔ  𝑎𝑛 اعز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ 

𝑎: ث٤ٖ إٔ  = 0.  

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  𝑓  : ثٔب ٢ِ٣  ∞+
 𝑥 =  𝑥 + 2 𝑒

−2
𝑥

𝑓 0 = 0               
  ;   𝑥 > 0   

,𝒪    ٓ٘ؾ٘بٛب ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ       ٤ٌُٖ  𝒾 , 𝒿   ، ( 2اُٞؽذح𝑐𝑚 ) C          𝑓 

lim :أؽغت 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

𝑡∀  :ث٤ٖ إٔ  ≥ 0     ;   0 ≤ 𝑒−𝑡 + 𝑡 − 1 ≤
𝑡2

2
 

𝑥∀  :ث٤ٖ إٔ  > 0   ;   
−4

𝑥
≤ 𝑓 𝑥 − 𝑥 ≤

4

𝑥2
−

2

𝑥
 

 C          𝑓 . ٣٘جـ٢ رؾذ٣ذ ٓؼبدُزٚ  ∆  ٣وجَ ٓوبسثب ٓبئلا             اعز٘زظ إٔ أُ٘ؾ٠٘ 

 C          𝑓  . ∆   ٝ أُغزو٤ْ       أٗشئ أُ٘ؾ٠٘    

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓𝑛ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ    : ثٔب ٢ِ٣  ∞+
𝑓𝑛 𝑥 =  𝑥 +

2

𝑛
 𝑒

−2
𝑥

𝑓𝑛 0 = 0                   
  ;   𝑥 > 0   

𝑥∀  :ث٤ٖ إٔ  > 0 ,  ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑓𝑛+1 𝑥 −
2

𝑛 + 1
> 𝑓𝑛 𝑥 −

2

𝑛
 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀  :ث٤ٖ إٔ    𝑛𝑎𝑛 = 2𝑒
2
𝑎𝑛 − 2 

𝑎 :ٗؼغ  = lim
∞

𝑎𝑛  

 أ

 أ 3

 ب

 أ 1

 ب

 د

2 

1 

 ب

 ج

 𝐈  

 𝐈𝐈  

 ج

 هـ

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50
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( ن 4,5 ): انتمشٌه انشاتغ   

1 

 أ

 ب

2 

3 

  ن0,25

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝐹ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  = 𝐹 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣  ∞+  𝑓 𝑡 𝑑𝑡
2𝑥

𝑥

 

 ( ٢ٛ اُذاُخ أُؼشكخ ك٢ اُغضء الأٍٝ 𝑓ثؾ٤ش  )

𝑥∀ :   ث٤ٖ إٔ  > 0   ;   𝑥𝑓 𝑥 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥𝑓 2𝑥 .  

,0 :  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ 𝐹ث٤ٖ إٔ  +∞ .  

( 𝐹′𝑑 0  اُؼذد أُشزن ُِذاُخ ٞٛ  𝐹 0 ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ ) 

  .𝐹اػؾ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

= 𝑓 𝒾𝑦:    ثؾ٤ش 𝑦ؽذد اُؼذد اُؾو٤و٢  𝒾𝑦.  

∶ 𝐸 :    أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢  𝑓 𝑧 = 𝑧.  

 اعز٘زظ اٌُزبثخ أُضِض٤خ ٌَُ ٖٓ    

𝑧: ك٢ ٛزا اُغئاٍ ٗلزشع إٔ  = 𝑒𝒾𝛼 0   ؽ٤ش      ≤ 𝛼 < 𝜋 

. 

=       𝑓 𝑧:   ث٤ٖ إٔ  𝒾𝑧𝑓 𝑧 .  

+ 𝑓 𝑧:    ارا ػِٔذ إٔ 𝛼ؽذد  𝑓 𝑧       = 0.  

= 𝑧  ػ٠ِ اُشٌَ  𝑓(𝑧)أًزت  𝑟𝑒𝒾𝜑     ؽ٤ش   : 𝑟, 𝜑 𝜖ℝ+
∗ × ℝ.  

= 𝑧 :   ارا ػِٔذ إٔ 𝑧ؽذد  1   ٝ   ℜ𝑒 𝑓 𝑧  =
1

2
. 

lim :أؽغت 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) 

  :ث٤ٖ إٔ 
𝐹′ 𝑥 = 𝑒

−2
𝑥   𝑥 + 2  𝑒

1
𝑥 − 1 +  3𝑥 + 2 𝑒

1
𝑥 

𝐹′
𝑑 0 = 0                                                                    

  ;   𝑥 > 0   

= 𝑓 𝑧 : ٗؼغ 1− ٓخبُق ُِؼذد 𝑧ٌَُ ػذد ػوذ١ 
𝒾𝑧 − 1

 𝑧 + 1 2
 

  : ؽ٤ش  𝐸  ُؾٍِٞ أُؼبدُخ 𝑧0 ٝ 𝑧1 ٝ 𝑧2ٗشٓضثـ 
ℜ𝑒 𝑧1 > 𝑅𝑒 𝑧2 

ℜ𝑒 𝑧0 = 0          
  

𝑧2 :رؾون إٔ  + 1 = 𝑒𝒾
7𝜋
6  𝑧1 + 1 = 𝑒𝒾

11𝜋
6  ٝ 

 𝐈𝐈𝐈  

 أ

 ب

 أ

 ب

 ج

3 

4 

 أ 1

 ب

2 

 أ

 ب

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,25

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,50

𝑓 

𝑧2  و  𝑧1 
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 ٌٖ٤ُ𝑚 ٝ 𝑛 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ∗  

 ( ن 4,0 ):   التمرين الأول 

 2005أجوبة الدورة العادية  𝟒𝟕 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

∎ 1 

 :ُذ٣٘ب 

𝑛: ثٔب إٔ  ≠ 0 ٝ 𝑚 ≠ 𝑚𝑛:    كبٕ 0 ≠ 0    

  .𝐸 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ∗: ٝ ثبُزب٢ُ 

 𝑚 +
1

𝑚
 ;  𝑚 −

1

𝑚
 ∗  𝑛 +

1

𝑛
 ;  𝑛 −

1

𝑛
 

=  𝑚𝑛 +
1

𝑚𝑛
 ;  𝑚𝑛 −

1

𝑚𝑛
  

 

 ٚ٘ٓ ٝ:  𝑚𝑛 +
1

𝑚𝑛
 ;  𝑚𝑛 −

1

𝑚𝑛
 𝜖 𝐸 

 

 ٌٖ٤ُ𝜑 𝑚  ٝ 𝜑 𝑛  ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐸  

 أ 2 ∎

    ∗,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ ٖٓ  𝜑ارٕ 

 ٌٖ٤ُ𝐴 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐸 .  ارٕ ؽغت رؼش٣ق أُغٔٞػخ𝐸:  

 ٚ٘ٓ ٝ :𝜑  ٖٓ َروبث  ℝ∗,×    ٞٗؾ    𝐸,∗    

    ∗,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜑ٝ ثبُزب٢ُ 

∗ 𝜑 𝑚 1 :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ        𝜑 𝑛 = 𝜑 𝑚𝑛  

 ∃! 𝑚𝜖ℝ∗   ;   𝜑 𝑚 = 𝐴 

 .ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح 

 ٝ ًَ 1  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ اُؼذد  ×,∗ℝ ُذ٣٘ب  

 ٣وجَ ٓٔبصلا 𝑎ػ٘ظش 
1

𝑎
  .× ثبُوبٕٗٞ 

:  رشبًَ روبث٢ِ كبٕ 𝜑ٝ ثٔب إٔ 

   𝐸,∗  ٞٛ صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ  𝜑 1  ػ٘ظش ًَ ٝ 

𝜑 𝑚  ٣وجَ ٓٔبصلا 𝜑  
1

𝑚
 . ∗ ثبُوبٕٗٞ  

= 𝜑 1 :ٝ ُذ٣٘ب   2,0  

𝜑  
1

𝑚
 =  𝑚 +

1

𝑚
 ;  −𝑚 +

1

𝑚
  

 أ 3 ∎

 ٌٖ٤ُ 𝑥, 𝑦  ٖٓ ػ٘ظشا 𝐹  

 ٝ ُلإعبثخ ػ٠ِ ٛزا اُغئاٍ ٗج٤ٖ إٔ أُؼبدُخ

  𝑚1 ٝ 𝑚2ٝ ٓ٘ٚ أُؼبدُخ روجَ ؽ٤ِٖ ٓخزِل٤ٖ 

 𝑚2 ػذد ؽو٤و٢ ٓٞعت هطؼب ارٕ كبشبسح اُؾَ اُضب٢ٗ     اُؾَ 

 لا رٜٔ٘ب ػِٔب أٗٚ رْ ا٣غبد ؽَ ٓٞعت ُِٔؼبدُخ

 :ٗغز٘زظ ارٕ إٔ 

𝑚روجَ ؽِٞلا ٖٓ أعَ   > 0.   

  :ارٕ 
𝑥 ≥ 2

𝑦2 = 𝑥2 − 4
  

𝑚 : ثؾ٤ش 𝑚َٛ ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢ ٓٞعت : ٗطشػ اُغئاٍ  +
1

𝑚
= 𝑥 

𝑚  𝑚روجَ ػ٠ِ الأهَ ؽلا ٓٞعجب  +
1

𝑚
= 𝑥 

𝑚 :ُذ٣٘ب  +
1

𝑚
= 𝑥 

⟺    𝑚2 − 𝑚𝑥 + 1 = 0 

=∆ :ُذ٣٘ب  𝑥2 − 4 =  𝑥 − 2  𝑥 + 2  

𝑥 :كبٕ  :ثٔب إٔ  ≥ 2 ∆> 0 

𝑚1 =
1 +  ∆

2
 𝑚2 =

1 −  ∆

2
 ٝ

  

 ∀𝑥 ≥ 0 ,  ∃𝑚 > 0   ;   𝑥 = 𝑚 +
1

𝑚
 

𝑦2 :ٝ ُذ٣٘ب  = 𝑥2 − 4 

= ± 𝑚2 +
1

𝑚2
+ 2 − 4 = ±  𝑚 −

1

𝑚
 

2

= ±  𝑚 −
1

𝑚
  

𝑦 :ٗخزبس  =  𝑚 −
1

𝑚
  

,𝑥  :ارٕ  𝑦 =  𝑚 +
1

𝑚
, 𝑚 −

1

𝑚
  𝜖 ℝ2   ∕    𝑚 > 0 

𝑚  :ٗ٘طِن ٖٓ  : ػكسٍا +
1

𝑚
, 𝑚 −

1

𝑚
  𝜖 ℝ2   ∕    𝑚 > 0 

𝑚 ُ٘جشٖٛ إٔ أُزشاعؾخ +
1

𝑚
≥ 2 

 :أُزشاعؾخ رٌبكئ 
𝑚2 + 1

𝑚
≥ 2 

𝑚  ٝ :٤ٌُٖ   𝐸ػ٘ظش٣ٖ ٖٓ   +
1

𝑚
 ;  𝑚 −

1

𝑚
   𝑛 +

1

𝑛
 ;  𝑛 −

1

𝑛
  

 ب 2 ∎

ٝ 

𝑦 :ارٕ  = ± 𝑥2 − 4 

𝑚1 
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 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑚ٗؼشة ؽشك٢ أُزشاعؾخ ك٢ اُؼذد أُٞعت 

𝑚2:   ٣ؼ٢٘  − 2𝑚 + 1 ≥ 𝑚 :       أ١ 0 − 1 2 ≥ 0    

  .𝑚ٝ ٛزٙ اُؼجبسح طؾ٤ؾخ ٤ًلٔب ًبٕ اُؼذد اُؾو٤و٢ 

𝑚ٝ ثبلأخض ٖٓ أعَ   > 0   

 :خلاصح 

𝑚2 + 1 ≥ 2𝑚 

𝐹 =   𝑥, 𝑦  𝜖 ℝ2   ∕    𝑥 ≥ 2 ٝ 𝑦2 = 𝑥2 − 4 

=   𝑚 +
1

𝑚
, 𝑚 −

1

𝑚
  𝜖 ℝ2   ∕   𝑚 > 0  

 ب 3 ∎

𝐹: ارٕ   .  2,0  ٗغذ اُضٝط  𝐹ٖٓ ث٤ٖ ػ٘بطش أُغٔٞػخ  ≠ ∅  

𝐹:   ٗغز٘زظ إٔ 𝐹ٝ ٖٓ اُظ٤ـخ اُضب٤ٗخ ُِٔغٔٞػخ  ⊂ 𝐸  

𝑚:    لإٔ  > 0  ⟹   𝑚𝜖ℝ∗  

 ٌٖ٤ُ𝑋𝑚 ٝ 𝑋𝑛 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐹 ثؾ٤ش  : 

 :ُذ٣٘ب 

𝑚:  ثٔب إٔ  > 0  ٝ  𝑛 > :    كبٕ 0
𝑚

𝑛
> 0  ٚ٘ٓ ٝ  𝑋

 
𝑚

𝑛
 
 𝜖 𝐹   

   . ∗,𝐸    صٓشح عضئ٤خ ٖٓ   ∗,𝐹 :   ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ 

 
𝑋𝑚 =  𝑚 +

1

𝑚
 ; 𝑚 −

1

𝑚
   ;   𝑚 > 0

𝑋𝑛 =  𝑛 +
1

𝑛
 ; 𝑛 −

1

𝑛
   ;   𝑛 > 0

  

𝑋𝑚 ∗  𝑋𝑛 ′ =  𝑚 +
1

𝑚
 ; 𝑚 −

1

𝑚
  ∗   𝑛 +

1

𝑛
 ; −𝑛 +

1

𝑛
  

=  
𝑚

𝑛
+

1
𝑚
𝑛

 ;
𝑚

𝑛
−

1
𝑚
𝑛

 = 𝑋
 
𝑚
𝑛

 
 

 . ػذدإ أ٤ُٝبٕ 𝑝 ٝ 3ُذ٣٘ب 

3ارٕ   ∧ 𝑝 =   𝑝 لا روغْ 3  ٝ ٓ٘ٚ 1

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡   : 𝑝3−1 ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓجشٛ٘خ  ≡ 1 3    

 2ٗؼِْ إٔ اُؼذد الأ٢ُٝ اُضٝع٢ اُٞؽ٤ذ ٛٞ 

 . ع٤ٌٕٞ ػذدا كشد٣ب𝑝 كبٗٚ ثبُؼشٝسح 5 ػذد أ٢ُٝ ٝ أًجش ٖٓ 𝑝ٝ ثٔب إٔ 

;   𝑞𝜖ℕ∃ :     ارٕ    𝑝 = 2𝑞 + 1  

;   𝑞𝜖ℕ∃ :     ٣ؼ٢٘    𝑝2 =  2𝑞 + 1 2  

;   𝑞𝜖ℕ∃ :   ُذ٣٘ب    𝑝2 − 1 = 4𝑞 𝑞 + 1    

;   𝑞𝜖ℕ∃ :     ٣ؼ٢٘    𝑝2 = 4𝑞2 + 4𝑞 + 1  

;   𝑞𝜖ℕ∃ :    ٣ؼ٢٘    𝑝2 − 1 = 4𝑞 𝑞 + 1    

𝑞 ٝ  𝑞ٝ ُذ٣٘ب  + .  ػذدإ طؾ٤ؾبٕ ؽج٤ؼ٤بٕ ٓززبثؼبٕ  1

 .ارٕ أؽذٛٔب كشد١ ٝ ا٥خش صٝع٢ 

𝑞 𝑞ٝ ٓ٘ٚ اُغذاء  +  . ػذد صٝع٢ دائٔب  1

;   𝑚𝜖ℕ∃ :  ٣ؼ٢٘    𝑞 𝑞 + 1 = 2𝑚  

;   𝑚𝜖ℕ∃ :   ارٕ    𝑝2 − 1 = 4 2𝑚    

 :ك٢ اُجذا٣خ ٝعت اُزز٤ًش ثبُخبط٤خ اُزب٤ُخ 

3  𝐈  ∎ 

  :إرا كان

24:  ُذ٣٘ب  = 23 × 31   

8 :  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت ٗزبئظ الأعئِخ اُغبثوخ   𝑝2 − 1    ٝ 3  𝑝2 − 1     

23:  ٣ؼ٢٘   𝑝2 − 1    ٝ  31  𝑝2 − 1     

  ػذدإ أ٤ُٝبٕ 2 ٝ 3ٝ ٗؼِْ إٔ 

23 :ارٕ ؽغت اُخبط٤خ أػلاٙ  × 31  𝑝2 − 1      

24:  ٣ؼ٢٘   𝑝2 − 1    

𝑝2:   ٝ ثبُزب٢ُ  ≡ 1 24    

;   𝑚𝜖ℕ∃ :   أ١    𝑝2 − 1 = 8𝑚   

 ٚ٘ٓ ٝ   :8 ∕  𝑝2 − 𝑝2:     أ١       1 ≡ 1 8   

𝑝𝑖    :فئن
𝑛 𝑖

𝑘

𝑖=1

 ∕ 𝑎 

 𝑝1 ٝ 𝑝2 ٝ … ٝ 𝑝𝑘 أػذاد أ٤ُٝخ ٝ ًبٗذ 𝑛1 ٝ 𝑛2 ٝ … ٝ 𝑛𝑘 

;   𝑖∀ :   أػذادا طؾ٤ؾخ ؽج٤ؼ٤خ ثؾ٤ش    𝑝𝑖 
𝑛 𝑖 ∕ 𝑎   

  𝐈  ب 2 ∎

  𝐈  أ 2 ∎

  𝐸   1 عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ 𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ 

𝑋𝑚 :      أ١   ∗  𝑋𝑛 ′  𝜖 𝐹    2  

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثاني 

∎  𝐈  1 



 

  

 ( ن 8,5 ):   التمرين الثالث 
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 : ٝ أش٤ش ا٠ُ أٗٚ ٣ٞعذ شٌَ آخش ُِخبط٤خ أُزًٞسح ٝ ٛٞ ًبُزب٢ُ 

 
𝑚 𝑎           
𝑛 𝑎            
𝑚 ∧ 𝑛 = 1

    ⟹      𝑚𝑛 ∕ 𝑎  

 𝐈𝐈  ∎ 1 

𝑎:   ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ثؾ٤ش 𝑎ُذ٣٘ب  ∧ 24 = 1   

 :ٗلظَ ث٤ٖ ؽبُز٤ٖ 

 . ػذدا أ٤ُٝب𝑎ارا ًبٕ : اُؾبُخ الأ٠ُٝ 

2:  ُذ٣٘ب  ∧ 24 ≠ 1  ٝ  3 ∧ 24 ≠ 1   ٝ   5 ∧ 24 ≠ 1   

 5 ػذد أ٢ُٝ أًجش ٖٓ 𝑎: ارٕ 

  ؿ٤ش أ𝑎٢ُٝارا ًبٕ : اُؾبُخ اُضب٤ٗخ 

  ٌٖ٤ُ 𝑝1
𝑛1𝑝2

𝑛2 ⋯𝑝𝑘
𝑛𝑘  رل٤ٌي اُؼذد   𝑎 ا٠ُ عذاء ػٞآَ أ٤ُٝخ  

𝑎ثٔب إٔ   ∧ 24 = 𝑎:     أ١ 1 ∧  2331 = 1    

 3 ٝ رخبُق 2 رخبُق 𝑝1 ٝ 𝑝2 ٝ  ... ٝ𝑝𝑘ع٤ٔغ الأػذاد الأ٤ُٝخ : كبٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ    : ∀𝑖𝜖 1, 𝑘    ;   𝑝𝑖 ≥ 5  

 .ارٕ ٣ٌٔ٘٘ب اعزؼٔبٍ ٗزبئظ اُلوشح الأ٠ُٝ ٖٓ اُزٔش٣ٖ

𝑎2 :ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٗزبئظ اُلوشح      ≡ 1 24       𝐈  

𝑝1:   ُذ٣٘ب 
2 ≡ 𝑝1 :      ارٕ  24 1

2 𝑛1 ≡ 1 24    

𝑝2:   ٝ ُذ٣٘ب 
2 ≡ 𝑝2 :      ارٕ  24 1

2 𝑛2 ≡ 1 24    

𝑝3:   ٝ ُذ٣٘ب 
2 ≡ 𝑝3 :      ارٕ  24 1

2 𝑛3 ≡ 1 24    

𝑝𝑘:   ٝ ُذ٣٘ب 
2 ≡ 𝑝𝑘 :      ارٕ  24 1

2 
𝑛𝑘 ≡ 1 24    

⋮ ⋮ 
⋮ ⋮ 

𝑝1 :ػ٘ذ أُشٝس ا٠ُ اُغذاء ٗؾظَ ػ٠ِ 
2𝑛1𝑝2

2𝑛2𝑝3
2𝑛3 ⋯𝑝𝑘

2𝑛𝑘 ≡ 1 24  

 ٚ٘ٓ ٝ     :  𝑝1
𝑛1𝑝2

𝑛2𝑝3
𝑛3 ⋯𝑝𝑘

𝑛𝑘 
2

≡ 1 24  

𝑎2 :     ٝ ثبُزب٢ُ  ≡ 1 24  

 .عٞف ٗغزؼَٔ اُجشٛبٕ ثبُخِق

  𝑎1 ٝ 𝑎2ٝ  .... ٝ𝑎23ٗلزشع ٝعٞد الأػذاد 

;   𝑘𝜖 1,23∀ :  ثؾ٤ش   𝑎𝑘 ∧ 24 = 1  ٝ  𝑎1
2 + ⋯ + 𝑎23

2 = 23997  

 24 أ٢ُٝ ٓغ     ُذ٣٘ب ًَ ػذد 

 :ػ٘ذ أُشٝس ا٠ُ اُغٔغ ث٤ٖ ٛزٙ أُزلبٝربد ٗؾظَ ػ٠ِ 

23:     ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ  ≡ 21 24    

24:  ٣ؼ٢٘  ∕    ٝ ٛزا ٓغزؾ٤َ ثطج٤ؼخ اُؾب2ٍ

 24 أ٤ُٝخ ٓغ 𝑎1 ٝ 𝑎2 ٝ ⋯ ٝ 𝑎23لا ٝعٞد لأػذاد : ٝ ثبُزب٢ُ 

𝑎1:ٝ رؾون 
2 + 𝑎2

2 + ⋯ + 𝑎23
2 = 23997     

     

 𝐈𝐈  1  ارٕ ؽغت اُغئاٍ

 
 

 
𝑎1

2 ≡ 1 24 

𝑎2
2 ≡ 1 24 
⋮          

𝑎23
2 ≡ 1 24 

     

𝑎1
2+𝑎2

2 + 𝑎3
2 + ⋯ + 𝑎23

2 ≡ 23 24  

 𝐈𝐈  ∎ 2 

 :ُذ٣٘ب 

 . ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش 𝑓ارٕ 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

 𝑥 + 2 𝑒
−2
𝑥 = 2 × 𝑒−∞ = 0 = 𝑓(0) 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0+

 𝑥 + 2 𝑒
−2
𝑥

𝑥
 

⟺      lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0+
 1 +

2

𝑥
 𝑒

−2
𝑥  

=      lim
𝑥→0+

𝑒
−2
𝑥 − lim

𝑥→0+
 
−2

𝑥
 𝑒

−2
𝑥  

=      0 − lim
𝑢→−∞

𝑢=
−2
𝑥

𝑢𝑒𝑢  

=      0 − 0 =  0 = 𝑓𝑑
′ 0  

  𝐈  أ 1 ∎

  𝐈  ب 1 ∎

⟺      23997 ≡ 23 24   1  

23997 : ٗغزؼ٤ٖ ثب٥ُخ اُؾبعجخ ُ٘ؾظَ ػ٠ِ  ≡ 21 24   2  

𝑎𝑘  



 

  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ 0  ػ٘ظشا, +∞   

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓ارٕ  +∞ .  

𝑓 :ارٕ  ′ 𝑥 = 𝑒
−2
𝑥 +  

−2

𝑥
 
′

 𝑥 + 2 𝑒
−2
𝑥  

⟺     𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒
−2
𝑥 +

2

𝑥2
 𝑥 + 2 𝑒

−2
𝑥  

⟺     𝑓 ′ 𝑥 =  
2𝑥 + 4 + 𝑥2

𝑥2  𝑒
−2
𝑥  

⟺     𝑓 ′ 𝑥 =  
𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 3

𝑥2  𝑒
−2
𝑥  

⟺     𝑓 ′ 𝑥 =  
 𝑥 + 1 2 + 3

𝑥2  𝑒
−2
𝑥 > 0 

⟺      lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 + 2      𝑒
−2
𝑥 = +∞ 

+∞ +∞ 

+∞ 1 

 ٌٖ٤ُ𝑡 ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب  

𝑡:  ُذ٣٘ب  ≥ 𝑡−:    ارٕ 0 ≤ 0   

 ٚ٘ٓ ٝ : −𝑒−𝑡 ≤ ≥ 𝑕′ 𝑡:    ٣ؼ٢٘ 1− 𝜑′ 𝑡    

= 𝑕 0:  ٝ ثٔب إٔ  𝜑 0 = 1   

,𝑡 𝜖  0 ∀:    كبٕ  +∞    ;    𝑕(𝑡) ≤ 𝜑 𝑡   

𝑒−𝑡−: ٗغز٘زظ إٔ  1 ٖٓ اُ٘ز٤غخ  ≥ 𝑡 − 1   

𝑕′(𝑡):    ارٕ  ≥ 𝜓′(𝑡)   

= 𝑕 0:    ٝ ثٔب إٔ  𝜓 0 = 1   

𝑕(𝑡):   كبٕ  ≥ 𝜓 𝑡    

  ∀ 𝑡 𝜖  0, +∞    ;   1 − 𝑡 ≤ 𝑒−𝑡 ≤ 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
   

 : ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ 

 :ٗؼغ 

 
 

 
𝜑 𝑡 = 1 − 𝑡        

𝜓 𝑡 = 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
𝑕 𝑡 = 𝑒−𝑡           

  

  :ارٕ 

𝜑′ 𝑡 = −1     

𝜓′ 𝑡 = 𝑡 − 1

𝑕′ 𝑡 = −𝑒−𝑡   

   

,𝑡 𝜖  0 ∀   :ٝ ثبُزب٢ُ  +∞    ;   0 ≤ 𝑒−𝑡 + 𝑡 − 1 ≤
𝑡2

2
   

  ٌٖ٤ُ𝑥 >   ارٕ   0
2

𝑥
> 0   

𝑥 ٗؼشة ؽشك٢ ٛزا اُزؤؽ٤ش ك٢ اُؼذد أُٞعت  +  : ٗؾظَ ػ٠ِ  2

C          ٖٓ 1  ٝ  2  ٕٓؼبدُزٚ  ∞+    ٣وجَ ٓوبسثب ٓبئلا ثغٞاس     :  ٗغز٘زظ أ 𝑦 = 𝑥 

0   ب 2 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُغئاٍ ≤ 𝑒
−2

𝑥 +
2

𝑥
− 1 ≤

1

2
 

2

𝑥
 

2
   

 ٚ٘ٓ ٝ:    1 −
2

𝑥
 ≤ 𝑒

−2

𝑥 ≤  1 −
2

𝑥
+

2

𝑥2    

   𝑥 + 2  1 −
2

𝑥
 ≤  𝑥 + 2 𝑒

−2

𝑥 ≤  𝑥 + 2  1 −
2

𝑥
+

2

𝑥2    

𝑥    :ثؼذ اُ٘شش ٝ اُزجغ٤ؾ ٗؾظَ ػ٠ِ  −
4

𝑥
 ≤ 𝑓(𝑥) ≤  𝑥 −

2

𝑥
+

4

𝑥2    

𝑥∀    :ارٕ  > 0   ;   
−4

𝑥
≤ 𝑓 𝑥 − 𝑥 ≤

−2

𝑥
+

4

𝑥2   

𝑥∀    :ُذ٣٘ب  > 0   ;   
−4

𝑥
≤ 𝑓 𝑥 − 𝑥 ≤

−2

𝑥
+

4

𝑥2   

lim :ثٔب إٔ 
𝑥→+∞

 
−4

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 

4

𝑥2
−

2

𝑥
 = 0 

lim :كبٕ 
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 − 𝑥 = 0  1  

lim أ 2 ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = +∞  2  
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𝓲 

𝓳 

C         

𝓞 

  𝐈  ج 1 ∎

  𝐈  2 ج ∎

  𝐈  2 أ ∎

  𝐈  ب 2 ∎

  𝐈  د 2 ∎

∎ 3  𝐈  

𝑓 𝑥 =  𝑥 + 2 𝑒
−2
𝑥  :ُذ٣٘ب  

,𝑡 𝜖  0 ∀ :٣ؼ٢٘  +∞    ;    𝑒−𝑡 ≤ 1 − 𝑡    1  

,𝑡 𝜖  0 ∀ :٣ؼ٢٘  +∞    ;    𝑒−𝑡 ≥ 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
    2  
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𝑓𝑛 𝑑 : ٝ ُذ٣٘ب . هبثِخ ُلاشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش      ارٕ 
′  0 = 0  

 𝐈𝐈  ∎ 2 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ 0  ػ٘ظشا, +∞ .  

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓𝑛ارٕ  +∞ .  

= 𝑓𝑛 𝑥 :ُذ٣٘ب   𝑥 +
2

𝑛
 𝑒

−2
𝑥  

 𝐈𝐈  ∎ 3 أ 

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓𝑛ُذ٣٘ب  +∞ .  

,0  روبثَ ٖٓ أُغبٍ 𝑓nارٕ  ,𝑓𝑛  0 ٗؾٞ أُغبٍ  ∞+ +∞    

;𝑓𝑛  0 :  ٝ ُذ٣٘ب  +∞  =  lim
𝑥→0+

𝑓𝑛 𝑥 ; lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥  =  0; +∞  

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ φ: ُذ٣٘ب  +∞  

𝜑𝑛لإٔ 
′  𝑥 = 𝑓𝑛

′ 𝑥 > 0  

,0  روبثَ ٖٓ أُغبٍ 𝜑𝑛ارٕ    ٗؾٞ أُغبٍ  ∞+

 𝜑𝑛 0 ; lim
𝑥→+∞

𝜑𝑛 𝑥  =  0; +∞  

,0  ٖٓ أُغبٍ 𝑎𝑛ٝ ٖٓ ٛزا اُزوبثَ ٗغز٘زظ ٝعٞد ػذد ٝؽ٤ذ  +∞  

= 𝜑𝑛 𝑎𝑛    :  ثؾ٤ش 0  

= 𝑓𝑛 𝑎𝑛 :    ٣ؼ٢٘ 
2

𝑛
 

 𝐈𝐈  ∎ 3  ب

 𝑓𝑛+1 𝑥 −
2

𝑛 + 1
 −  𝑓𝑛 𝑥 −

2

𝑛
  

=
2

𝑛 𝑛 + 1 
+ 𝑒

−2
𝑥  

−2

𝑛 𝑛 + 1 
  

=
−2

𝑛 𝑛 + 1 
 𝑒

−2
𝑥 − 1  

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑒
−2

𝑥 < 𝑒:    ٣ؼ٢٘ 1
−2

𝑥 − 1 < 0   

 ٚ٘ٓ ٝ: 

𝑥ٝ ُذ٣٘ب  >   ارٕ   0
−2

𝑥
< 0 

 :    ٝ ثبُزب٢ُ 
−2

𝑛 𝑛 + 1 
 𝑒

−2
𝑥 − 1 > 0 

 ∀𝑥 > 0 ,  ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑓𝑛+1 𝑥 −
2

𝑛 + 1
> 𝑓𝑛 𝑥 −

2

𝑛
 

 𝐈𝐈  ∎ 3  ج

− 𝑓𝑛+1 𝑥   :ُذ٣٘ب 
2

𝑛 + 1
> 𝑓𝑛 𝑥 −

2

𝑛
 

⟺   lim
𝑥→+∞

 𝑓𝑛+1 𝑥 −
2

𝑛 + 1
   > lim

𝑥→+∞
 𝑓𝑛 𝑥 −

2

𝑛
  

⟺    0 − 𝑓𝑛 𝑎𝑛+1  > 0 − 𝑓𝑛 𝑎𝑛  

⟺    𝑓𝑛 𝑎𝑛+1  < 𝑓𝑛 𝑎𝑛  

𝑎𝑛+1:   داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب كبٕ 𝑓ٝ ثٔب إٔ  < 𝑎𝑛  

 . كبٜٗب ٓزوبسثخ0ٝ ثٔب أٜٗب ٓظـٞسح ثبُؼذد .   ر٘بهظ٤خ 𝑎𝑛 𝑛 ٝ ٓ٘ٚ أُززب٤ُخ  

 𝐈𝐈  ∎ 3 د 

= 𝑓𝑛 𝑎𝑛 :ُذ٣٘ب 
2

𝑛
 

𝑎𝑛  :٣ؼ٢٘  +
2

𝑛
 𝑒

−2
𝑎𝑛 =

2

𝑛
 

 :٣ؼ٢٘ 
 𝑎𝑛 +

2
𝑛 

𝑒
2
𝑎𝑛

=
2

𝑛
 

 ٚ٘ٓ ٝ: 2𝑒
2
𝑎𝑛 = 𝑛  𝑎𝑛 +

2

𝑛
  

 ٚ٘ٓ ٝ: 2𝑒
2
𝑎𝑛 − 2 = 𝑛𝑎𝑛  

2𝑒 :أ١ 
2
𝑎𝑛 = 𝑛𝑎𝑛 + 2 

= 𝜑𝑛 𝑥 :ٗؼغ  𝑓𝑛 𝑥 −
2

𝑛
 

lim
𝑥→0+

𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓𝑛 0 

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0+

 𝑥 +
2
𝑛
 𝑒

−2
𝑥

𝑥

= lim
𝑥→0+

 1 +
2

𝑛𝑥
 𝑒

−2
𝑥  

= lim
𝑥→0+

𝑒
−2
𝑥 + lim

𝑥→0+

1

𝑛

1

 
𝑒

2
𝑥

2
𝑥

 

 

= 0 +  
1

𝑛
  

1

+∞
 = 0 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑓𝑛
′ 𝑥 =  𝑒

−2
𝑥  +  

−2

𝑥
 
′

 𝑥 +
2

𝑛
 𝑒

−2
𝑥  

=  𝑒
−2
𝑥  +

2

𝑥2
 𝑥 +

2

𝑛
 𝑒

−2
𝑥  

=  1 +
2

𝑥2
 𝑥 +

2

𝑛
  𝑒

−2
𝑥 > 0 

 𝐈𝐈  ∎ 1  هـ

𝑓𝑛  



 

  

 2005أجوبة الدورة العادية  𝟓𝟐 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 

𝑎:  ٗلزشع إٔ  ≠ 0   

 𝐈𝐈  ∎ 3 

ٝ 

𝑎:  ٝ ٛزا ر٘بهغ ارٕ  = 0   

2𝑒 :ُذ٣٘ب 
2
𝑎𝑛 − 2 = 𝑛𝑎𝑛  

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑛∞

𝑛𝑎𝑛 =  +∞ × 𝑎 = +∞ 

lim
𝑛∞

 2𝑒
2
𝑎𝑛 − 2 = 2𝑒

2
𝑎 − 2 

2𝑒 :ارٕ 
2
𝑎 − 2 = +∞ 

 ∎  𝐈𝐈𝐈  أ 1

 ٌٖ٤ُ𝑥 ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب ثؾ٤ش   :𝑥 < 2𝑥   

 ٌٖ٤ُ ٝ𝑡 ػذدا ؽو٤و٤ب ثؾ٤ش   :𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑥   

,0  رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓ثٔب إٔ  +∞    

𝑓(𝑥):  كبٕ  ≤ 𝑓(𝑡) ≤ 𝑓(2𝑥)   

,0  ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ  𝑓ٝ ثٔب إٔ  +∞ .   

𝑓(𝑥)  :    كبٕ 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑓(2𝑥)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

𝑓(𝑥) 𝑡 𝑥 :٣ؼ٢٘ 
2𝑥 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑓(2𝑥) 𝑡 𝑥

2𝑥  

𝑥𝑓(𝑥) :أ١  ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥𝑓(2𝑥) 

1  𝐈𝐈𝐈  ∎ ب 

𝐹(𝑥) :ُذ٣٘ب  ≥ 𝑥𝑓(𝑥) 

lim :ٝ ٗؼِْ إٔ 
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = +∞ 

lim :ارٕ 
𝑥→+∞

𝑥𝑓 𝑥 = +∞ 

 ٚ٘ٓ ٝ: lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = +∞ 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ 0  ػ٘ظشا, +∞    

,0  داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ  𝑓ُذ٣٘ب  +∞    

= 𝜓′ 𝑥:   ثؾ٤ش 𝜓 روجَ داُخ أط٤ِخ 𝑓ارٕ  𝑓(𝑥)   

 :ُذ٣٘ب 

𝑥:  ثٔب إٔ  → 2𝑥  ٝ  𝑥 → 𝜓(𝑥) هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ  

,0 أُغبٍ   +∞    

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ  𝐹كبٕ  +∞ .   

𝐹𝑑 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش ٝ   𝑓: ٝ ثبُزب٢ُ 
′  0 = 0   

𝑥𝑓(𝑥) :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥𝑓(2𝑥) 

𝑓(𝑥) :٣ؼ٢٘  ≤
𝐹(𝑥)

𝑥
≤ 𝑓(2𝑥) 

𝑓(𝑥) :٣ؼ٢٘  ≤
𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
≤ 𝑓(2𝑥) 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(2𝑥) = 0 

 ٚ٘ٓ ٝ: lim
𝑥→+∞

 
𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
 = 0 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2  أ

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2  ب

 أ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ

𝐹 𝑥 = 𝜓 2𝑥 − 𝜓 𝑥  

= 𝐹′ 𝑥 :ارٕ  2𝜓′ 2𝑥 − 𝜓′ 𝑥  

⟺     𝐹′ 𝑥 = 2𝑓 2𝑥 − 𝑓 𝑥  

⟺     𝐹′ 𝑥 = 2 2𝑥 + 2 𝑒
−1
𝑥 −  𝑥 + 2 𝑒

−2
𝑥  

⟺     𝐹′ 𝑥 = 𝑒
−2
𝑥  2 2𝑥 + 2 𝑒

1
𝑥 −  𝑥 + 2   

⟺     𝐹′ 𝑥 = 𝑒
−2
𝑥   4𝑥 + 4 𝑒

1
𝑥 −  𝑥 + 2   

⟺     𝐹′ 𝑥 = 𝑒
−2
𝑥   𝑥 + 2 + 3𝑥 + 2 𝑒

1
𝑥 −  𝑥 + 2   

⟺     𝐹′ 𝑥 = 𝑒
−2
𝑥   𝑥 + 2 𝑒

1
𝑥 +  3𝑥 + 2 𝑒

1
𝑥 −  𝑥 + 2   

⟺   𝐹′ 𝑥 = 𝑒
−2
𝑥   𝑥 + 2  𝑒

1
𝑥 − 1 +  3𝑥 + 2 𝑒

1
𝑥  

𝐹𝑑 2 أ ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اُغئاٍ
′  0 = 0 

𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 =  𝑓(𝑡)
0

𝑥

𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
2𝑥

0

𝑑𝑡 

= −𝜓 𝑥 + 𝜓 2𝑥  



 

  

𝑥:  ثٔب إٔ  > 𝑒:    كبٕ 0
1

𝑥 − 1 > 0   

 ( ن 4,5 ):   التمرين الرابع 
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3  𝐈𝐈𝐈  ∎ 

   ٝ 3𝑥 + 2 > 0    ٝ    𝑥 + 2 > 0    

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝐹′ 𝑥 > 0   

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ  +∞ .   

⟺      
𝑖 𝑖𝑦 − 1

 𝑖𝑦 + 1 2
= 𝑖𝑦 

𝑥𝑓(𝑥) :      ٝ ُذ٣٘ب  ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥𝑓(2𝑥) 

ٝ lim
𝑥→0+

𝑥𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑥𝑓(2𝑥) = 0 

lim :ارٕ 
𝑥→0+

𝐹(𝑥) = 0 

𝑥 0 +∞ 

0 

𝐹 

𝐹′(𝑥) + 

+∞ 

 أ 1 ∎

= 𝑓 𝑖𝑦:    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  𝑖𝑦  

⟺      𝑖𝑦 𝑖𝑦 + 1 2 = −𝑦 − 1 

⟺      𝑖𝑦 −𝑦2 + 2𝑖𝑦 + 1 = −𝑦 − 1 

⟺      −𝑖𝑦3 + 𝑖𝑦 − 2𝑦2 = −𝑦 − 1 

⟺      𝑖 −𝑦3 + 𝑦 +  1 − 𝑦 = 0 

⟺       
 −𝑦3 + 𝑦 = 0
 1 − 𝑦 = 0

  

⟺       
𝑦 1 − 𝑦  1 + 𝑦 = 0
 1 − 𝑦 = 0            

  

⟺       
𝑦 = 𝑦  أٝ  0 = 𝑦  أٝ  1 = −1
𝑦 = 1                                     

  

⟺      𝑦 = 1 

= 𝑓 𝑖:       ٝ ثبُزب٢ُ  𝑖 

 1 ∎ ب

= 𝑓 𝑧:    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  𝑧  

⟺      
𝑖𝑧 − 1

𝑧2 + 2𝑧 + 1
= 𝑧 

⟺      𝑧3 + 2𝑧2 + 𝑧 = 𝑖𝑧 − 1 

⟺      𝑧3 + 2𝑧2 +  1 − 𝑖 𝑧 + 1 = 0 

 أ  ٝ رُي ؽغت اُغئا1ٍٛزٙ أُؼبدُخ روجَ ؽلا خبطب ٝ ٛٞ اُؼذد 

z3ٗ٘غض اُوغٔخ الأه٤ِذ٣خ ُِؾذٝد٣خ   + 2z2 +  1 − 𝑖 𝑧 + 1  

𝑧 ػ٠ِ اُؾذٝد٣خ   − 𝑖  ٗؾظَ ػ٠ِ  : 

    𝑧 − 𝑖  𝑧2 +  2 + 𝑖 𝑧 + 𝑖 = 0 

𝑧2ثزؼ٤َٔ صلاص٤خ اُؾذٝد   +  2 − 𝑖 𝑧 + 𝑖 ٗؾظَ ػ٠ِ  : 

=∆:    ُذ٣٘ب   2 − 𝑖 2 − 4𝑖 = 3   

  :𝑧1 ٝ 𝑧2ارٕ صلاص٤خ اُؾذٝد روجَ عزس٣ٖ 

= 𝑓 𝑧أُؼبدُخ : ٝ ثبُزب٢ُ  𝑧 روجَ صلاصخ ؽٍِٞ ٝ ٢ٛ : z0 = 𝑖 ٝ 𝑧1 ٝ 𝑧2.  

𝑧1 = −1 +
 3

2
−

1

2
𝑖 𝑧2 = −1 −

 3

2
−

1

2
𝑖 ٝ 

 أ 2 ∎

 :ٝ ثٔب إٔ 
11𝜋

6
≡

−𝜋

6
 2𝜋  

𝑧1 :كبٕ  + 1 = 𝑒
−𝜋𝑖

6 = 𝑒
11𝜋

6   1  

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

𝑧2 + 1 =
− 3

2
−

1

2
𝑖 = −cos  

𝜋

6
 − 𝑖 sin  

𝜋

6
   

= cos  𝜋 −
𝜋

6
 − 𝑖 sin  𝜋 −

𝜋

6
   

= cos  
5𝜋

6
 − 𝑖 sin  

5𝜋

6
   

= cos  
−5𝜋

6
 + 𝑖 sin  

−5𝜋

6
 = 𝑒

−5𝑖𝜋
6   

𝑧1 :ُذ٣٘ب  + 1 =
 3

2
−

1

2
𝑖 = cos  

𝜋

6
 − 𝑖 sin  

𝜋

6
   

= cos  
−𝜋

6
 + 𝑖 sin  

−𝜋

6
   

= 𝑒
−𝑖𝜋

6   
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 :ٝ ثٔب إٔ 
7π

6
≡

−5π

6
 2π  

𝑧2 :كبٕ  + 1 = 𝑒
−5𝑖𝜋

6 =  𝑒
7𝑖𝜋

6   2  

 ٌٖ٤ُ𝑧1 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 .  1 ُذ٣٘ب ؽغت اُ٘ز٤غخ :  𝑧1 + 1 = 𝑒
11𝜋

6  

⟺      𝑧1 + 1 = 𝑒
11𝑖𝜋

6  

⟺      𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑒
11𝑖𝜋

6 − 1 

⟺       𝑆1 :  
𝑟 cos 𝜃 = cos  

11𝜋

6
 − 1

𝑟 sin 𝜃 = 𝑠𝑖𝑛  
11𝜋

6
       

  

  .𝒓نىحسة أولا 
 

= cos 2𝜃:  ٗغزؼ٤ٖ ثبُؼلاهخ أُضِض٤خ اُزب٤ُخ  2 cos2 𝜃 − 1  

 :ٗؾظَ ػ٠ِ 

cos2:  صْ ٗغزؼ٤ٖ ثؼذ رُي ثبُؼلاهخ أُضِض٤خ اُزب٤ُخ  𝜃 + sin2 𝜃 = 1  

 ٗؼِْ إٔ ٓؼ٤بس ػذد ػوذ١ ٣ٌٕٞ دائٔب ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب

 : ٗؾظَ ػ٠ِ   𝑆1  ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٖٓ اُ٘ظٔخ𝑟ٗؼٞع 

= sin 2𝜑:  ٗغزؼ٤ٖ ثبُؼلاهخ أُضِض٤خ اُزب٤ُخ  2 cos 𝜑 sin 𝜑   

 :ٗؾظَ ػ٠ِ 

 𝑟 cos 𝜃 2 +  𝑟 sin 𝜃 2 =  cos  
11𝜋

6
 − 1 

2

+  sin  
11𝜋

6
  

2

 

⟺   𝑟2 = cos2  
11𝜋

6
 + 1 − 2 𝑐𝑜𝑠  

11𝜋

6
 + sin2  

11𝜋

6
  

⟺   𝑟2 = 2  1 − 𝑐𝑜𝑠  
11𝜋

6
   

⟺   𝑟2 = 2  1 − 2𝑐𝑜𝑠2  
11𝜋

12
 + 1  

⟺   𝑟2 = 4  1 − 𝑐𝑜𝑠2  
11𝜋

12
   

𝑟2   :ٗؾظَ ػ٠ِ  = 4 sin2  
11𝜋

12
  

 ٚ٘ٓ ٝ:   𝑟 = ±2 sin  
11𝜋

12
  

𝑟   :ارٕ  = 2 sin  
11𝜋

12
  

  2 sin  
11𝜋

12
 sin 𝜃 = sin  

11𝜋

6
  

⟺       2 sin 𝜃 =
1

2
 

sin  
11𝜋

6  

sin  
11𝜋
12  

  

 sin 𝜃 =  
sin  

11𝜋
6

 

sin  
11𝜋
12

 
 =

1

2
 

2 cos  
11𝜋
12

 sin  
11𝜋
12

 

𝑠𝑖𝑛  
11𝜋
12

 
  

 ⟺     sin 𝜃 = cos  
11𝜋

12
 = sin  

11𝜋

12
+

𝜋

2
 = sin  

17𝜋

12
  

 ⟺     sin 𝜃 = sin  
17𝜋

12
  

 ⟹     𝜃 ≡
17𝜋

12
 2𝜋  

𝑧1 :ٝ ثبُزب٢ُ  = 2 sin  
11𝜋

12
 𝑒

17𝑖𝜋
12  

 ٌٖ٤ُ𝑧2 = 𝑠𝑒𝑖𝜑 .  2 ُذ٣٘ب ؽغت اُ٘ز٤غخ :  𝑧2 + 1 =  𝑒
7𝑖𝜋

6  

⟺      𝑧2 + 1 =  𝑒
7𝑖𝜋

6  

⟺      𝑧2 =  𝑒
7𝑖𝜋

6 − 1 

⟺      𝑠𝑒𝑖𝜑 =  𝑒
7𝑖𝜋

6 − 1 

⟺       𝑆2 ∶  
𝑠 cos 𝜑 = cos  

7𝜋

6
 − 1

𝑠 sin 𝜑 = 𝑠𝑖𝑛  
7𝜋

6
       

  

  .𝑠ث٘لظ اُطش٣وخ ٗؾغت أٝلا 

 ٗؼِْ إٔ ٓؼ٤بس ػذد ػوذ١ ٣ٌٕٞ دائٔب ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب

  2 sin  
7𝜋

12
 sin 𝜑 = sin  

7𝜋

6
  

𝑠   :ارٕ  = 2 sin  
7𝜋

12
  

ث٘لظ 

 اُطش٣وخ

 ⟺       𝑠 = ±2 sin  
7𝜋

12
   𝑠2 = 2  1 − 𝑐𝑜𝑠  

7𝜋

6
   

 : ٗؾظَ ػ٠ِ   𝑆2  ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٖٓ اُ٘ظٔخ𝑠ٗؼٞع 

⟺     sin 𝜑 =
1

2
 

sin  
7𝜋
6  

sin  
7𝜋
12 

 ===== sin  
13𝜋

12
  

ث٘لظ 

 اُطش٣وخ

 ٚ٘ٓ ٝ:  ⟹     𝜑 ≡
13𝜋

12
 2𝜋  

𝑧2 :ٝ ثبُزب٢ُ  = 2 sin  
7𝜋

12
 𝑒

13𝑖𝜋
12  

 ب 2 ∎
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𝑧:  ُذ٣٘ب  = 𝑒𝑖𝛼 ٕار     : 𝑧 = 1 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑧𝑧 = 1    

 3 أ ∎

 :ُذ٣٘ب 

+ 𝑓 𝑧:    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  𝑓 𝑧       = 0  

 3 ∎ ب

⟺      𝑓 𝑧 + 𝑖𝑧𝑓 𝑧 = 0 

⟺       1 + 𝑖𝑧 𝑓 𝑧 = 0 

⟺       
 1 + 𝑖𝑧 = 0
𝑓 𝑧 = 0  

  

⟺       
   1 + 𝑖𝑧 = 0
   𝑖𝑧 − 1 = 0

  

⟺       
   𝑧 = 𝑖

   𝑧 = −𝑖
  

⟺          𝑒𝑖𝛼 = 𝑒
𝑖𝜋
2

   𝑒𝑖𝛼 = 𝑒
−𝑖𝜋

2

  

⟹      𝛼 ≡
𝜋

2
 𝜋  

0:  ثٔب إٔ  ≤ α ≤ π ٕار   α رؤخز ه٤ٔخ ٝؽ٤ذح ٝ ٢ٛ  :
π

2
  

𝛼      :ٝ ثبُزب٢ُ  ≡
𝜋

2
 

 ج 3 ∎

𝑧:  ُذ٣٘ب  = 𝑒𝑖𝛼    

 .ك٢ ٛزا اُغئاٍ ٣غت اعزؾؼبس ع٤ٔغ هٞاػذ اُؾغبة أُضِض٢

= 𝑓 𝑧 :ُذ٣٘ب  𝑓 𝑒𝑖𝛼  =
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

 𝑒𝑖𝛼 + 1 2
 

𝑒𝑖𝛼  :ٝ ُذ٣٘ب  + 1 
2

=  cos 𝛼 + 𝑖 sin 𝛼 + 1 2 

⟺      𝑒𝑖𝛼 + 1 
2

=  cos 𝛼 + 𝑖 sin 𝛼 + 1 2 

=  2 cos2  
𝛼

2
 − 1 + 2𝑖 sin  

𝛼

2
 cos  

𝛼

2
 + 1 

2

 

=  2 cos2  
𝛼

2
 + 2𝑖 sin  

𝛼

2
 cos  

𝛼

2
  

2

 

=  2 cos  
𝛼

2
  cos  

𝛼

2
 + 𝑖 sin  

𝛼

2
   

2

 

= 4 cos2  
𝛼

2
  𝑒

𝑖𝛼
2  

2

 

= 4 cos2  
𝛼

2
 𝑒𝑖𝛼  

𝑓 𝑧 =
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

4 𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2 𝑒𝑖𝛼

=  
1

2 𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2 

  
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

2𝑒𝑖𝛼
 :ارٕ   

  :ع٘ؾبٍٝ ا٥ٕ ا٣غبد اُشٌَ أُضِض٢ ُِزؼج٤ش 
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

2𝑒𝑖𝛼
  

  :ٗؼغ 
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

2𝑒𝑖𝛼
 = 𝑟𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑖 𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺     𝑒−𝑖𝛼  𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1 = 2𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 2𝑖 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺    𝑖 −  𝑒−𝑖𝛼 = 2𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 2𝑖 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺    𝑖 −  𝑐𝑜𝑠 −𝛼 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 −𝛼 = 2𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 2𝑖 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺    𝑖 −  𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = 2𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 2𝑖 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺    − 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑖  1 + 𝑠𝑖𝑛 𝛼  = 2𝑟𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑖 2𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜑   

⟺     
− 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 2𝑟𝑐𝑜𝑠 𝜑 

1 + 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = 2𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜑 
  

2𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜑 2  :ُذ٣٘ب  +  2𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜑 2 = 4𝑟2 

⟺       − 𝑐𝑜𝑠𝜑 2 +  1 + 𝑠𝑖𝑛 𝛼  
2

= 4𝑟2 

⟺      2 1 + 𝑠𝑖𝑛 𝛼  = 4𝑟2 

⟺      2  1 − 𝑐𝑜𝑠  𝛼 +
𝜋

2
  = 4𝑟2 

𝑓 𝑧       =  
𝑖𝑧 − 1

 𝑧 + 1 2
 

              
=

−𝑖𝑧 − 1

 𝑧 + 1 2
=

𝑧 𝑖 −1 + 𝑖𝑧 

𝑧 2 1 + 𝑧 2
 

= 𝑖𝑧  
−1 + 𝑖𝑧

 1 + 𝑧 2
  

= 𝑖𝑧𝑓 𝑧  
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⟺      2  1 − 2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼

2
+

𝜋

4
 + 1 = 4𝑟2 

⟺      4  1 − 𝑐𝑜𝑠2  
𝛼

2
+

𝜋

4
  = 4𝑟2 

⟺      4𝑠𝑖𝑛2  
𝛼

2
+

𝜋

4
 = 4𝑟2 

⟺      𝑟 = ±𝑠𝑖𝑛  
𝛼

2
+

𝜋

4
  

 ثٔب إٔ ٓؼ٤بس ػذد ػوذ١ ٣ٌٕٞ دائٔب ػذد ٓٞعجب 

0 :ٝ ثٔب إٔ  <
𝜋

4
<

𝛼

2
+

𝜋

4
<

3𝜋

4
< 𝜋 

0:   لإٔ  ≤ 𝛼 < 𝜋  

𝑟      :كبٕ  = 𝑠𝑖𝑛  
𝛼

2
+

𝜋

4
   1  

 : ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ٖٓ اُ٘ظٔخ ٗغذ 𝑟ٗؼٞع 

− 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 2𝑠𝑖𝑛  
𝛼

2
+

𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑐𝑜𝑠 𝜋 − 𝛼 = 2𝑠𝑖𝑛  
𝛼

2
+

𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑠𝑖𝑛  𝜋 − 𝛼 +
𝜋

2
 = 2𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+

𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑠𝑖𝑛  
3𝜋

2
− 𝛼 = 2𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+

𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑠𝑖𝑛  2  
3𝜋

4
−

𝛼

2
  = 2𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+

𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺  2𝑠𝑖𝑛  
3𝜋

4
−

𝛼

2
 𝑐𝑜𝑠  

3𝜋

4
−

𝛼

2
 = 2𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+

𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑐𝑜𝑠 𝜑 =
2𝑠𝑖𝑛  

3𝜋
4 −

𝛼
2 𝑐𝑜𝑠  

3𝜋
4 −

𝛼
2 

2𝑠𝑖𝑛  
𝛼
2 +

𝜋
4 

 

  = 𝑐𝑜𝑠  
3𝜋

4
−

𝛼

2
  

𝜑   : ارٕ  ≡  
3𝜋

4
−

𝛼

2
  2𝜋   2  

  : ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ 
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

2𝑒𝑖𝛼
 = 𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+

𝜋

4
 𝑒

𝑖 
3𝜋
4

−
𝛼
2
 
 

 :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑓 𝑧 =  

𝑠𝑖𝑛  
𝛼
2

+
𝜋
4
 

2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2
 

 

           

𝑒
𝑖 

3𝜋
4

−
𝛼
2
       

  𝑟أُؼ٤بس 
  𝜑اُؼٔذح 

∎ 4 

= 𝑧 ثٔب إٔ     .𝑒𝑖𝛼 ٣ٌزت ػ٠ِ اُشٌَ 𝑧  كبٕ 1

=  ℜ𝑒 𝑓 𝑧 :ُذ٣٘ب 
1

2
 

⟺       ℜ𝑒   
𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2 +

𝜋
4 

2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2 

 𝑒
𝑖 

3𝜋
4

−
𝛼
2
 
 =

1

2
 

⟺         
𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2 +

𝜋
4 

2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2 

 cos  
3𝜋

4
−

𝛼

2
 =

1

2
 

⟺   
 𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2
 𝑐𝑜𝑠  

𝜋
4
 + 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2
 𝑠𝑖𝑛  

𝜋
4
  

𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2
 

×

 𝑐𝑜𝑠  
3𝜋
4

 𝑐𝑜𝑠  
𝛼
2
 + 𝑠𝑖𝑛  

3𝜋
4

 𝑠𝑖𝑛  
𝛼
2
  

1
= 1 

⟺   

 2
2

 2
2  𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2 + 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2   𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2 − 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2  

𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2 

= 1 

⟺   𝑠𝑖𝑛2  
𝛼

2
 − 𝑐𝑜𝑠2  

𝛼

2
 = 2𝑐𝑜𝑠2  

𝛼

2
  

⟺   1 − 2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼

2
 = 2𝑐𝑜𝑠2  

𝛼

2
  

⟺   1 = 4𝑐𝑜𝑠2  
𝛼

2
  

⟺   𝑐𝑜𝑠2  
𝛼

2
 =

1

4
 

𝑠𝑖𝑛2  
𝛼
2
 − 𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2
 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2
 + 𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2
 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2
 − 𝑐𝑜𝑠2  

𝛼
2
 

𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2
 

= 2 

 ٚ٘ٓ ٝ:   𝑐𝑜𝑠 𝜑 =
2𝑠𝑖𝑛  

𝜋
4 +

𝛼
2 𝑐𝑜𝑠  

3𝜋
4 −

𝛼
2 

2𝑠𝑖𝑛  
𝛼
2 +

𝜋
4 

 

𝑠𝑖𝑛 :ٝ ُذ٣٘ب   
3𝜋

4
−

𝛼

2
 = 𝑠𝑖𝑛  𝜋 −

3𝜋

4
+

𝛼

2
  

= 𝑠𝑖𝑛  
𝜋

4
+

𝛼

2
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⟺         𝑐𝑜𝑠  
𝛼

2
 =

−1

2
𝑐𝑜𝑠       أو         

𝛼

2
 =

1

2
 

⟺         
𝛼

2
≡

2𝜋

3
 𝜋        أو      

𝛼

2
≡

𝜋

3
 𝜋  

⟺         𝛼 ≡
4𝜋

3
 𝜋        أو      𝛼 ≡

2𝜋

3
 𝜋  

⟺         𝑧1 = 𝑒
4𝑖𝜋

3 𝑧2       أو        = 𝑒
2𝑖𝜋

3  

⟺         𝑧1 =
−1

2
− 𝑖

 3

2
𝑧2       أو        =

−1

2
+ 𝑖

 3

2
 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

  
 الإمتحان الوطني الموحد

 لنيل شهادة البكالوريا
 2005الدورة الاستدراكية 

( ن 2,5 ): انتمشٌه الأول   

  ن0,50

 𝑥 ∧ 𝑦 ٖاُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣ ٞٛ 𝑥 ٝ 𝑦.  

 𝐈  

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 

 مسلك العلوم الرياضية أ و ب
 10المعامل 

 أربع ساعات: مدة الإنجاز 
 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

  𝑎𝑏𝑐      𝑥  ٢ٛ ًزبثخ اُؼذد  𝑎𝑏𝑐 ك٢ ٗظٔخ اُؼذ راد الأعبط 𝑥.  

∶  𝐸 :    أُؼبدُخ 2℞ٗؼزجش ك٢     𝑥 + 1 2 = 9 + 5𝑦.  

 ٌٖ٤ُ 𝑥, 𝑦  ؽلا ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  

𝑥ث٤ٖ إٔ  ≡ 𝑥 أٝ  5 1 ≡ 2 5 .  

  . 𝐸  أُؼبدُخ 2℞ؽَ ك٢ 

;   ℞𝑘𝜖∀ :   ث٤ٖ إٔ     5𝑘2 + 4𝑘 − 1 ∧  5𝑘 + 1 =  𝐾 − 3 ∧ 8.  

( ن 4,5 ): انتمشٌه انثاوً   

 : اُزب٤ُخ     أُؼبدُخ راد أُغٍٜٞ ℂٗؼزجش ك٢ ٓغٔٞػخ الأػذاد اُؼوذ٣خ 

  . 𝐸  أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢ 

 ٌٖ٤ُ𝑧1 ٝ 𝑧2 ؽ٢ِ أُؼبدُخ  𝔗𝑚 𝑧1 > 0  ;   𝐸  ٝ 𝑀1 ٝ 𝑀2 ٖاُ٘وطزبٕ راد اُِؾو٤ 𝑧1 ٝ 𝑧2ػ٠ِ اُزٞا٢ُ . 

𝒪𝑀1:   رؾون إٔ 
2 + 𝒪𝑃1

2 = 𝒪𝑀2
2 + 𝒪𝑃2

2.  

  : اُ٘ظٔخ اُزب٤ُخ ℕ2ؽَ ك٢ 
121      𝑥 = 59     𝑦 

𝑥 ∧ 𝑦 = 8        

𝑥 ≡ 1 5         

  

,𝒪 ك٢ أُغزٟٞ أُ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ  𝑢  , 𝑣   اُز١ ٓؼبدُزٚ ٢ٛ                 ٗؼزجش أُ٘ؾ٠٘ : 𝑚 C            

            𝑚 C  .                   ؽج٤ؼخ أُ٘ؾ٠٘ 𝑚ٗبهش ؽغت ه٤ْ 

            𝑚 C (أُشًض ٝ اُشإٝط ٝ اُجئسربٕ ٝ أُوبسثبٕ إ ٝعذا  ) ٓخشٝؽ٤ب ، اػؾ ػ٘بطشٙ ا٤ُٔٔضح               ارا ًبٕ 

𝑥2

 10 − 𝑚 
+

𝑦2

 2 − 𝑚 
= 1    ;     𝑚𝜖ℝ ∖  2; 10  

0 < 𝛼 <
𝜋

2
  𝐸  ∶   𝑧2 −  6 cos 𝛼 𝑧 + 1 + 8 cos2 𝛼 =  :ؽ٤ش  0

          𝑀1𝜖        .  1 C:   رؾون إٔ 

          C 1  .              أسعْ 

          𝒪𝑀1 .  1 C          1 C  ٓٞاص٣ب ُِٔغزو٤ْ         ؽ٤ش ٣ٌٕٞ ك٤ٜٔب أُٔبط ُِٔ٘ؾ٠٘            ٖٓ 𝑃1 ٝ 𝑃2ث٤ٖ أٗٚ رٞعذ ٗوطزبٕ 

1 

 أ

 ب

2 

3 

1 

2 

1 

 أ

 ب

2 

 ج

3 

 𝐈𝐈  

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن1,00

  ن1,00

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,75

𝑧 
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( ن 2,5 ): انتمشٌه انثانث   

  ن0,50

 ٌٖ٤ُ𝑛 20 ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب أًجش ٖٓ أٝ ٣غب١ٝ.  

𝑛  ًشاد ث٤ؼبء ٝ ٣10ؾز١ٞ ٤ًظ ػ٠ِ  −  ًشح عٞداء ، ٗلزشع إٔ ًَ اٌُشاد ؿ٤ش هبثِخ ُِز٤٤ٔض ثبُِٔظ  10

. 
 اؽزٔبٍ     ٗغ٢ٔ . ٓشح 𝑛ٌٗشس ٛزٙ اُزغشثخ . ٗغؾت ًشح ٖٓ ا٤ٌُظ ٝ ٗغغَ ُٜٞٗب صْ ٗؼ٤ذٛب ا٠ُ ا٤ٌُظ 

0  ًشح ث٤ؼبء 𝑘اُؾظٍٞ ػ٠ِ  ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 .  

  .𝑛 ٝ 𝑘 ثذلاُخ 𝑝𝑘أؽغت 

0:   ث٤ٖ إٔ  ≤ 𝑘 ≤ 9  ⟺   𝑢𝑘 ≥ 1  ٝ       10 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1  ⟺   𝑢𝑘 ≤ 1  

,0,1  ك٢   𝑘 ػ٘ذٓب ٣زـ٤ش 𝑝𝑘 ُِؼذد 𝑀اعز٘زظ أًجش ه٤ٔخ  … , 𝑛 .  

( ن 10,5 ): انتمشٌه انشاتغ   

= 𝑓 𝑥:    ثٔب ٢ِ٣ ℝ اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓ُزٌٖ   1 + 𝑥 𝑒−2𝑥.  

  .ℝ ػ٠ِ 𝑓أدسط رـ٤شاد اُذاُخ 

∶ 𝐸  ؽَ ُِٔؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ   𝑓ث٤ٖ إٔ  𝑦" + 3𝑦′ + 2𝑦 = −𝑒−2𝑥.  

  . 𝐸 ؽذد اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ 

,𝒪   ٓ٘ؾ٘بٛب ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ        ٤ٌُٖ    𝒾 , 𝒿  .  C          

          C  .        ُِٔ٘ؾ٠٘  ح اُلشٝع اُلاٜٗبئ٢ أدسط

          C  .       أدسط روؼش أُ٘ؾ٠٘  

          C     .     أٗش٠ء 

,𝑘𝜖 0,1:   ؽ٤ش :                     ٗؼغ  … ,  𝑛 − 1  .  𝑢𝑘 =
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘

 

𝑢𝑘 :ث٤ٖ إٔ  =
 𝑛 − 𝑘 

 𝑘 + 1 
×

10

 𝑛 − 10 
 

𝑀 :ٝ ث٤ٖ إٔ  =
𝑛!

𝑛𝑛
×

1010

10!
×

 𝑛 − 10 𝑛−10

 𝑛 − 10 !
 

lim :أؽغت 
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) ٝ 

 ب

 أ

 ب

4 

 أ 3

 ب

2 

 أ 1

 ج

1 

 أ

 ب

2 

 𝐈  

  ن0,50

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝑝𝑘  
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  .𝑛 ثذلاُخ 𝐴𝑛أؽغت   ن1,00

 .  ٓزوبسثخ ٝ ؽذد ٜٗب٣زٜب              اعز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ  

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٍ0,1  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب .  

 ٌٖ٤ُ𝑛𝜖ℕ∗ ٗشٓض ثـ 𝐴𝑛  ٖٓؾٞس الأكبط٤َ            ُٔغبؽخ اُؾ٤ض أُؾظٞس ث٤ ٝ 

𝑥ر١ أُؼبدُخ   ٝ ٓؾٞس الأسار٤ت ٝ أُغزو٤ْ = 𝑛.  
C          

lim :أؽغت 
𝑛→+∞

𝐴𝑛  

𝑢𝑛 :ٌَُ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  ٗؼغ  =   𝑓 𝑥  𝑛
𝑛

0

𝑑𝑥 

𝑥𝑛 )ثبعزؼٔبٍ رو٤٘خ رـ٤٤ش أُزـ٤ش  = 𝑡 )  ٕث٤ٖ أ:  ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑢𝑛 =   1 +
𝑡

𝑛
 

𝑛𝑛

0

𝑒−2𝑡𝑑𝑡 

;𝑟𝜖 1∀  :ث٤ٖ إٔ  2    ;   2 − 𝑟 ≤
1

𝑟
≤ 1 

,  ∗𝑛𝜖ℕ∀  :اعز٘زظ   ∀𝑥𝜖 0; 𝑛    ;   𝑥 −
𝑥2

2𝑛
≤ 𝑛 𝑙𝑛  1 +

𝑥

𝑛
 ≤ 𝑥 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀  :ث٤ٖ إٔ    𝑢𝑛 ≤  𝑒−𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀  :ث٤ٖ إٔ    𝑒
−1

2 𝑛  𝑒−𝑥
 𝑛

0

𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛  

𝑛  :ث٤ٖ إٔ 
1

𝑎

 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥 ≤ 𝑛 1 − 𝑎  𝑓(𝑎) 𝑛  

lim :اعز٘زظ إٔ 
𝑛→+∞

 𝑛
1

𝑎

 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥 = 0 

lim :أؽغت 
𝑛→+∞

 𝑛
𝑛

0

 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥 

 أ

 ب

 ج

4 

 أ

 ب

 ج

3 

1 

 أ

 ب

2 

1 

2 

 𝐈𝐈  

 𝐈𝐈𝐈  

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

 𝑢𝑛 𝑛≥1 
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 ٌٖ٤ُ 𝑥, 𝑦  ؽلا ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  
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 ( ن 2,5 ):   التمرين الأول 

 أ 1 ∎

𝑥 :     ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ  + 1 2 = 9 + 5𝑦  

 ٚ٘ٓ ٝ  :5  𝑥 + 1 2 − 5:      أ١ 9  𝑥 + 4   𝑥 − 2    

 : ػذد أ٢ُٝ 5ٝ ثٔب إٔ 

5:  كبٕ   𝑥 − 5   أٝ     2  𝑥 + 4      

 ٚ٘ٓ ٝ  :5  𝑥 − 5   أٝ     2  𝑥 + 4  − 5    

𝑥:   ٣ؼ٢٘  ≡ 𝑥  أٝ    5 2 ≡ 1 5     

 ب 1 ∎

𝑥:  ارا ًبٕ  ≡ 5:     كبٕ  5 1  𝑥 − 1     

 ٚ٘ٓ ٝ    : ∃𝑘𝜖℞   ;   𝑥 − 1 = 5𝑘  

;   ℞𝑘𝜖∃ :    ٣ؼ٢٘    𝑥 = 5𝑘 + 1  

;   ℞𝐸    :  ∃𝑘𝜖 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت أُؼبدُخ     5𝑘 + 1 + 1 2 = 9 + 5𝑦  

;   ℞𝑘𝜖∃ :    ٣ؼ٢٘    25𝑘2 + 4 + 20𝑘 = 9 + 5𝑦  

 ٚ٘ٓ ٝ     : ∃𝑘𝜖℞   ;   𝑦 = 5𝑘2 + 4𝑘 − 1  

𝑥ارا ًبٕ   ≡ 5    كبٕ    5 2  𝑥 − 2      

;   ℞𝑘𝜖∃ :   ٣ؼ٢٘    𝑥 − 2 = 5𝑘   

;   ℞𝑘𝜖∃ :    أ١    𝑥 = 5𝑘 + 2   

;   ℞𝐸    :  ∃𝑘𝜖 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت أُؼبدُخ     5𝑘 + 3 2 = 9 + 5𝑦  

;   ℞𝑘𝜖∃ :   ٣ؼ٢٘    25𝑘2 + 9 + 30𝑘 = 9 + 5𝑦   

;   ℞𝑘𝜖∃ :   ارٕ    𝑦 = 5𝑘2 + 6𝑘    

 : رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ  𝐸  ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ 𝒮: ٝ ثبُزب٢ُ 

شُ ك٢ اُجذا٣خ ثٔجذأ خٞاسص٤ٓخ أه٤ِذط  ًِّ  :أرَ

 :  ٗغز٘زظ إٔ  4  ٝ  3  ٝ  2  ٝ  1 ٖٓ اُ٘زبئظ 

 :ُ٘ؾَ اُ٘ظٔخ اُزب٤ُخ 

𝐸   ٝ 𝑥  ؽَ ُِٔؼبدُخ          ٗغز٘زظ ٖٓ ٛزٙ اٌُزبثخ الأخ٤شح إٔ  ≡ 1 5    

 :ارٕ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ      

𝑥:  ثٔب إٔ  ∧ 𝑦 = 5𝑘2 :       كبٕ 8 + 4𝑘 − 1 ∧  5𝑘 + 1 = 8    

𝑘 :   ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُغئاٍ      − 3 ∧ 8 = 8  

𝑘  روغْ اُؼذد  8 :ارٕ  − 3 .   

 :ٝ ثبُزب٢ُ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ اُ٘ظٔخ ٢ٛ 
𝒮 =    5k + 1 ; 5k2 + 4k − 1  ;  5k + 2 ; 5k2 + 6k ∕   𝑘𝜖℞  

∎ 2 

𝑎 𝑏 

𝑑 
𝑐 

𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑐 ⟹ 

 :ُذ٣٘ب 
5𝑘2 + 4𝑘 − 1 5𝑘 + 1 

𝑘 
3𝑘 − 1 

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
5𝑘 + 1 3𝑘 − 1 

1 
2𝑘 + 2 

 : ارٕ 

 5𝑘2 + 4𝑘 − 1 ∧  5𝑘 + 1 =  5𝑘 + 1 ∧  3𝑘 − 1   1  

5𝑘  :       ارٕ  + 1 ∧  3𝑘 − 1 =  3𝑘 − 1 ∧  2𝑘 + 2   2  

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
3𝑘 − 1 2𝑘 + 2 

1 
𝑘 − 3 

3𝑘  :ارٕ  − 1 ∧  2𝑘 + 2 =  2𝑘 + 2 ∧  𝑘 − 3   3  

8 

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
2𝑘 + 2 𝑘 − 3 

2 

2𝑘  :ارٕ  + 2 ∧  𝑘 − 3 =  𝑘 − 3 ∧ 8  4  

 5𝑘2 + 4𝑘 − 1 ∧  5𝑘 + 1 =  𝑘 − 3 ∧ 8 

 
121 𝑥         = 59 𝑦        

𝑥 ∧ 𝑦 = 8

𝑥 ≡ 1 5 

    ⟺         

 𝑥 + 1 2 = 9 + 5𝑦
𝑥 ∧ 𝑦 = 8

𝑥 ≡ 1 5 

    

 ب

𝑥 = 5𝑘 + 1    ٝ    𝑦 = 5𝑘2 + 4𝑘 − 1 

2 

⟹    ∃𝑛𝜖℞   ;   𝑘 − 3 = 8𝑛 

⟹    ∃𝑛𝜖℞   ;   𝑘 = 8𝑛 + 3 

 :ٝ ثبُزب٢ُ 
 
𝑥 =  5𝑘 + 1 = 40𝑛 + 16                            

𝑦 = 5𝑘2 + 4𝑘 − 1 = 320𝑛2 + 272𝑛 + 56
  

𝒮′ =    40𝑛 + 16   ;   320𝑛2 + 272𝑛 + 56  ∕   𝑛𝜖℞  

 ( ن 4,5 ):   التمرين الثاني 

 𝐈  ∎ 1 
2:  ارا ًبٕ  − 𝑚 > 0  ٝ  10 − 𝑚 > 0   

𝑚:  ٣ؼ٢٘  < 2  ٝ  𝑚 < 10   

𝑚 C           ٚ٘ٓ ٝ          :ا٤ِِٛظ. 

2:    ارا ًبٕ  < 𝑚 < 10     

10:  كبٕ  − 𝑚 > 0    ٝ  𝑚 − 2 > 0    

  : :   كبٕ 
𝑥2

  10 − 𝑚 
2 +

𝑦2

  2 − 𝑚 
2 = 1 

𝑚 C          

 ٚ٘ٓ ٝ: :  
𝑥2

  10 − 𝑚 
2 −

𝑦2

  𝑚 − 2 
2 = 1 𝑚 C          

          𝑚 C .ٛزٍُٞ:         ارٕ 

∎ 3 

 𝑥, 𝑦  
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𝑚:  ارا ًبٕ  > 𝑚:    كبٕ 10 − 2 > 0  ٝ  10 − 𝑚 < 0   

 ٚ٘ٓ ٝ: 

ٗلاؽع إٔ 

 ا٤ٌُٔخ
 :ٓٞعجخ  ارٕ 

 𝐈  ∎ 2 
𝒎فً انحانح   < 𝒎:    ٌؼىً 2 < 10   

 :ُذ٣٘ب 

     𝒪 0,0ا٤ِِٛظ ٓشًضٙ   :           ٝ ٓ٘ٚ 

𝐴  10: ٝ سإٝعٚ  − 𝑚, 0  ٝ 𝐵 − 10 − 𝑚, 0   

 ٝ𝐴′ 0,  2 − 𝑚  ٝ 𝐴 0, − 2 − 𝑚   

𝑎:  ٗؼغ  =  10 − 𝑚ٝ   𝑏 =  2 − 𝑚     

𝑐:   ُذ٣٘ب  =  𝑎2 − 𝑏2 =   2 − 𝑚 −  10 − 𝑚 = 2 2  

,𝐹 2 2: ثئسرب الإ٤ِِٛظ         ٛٔب : ٝ ٓ٘ٚ  0  ٝ 𝐹′ −2 2, 0   

𝟐:   فً انحانح  < 𝑚 < 10    

 :ُذ٣٘ب 

     𝒪 0,0        ٛزٍُٞ ٓشًضٙ       :ٝ ٓ٘ٚ 

𝐴  10:  ٝ سأعبٙ ٛٔب  − 𝑚, 0   ٝ  𝐴′ − 10 − 𝑚, 0    

𝑎:   ٗؼغ  =  10 − 𝑚   ٝ   𝑏 =  𝑚 − 2    

𝑐:  ُذ٣٘ب  =  𝑎2 + 𝑏2 =   𝑚 − 2 +  10 − 𝑚 = 2 2   

,𝐹  8:          ٛٔب     ثئسرب اُٜزٍُٞ: ٝ ٓ٘ٚ  0  ٝ 𝐹′ − 8, 0   

 : ٓؼشك٤ٖ ثٔب ٢ِ٣  ′∆  ٝ  ∆          ٣وجَ ٓوبسث٤ٖ    :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

     𝒪 0,0     ا٤ِِٛظ ٓشًضٙ         ُذ٣٘ب ؽغت ٓب عجن   

,𝐴 3,0   ٝ  𝐵 −3,0   ٝ  𝐴′ 0,1   ٝ  𝐵′ 0:  ٝ سإٝعٚ  −1    

,𝐹  8: ٝ ثئسربٙ ٛٔب  0  ٝ 𝐹′ − 8, 0   

 𝐈𝐈  ∎ 1 

 : أُؼبدُخ اُزب٤ُخ ℂٗؼزجش ك٢ 

=∆:     ُذ٣٘ب   6𝑐𝑜𝑠𝛼 2 − 4 1 + 8𝑐𝑜𝑠2𝛼 =  2𝑖 𝑠𝑖𝑛𝛼 2  

 : ٓؼشك٤ٖ ًٔب ٢ِ٣ 𝑧1 ٝ 𝑧2 روجَ ؽ٤ِٖ ػوذ٤٣ٖ ٓزشاكو٤ٖ        ٝ ٓ٘ٚ 

 𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

    𝑀1 𝑧1   ٝ  𝑀2 𝑧2:  ٗؼغ 

cos2:  ٗؼِْ إٔ  𝛼 + sin2 𝛼 = 1 ٚ٘ٓ ٝ      :
9cos 2 𝛼

9
+

sin 2 𝛼

1
= 1   

:   أ١ 
 3cos 𝛼 2

32 +
sin 2 𝛼

1
= 1  

 𝐈𝐈  ∎ 2 ب 

 : ٢ٛ 𝑃   ك٢       ٓٔبط الإ٤ِِٛظ    T أُؼبدُخ اُذ٣ٌبسر٤خ ُـ 

𝑀1 3:   ارٕ 𝑧1 ٢ٛ طٞسح 𝑀1: ُذ٣٘ب  cos 𝛼 ; sin 𝛼    

 :  رٌزت ػ٠ِ شٌَ  𝑂𝑀1 ٝ ٓ٘ٚ أُؼبدُخ اُذ٣ٌبسر٤خ أُخزظشح ُـ  

∥ 𝑂𝑀1 :  ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ   𝑇    

𝑚 C          

: − 
𝑥2

  𝑚 − 10 
2 +

𝑦2

  𝑚 − 2 
2 = 1 𝑚 C          

 
𝑥2

  𝑚 − 10 
2

+
𝑦2

  𝑚 − 2 
2
  = ∅ 

:  
𝑥2

  10 − 𝑚 
2 +

𝑦2

  2 − 𝑚 
2 = 1 𝑚 C          

𝑚 C          

𝑚 C          

:  
𝑥2

  10 − 𝑚 
2 −

𝑦2

  𝑚 − 2 
2 = 1 𝑚 C          

𝑚 C          

𝑚 C          

𝑚 C          

 
 ∆ ∶ 𝑦 =

𝑏

𝑎
𝑥      

 ∆′ ∶ 𝑦 = −
𝑏

𝑎
𝑥

   ⟺   

 
  
 

  
 
 ∆ ∶ 𝑦 =   

𝑚 − 2

10 − 𝑚
 𝑥      

 ∆′ ∶ 𝑦 = −  
𝑚 − 2

10 − 𝑚
 𝑥

   

1 C          

𝓞 𝓲 

𝐀′ 

𝐅 𝐀 𝐁 𝐅′ 

𝐁′ 

 𝐸   ;   𝑧2 −  6𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑧 +  1 + 8𝑐𝑜𝑠2𝛼 = 0 

 
𝑧1 =

6 cos 𝛼 + 2𝑖 sin 𝛼

2
= 3 cos 𝛼 + 𝑖 sin 𝛼

𝑧2 =
6 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 2𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝛼

2
= 3 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝛼

  

3 ارٕ اُضٝط   cos 𝛼  ; sin 𝛼       1   ٣ؾون ٓؼبدُخ الإ٤ِِٛظ C          

 ٚ٘ٓ ٝ: 1 C          𝑀1 𝜖 

;𝑃 𝑥0ُزٌٖ   𝑦0        1   ٗوطخ ٖٓ الإ٤ِِٛظ C          

1 C          

 𝑇  ∶   
𝑥𝑥0

9
+

𝑦𝑦0

1
= 1 

⟺      𝑇  ∶   𝑦 =  
−𝑥0

9𝑦0
 𝑥 + 1 

 𝑂𝑀1  ∶   𝑦 =  
sin 𝛼

3 cos 𝛼
 𝑥 

  :ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ ُٜٔب ٗلظ ا٤َُٔ أ١ 
−𝑥0

9𝑦0
 =  

sin 𝛼

3 cos 𝛼
  

 : كبٕ 
𝑥0

2

32
+

𝑦0
2

12
= 1 

;𝑃 𝑥0:    ٝ ثٔب إٔ  𝑦0  𝜖              .  
1 C          

1 C          

 𝐈  ∎ 3 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑥0 = −3𝑦0 ∙  
sin 𝛼

cos 𝛼
   ∗  

 𝐸  



 

  

𝑛 

𝑘 
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 ج

 : ك٢ آخش رؼج٤ش ؽظِ٘ب ػ٤ِٚ ٗغذ  ∗  ثو٤ٔزٚ ؽغت      ٗؼٞع 

1

9
 −3𝑦0 ∙

sin 𝛼

cos 𝛼
 

2

+ 𝑦0
2 = 1 

⟺        𝑦0
2  

sin2 𝛼

cos2 𝛼
+ 1 = 1 

⟺        𝑦0
2  

1

cos2 𝛼
 = 1 

⟺        𝑦0
2 = cos2 𝛼 

⟺        𝑦0 = ±cos 𝛼 

𝑀1 𝑧1  ٝ 𝑀2 𝑧2  ٝ 𝑃1 3𝑠𝑖𝑛𝛼: ُذ٣٘ب  − 𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼  

 ٝ𝑃2 −3𝑠𝑖𝑛𝛼 + 𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼   

 :ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ ُذ٣٘ب 

𝑦0ارا ًبٕ   = cos 𝛼 ٕكب  :  𝑥0 = −3𝑦0  
sin 𝛼

cos 𝛼
 = −3 sin 𝛼 

𝑦0ارا ًبٕ   = − cos 𝛼 ٕكب  :  𝑥0 = −3𝑦0  
sin 𝛼

cos 𝛼
 = 3 sin 𝛼 

 رٞعذ ٗوطزبٕ : ٝ ثبُزب٢ُ 

   𝑂𝑀1 ؽ٤ش أُٔبط ُـ           ك٢ ًَ ٜٓ٘ٔب ٣ٞاص١  : ٖٓ الإ٤ِِٛظ           

 
𝑃1 3 sin 𝛼  ;  − cos 𝛼 

𝑃2 −3 𝑠𝑖𝑛 𝛼  ;  𝑐𝑜𝑠 𝛼 
  

1 C          1 C          

  .𝐸 ك٢ رغشثخ ػشٞائ٤خ 𝐴 اؽزٔبٍ ٝهٞع ؽذس ٤ُ𝑝ٌٖ  : تزكٍش

 ٓشح ٓززب٤ُخ كبٕ اؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ     𝐸ػ٘ذ اػبدح اُزغشثخ 

𝐶𝑛:    ٓشح ٛٞ 𝑘 ثبُؼجؾ 𝐴اُؾذس 
𝑘𝑝𝑘 1 − 𝑝 𝑛−𝑘   

𝑂𝑀1:    ٝ ثبُزب٢ُ 
2 + OP1

2 = OM2
2 + OP2

2  

 ( ن 2,5 ):   التمرين الثالث 
∎ 1 

 . ٛٞ اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشح ث٤ؼبء𝐴اُؾذس : ك٢ ٛزا اُزٔش٣ٖ 

= 𝑝 𝐴:  ٝ ُذ٣٘ب 
10

𝑛
  

 . ٓشح𝑛ٌٗشس اُزغشثخ 

 ًشح 𝑘  ٓشح ٛٞ اؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ    𝐴ارٕ اؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ اُؾذس 

𝑝𝑘:  ث٤ؼبء ٝ ٣غب١ٝ  = 𝐶𝑛
𝑘 𝑝 𝐴  

𝑘
 1 − 𝑝 𝐴  

𝑛−𝑘
  

٣ٌٖٔ رشى ٛزٙ اُ٘ز٤غخ ػ٠ِ ٓب ٢ٛ ػ٤ِٚ ٝ ٌٕٗٞ ثزُي هذ أعج٘ب ػ٠ِ 

ٝ ٣ٌٖٔ اػبكخ ثؼغ أُشاؽَ إ ً٘ذ ٖٓ ٛٞاح . اُغئاٍ ثبهزظبد ربّ 

 :اُؾغبة اُؾشك٢ ٢ٌُ رظَ ا٠ُ اُ٘ز٤غخ اُزب٤ُخ 

𝑝𝑘 = 𝐶𝑛
𝑘  

10

𝑛 − 10
 
𝑘

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛

 

 2 أ ∎

 :ٝ ُذ٣٘ب 

 ب 2 ∎

𝑢𝑘:   ٗلزشع إٔ  ≥ 1   

𝑘ُذ٣٘ب ؽغت أُؼط٤بد   ≥ 0   

𝑘:  ٣ٌل٢ ارٕ إٔ ٗجشٖٛ ػ٠ِ إٔ  ≤ 9  

𝑢𝑘:      ُذ٣٘ب  ≥ 1   

𝑛:  ثٔب إٔ  ≥ 𝑘 ٕكب      :𝑛 − 𝑘 ≥ 0    

𝑛 10: ٝ ٓ٘ٚ اُؼذدإ  − 𝑘   ٝ   𝑛 − 10  𝑘 +  .  ٓٞعجبٕ  1

𝑝𝑘 :  ارٕ  = 𝐶𝑛
𝑘  

10

𝑛
 
𝑘

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛−𝑘

 

𝑢𝑘 :ٗؼغ  =
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
 

𝑢𝑘 :ُذ٣٘ب  =
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
=

𝐶𝑛
𝑘+1  

10
𝑛 − 10

 
𝑘+1

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛

𝐶𝑛
𝑘  

10
𝑛 − 10 

𝑘

 
𝑛 − 10

𝑛  
𝑛  

𝐶𝑛
𝑘+1

𝐶𝑛
𝑘

=
𝑛!

 𝑘 + 1 !  𝑛 − 𝑘 − 1 !
×

𝑘!  𝑛 − 𝑘 !

𝑛!
=  

𝑛 − 𝑘

𝑘 + 1
  

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑢𝑘 =  
𝑛 − 𝑘

𝑘 + 1
 ×  

10

𝑛 − 10
  

⟺       
𝑛 − 𝑘

𝑘 + 1
 ×  

10

𝑛 − 10
 ≥ 1 

⟺      
10 𝑛 − 𝑘 

 𝑛 − 10  𝑘 + 1 
≥ 1 

 𝐈𝐈  ∎ 2 

𝑥0 

 ٚ٘ٓ ٝ : 𝑂𝑀1
2 + 𝑂𝑃1

2 =  𝑧1 
2 +  3𝑠𝑖𝑛𝛼 − 𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼 2 

=  9 cos2 𝛼 + sin2 𝛼 +  9 sin2 𝛼 + cos2 𝛼  

= 10 

= 9 cos2 𝛼 + sin2 𝛼 +  sin2 𝛼 + cos2 𝛼  

𝑂𝑀2
2 + 𝑂𝑃2

2 =  𝑧2 
2 +  −3𝑠𝑖𝑛𝛼 + 𝑖𝑐𝑜𝑠𝛼 2 

=  9 cos2 𝛼 + sin2 𝛼 +  9 sin2 𝛼 + cos2 𝛼  

= 10 

= 9 cos2 𝛼 + sin2 𝛼 +  sin2 𝛼 + cos2 𝛼  
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⟺   10 𝑛 − 𝑘  ≥  𝑛 − 10  𝑘 + 1  

⟺   10𝑛 − 10𝑘 ≥ 𝑛𝑘 + 𝑛 − 10𝑘 − 10 

⟺   10𝑛 − 𝑛 +  10 ≥ 𝑘 𝑛 − 10 + 10  

⟺   𝑘 ≤
9𝑛 + 10

𝑛
 

⟺   𝑘 ≤ 9 +
10

𝑛
 

⟺   𝑘 ≤ 9 

0:  ٝ ثبُزب٢ُ  ≤ 𝑘 ≤ 9   

 :انشطش انثاوً مه انسؤال 

10:   ٗ٘طِن ٖٓ  ≤ 𝑘 ≤  𝑛 − 1     

10:    ٣ؼ٢٘  ≤ 10 𝑛 − 𝑘 ≤ 10 𝑛 − 10    

10:   ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ≤ 𝑘 ≤  𝑛 − 1     

𝑛 11:   ٣ؼ٢٘  − 10 ≤  𝑛 − 10  𝐾 + 1 ≤ 10 𝑛 − 1    

 : ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  2  ٝ  1 ٗؼشة اُزؤؽ٤ش٣ٖ 

 ج 2 ∎

𝑝𝑘+1:   ٣ؼ٢٘  ≥ 𝑝𝑘   

 .  رضا٣ذ٣خ 𝑝𝑘 𝑘 ٝ ٓ٘ٚ أُززب٤ُخ  

𝑝𝑘+1:    ٣ؼ٢٘  ≤ 𝑝𝑘   

 .  ر٘بهظ٤خ𝑝𝑘 𝑘 ٝ ٓ٘ٚ أُززب٤ُخ  

  𝑝10:  ٗغز٘زظ إٔ أًجش ه٤ٔخ ُٜزٙ أُززب٤ُخ ٢ٛ 

 1  

10

𝑛 𝑛 − 10 
≤

10 𝑛 − 𝑘 

 𝑛 − 10  𝑘 + 1 
≤

10 𝑛 − 10 

11 𝑛 − 10 
 

 ٚ٘ٓ ٝ  : 
10 𝑛 − 𝑘 

 𝑛 − 10  𝑘 + 1 
≤

10

11
 

𝑢𝑘:    أ١  ≤ 1     

0:  ُذ٣٘ب ٖٓ أعَ  ≤ 𝑘 ≤ 9 :   𝑢𝑘 =
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
≥ 1 

10:   ٖٓ أعَ : ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1 :    𝑢𝑘 =
𝑝𝑘+1

𝑝𝑘
≤ 1 

𝑀 :ارٕ  = 𝑝10 = 𝐶𝑛
10  

10

𝑛 − 10
 

10

 
𝑛 − 10

𝑛
 
𝑛

 

⟺     𝑀 =
𝑛! × 1010 ×  𝑛 − 10 𝑛

10!  𝑛 − 10 ! ×  𝑛 − 10 𝑛 × 𝑛𝑛
 

⟺     𝑀 =
𝑛!

𝑛𝑛
×

1010

10!
×

 𝑛 − 10 𝑛

 𝑛 − 10 !
 

 ( ن 10,5 ):   التمرين الرابع 

 𝐈  ∎ 1 أ 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥

= lim
𝑚→−∞

𝑚=2 𝑥+1 

 
𝑒2

2
×

1

 
𝑒𝑚

𝑚  
 = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥

= lim
𝑚→+∞

𝑚=2 𝑥+1 

 
𝑒2

2
×

1

 
𝑒𝑚

𝑚
 
 = 0 

 𝐈  ∎ 1 ب 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =  أ ؽغت اُغئاٍ 0

C          ٕٓؾٞس الأكبط٤َ∞+٣وجَ ٓوبسثب أكو٤ب ثغٞاس  :          ار ٞٛ ٝ   

lim أ ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اُغئاٍ
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ 

lim :   ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 1 +

1

𝑥
 𝑒−2𝑥 = 0 

 ٝ   : lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 1 +

1

𝑥
 𝑒−2𝑥 = +∞ 

         C   ارغبٛٚ ٓؾٞس الأسار٤ت∞−٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ثغٞاس  :        ارٕ 

2  𝐈  ∎ 

= 𝑓 𝑥:     ُذ٣٘ب   1 + 𝑥 𝑒−2𝑥  

  ℝ لأٜٗب عذاء داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ ℝ داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑓ارٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒−2𝑥 − 2 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :     ثٔب إٔ    𝑒−2𝑥 > 0   

1   ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح   𝑓′ 𝑥كبٕ اشبسح   + 2𝑥 .   

 : ًٔب ٢ِ٣ 𝑓ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد 

⟺    𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒−2𝑥 − 2𝑒−2𝑥 − 2𝑥𝑒−2𝑥  

⟺    𝑓 ′ 𝑥 = −𝑒−2𝑥 − 2𝑥𝑒−2𝑥  

⟺    𝑓 ′ 𝑥 = − 1 + 2𝑥 𝑒−2𝑥  

𝑓 :ُذ٣٘ب   
−1

2
 =  1 −

1

2
 𝑒

−2 
−1
2

 
=

𝑒

2
 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞    ٝ     lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =  :ٝ ُذ٣٘ب  0

−1

2
 𝑥 

𝑒

2
 

−∞ +∞ 

0 −∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

 ٚ٘ٓ ٝ: 
1

𝑛 𝑛 − 10 
≤

1

 𝑛 − 10  𝑘 + 1 
≤

1

11 𝑛 − 10 
  2  
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 𝐈  ∎ 3 أ 
𝑓:   ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 = − 1 + 2𝑥 𝑒−2𝑥  

𝑓:   ارٕ  ′′  𝑥 = −2𝑒−2𝑥 + 2 1 + 2𝑥 𝑒−2𝑥  

 :ٗغز٘زظ ارٕ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

⟺      𝑓′′ 𝑥 = −2𝑒−2𝑥 + 2𝑒−2𝑥 + 4𝑥𝑒−2𝑥  

⟺      𝑓 ′′  𝑥 = 4𝑥𝑒−2𝑥  

𝑥:  ارا ًبٕ  = 𝑓:    كبٕ 0 ′′  𝑥 = 0   

𝑥:  ارا ًبٕ  > 𝑓:    كبٕ 0 ′′  𝑥 > 0   

𝑥:  ارا ًبٕ  < 𝑓:    كبٕ 0 ′′  𝑥 < 0   

0 𝑥 −∞ +∞ 

− 𝑓′′(𝑥) 0 + 

C         
Ω 0,1  

ٗوطخ 

 اٗؼطبف

ؾَذَّة ُٓ C         وؼََّش ُٓ C         

 𝐈  ∎ 3 ب 

𝓞 𝓲 

𝟏 

  :ُذ٣٘ب 

𝑓 𝑥 =  1 + 𝑥 𝑒−2𝑥        

𝑓 ′ 𝑥 = − 1 + 2𝑥 𝑒−2𝑥

𝑓 ′′  𝑥 = 4𝑥𝑒−2𝑥               

  

    𝐸 :  ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ 𝑓ارٕ 

 𝐸 ∶   𝑦′′ + 3𝑦′ + 2𝑦 = −𝑒−2𝑥  

−𝟏

𝟐
 

 

 𝐈  ∎ 4 ب 

𝑦:    ٣ٌزت ػ٠ِ شٌَ  𝐸 اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ  = 𝑦𝐻 + 𝑦𝑝  

 ( 𝑓ٗؤخزٙ ٣غب١ٝ  )  𝐸  ٛٞ ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ      ثؾ٤ش 

 ٝ𝑦𝐻 ؽَ أُؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ ٞٛ    : 𝐸𝐻   ;   𝑦′′ + 3𝑦′ + 2𝑦 = 0  

𝑟2:  ٝ ُؾِٜب ٗؾَ أٝلا ٓؼبدُزٜب ا٤ُٔٔضح  + 3𝑟 + 2 = 0   

𝑟1ٝ اُز٢ روجَ ؽ٤ِٖ ؽو٤و٤٤ٖ  = −1 ٝ 𝑟2 =  ٝ رُي ثؼذ ؽغبة 2−

Δا٤ُٔٔض    = 1  

𝑦𝐻:   ارٕ  = 𝛼𝑒−𝑥 + 𝛽𝑒−2𝑥    ∕     𝛼, 𝛽 𝜖 ℝ  

 :  ٣ٌزت ػ٠ِ اُشٌَ  𝐸 اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ اُزلبػ٤ِخ : ٝ ثبُزب٢ُ 

 ٣ش٤ش اُزٌبَٓ ٛ٘ذع٤ب ا٠ُ ه٤بط ؽٍٞ أٝ ٓغبؽخ أٝ ؽغْ

 𝐈𝐈  ∎ 1 

= 𝑢 𝑥ٗؼغ    1 + 𝑥 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑢′ 𝑥 = 1   

𝑣صْ ٗؼغ    ′ 𝑥 = 𝑒−2𝑥 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑣 𝑥 =
−1

2
𝑒−2𝑥   

𝑦 𝑥 = 𝑦𝐻 𝑥 + 𝑦𝑝 𝑥 = 𝛼𝑒−𝑥 + 𝛽𝑒−2𝑥 + 𝑓(𝑥) 

 . ػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ٖ α ٝ β: ثؾ٤ش 

𝐴𝑛 :ارٕ  =  𝑓(𝑥)
𝑛

0

𝑑𝑥 =   1 + 𝑥 𝑒−2𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥 

𝐴𝑛 :ثبعزؼٔبٍ ٌٓبِٓخ ثبلأعضاء ٗؾظَ ػ٠ِ  =  𝑢𝑣 −  𝑢′𝑣 

⟺     𝐴𝑛 =  
− 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥

2
 

0

𝑛

+
1

2
 𝑒−2𝑥

𝑛

0

𝑑𝑥 

⟺     𝐴𝑛 =  
− 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥

2
 

0

𝑛

+
1

2
 
−𝑒−2𝑥

2
 

0

𝑛

 

⟺     𝐴𝑛 =  
− 1 + 𝑛 𝑒−2𝑛

2
+

1

2
 +

1

2
 
−𝑒−2𝑛

2
+

1

2
  

⟺     𝐴𝑛 = 𝑒−2𝑛  
− 1 + 𝑛 

2
−

1

4
 +

1

2
+

1

4
 

⟺     𝐴𝑛 = 𝑒−2𝑛  
−3 − 2𝑛

4
 +

3

4
 

⟺     𝐴𝑛 =
−𝑒−2𝑛

4
 2𝑛 + 3 +

3

4
 

⟺     𝐴𝑛 =
3 −  2𝑛 + 3 𝑒−2𝑛

4
 

𝒆

𝟐
 

−𝟏 

 𝐈  ∎ 4  أ

𝑦𝑝  

= 4𝑥𝑒−2𝑥 − 3 1 + 2𝑥 𝑒−2𝑥 + 2 1 + 𝑥 𝑒−2𝑥  

=  4𝑥 − 3 − 6𝑥 + 2 + 2𝑥 𝑒−2𝑥  

= −𝑒−2𝑥  

𝑓 :ارٕ  ′′  𝑥 + 3𝑓 ′ 𝑥 + 2𝑓 𝑥  
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 𝐈𝐈𝐈  ∎ 1 

𝑡:  صْ ٗؼغ  = 𝑛𝑥 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑑𝑡 = 𝑛𝑑𝑥   

𝑥ارا ًبٕ   = 𝑡  كبٕ  0 = 0   

𝑥ارا ًبٕ   = 𝑡  كبٕ  1 = 𝑛   

 ٌٖ٤ُ   :𝑢 𝜖  1,2  1:      ٣ؼ٢٘ ≤ 𝑢 ≤ 2    

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

 ٚ٘ٓ ٝ  :
1

2
≤

1

𝑢
≤ :       ارٕ 1

1

𝑢
≤ 1  

;     𝑢 𝜖  1,2 ∀ :      ٝ ٗؼِْ إٔ     𝑢 − 1 2 ≥ 0  

𝑢2:  ارٕ  − 2𝑢 + 1 ≥ 0    

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑢2 + 1 ≥ 2𝑢   

ٗؼشة اُطشك٤ٖ ك٢ اُؼذد أُٞعت اُـ٤ش أُ٘ؼذّ 
1

𝑢
 : ٗؾظَ ػ٠ِ 

;    𝑢𝜖 1,2∀ :      ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ    2 − 𝑢 ≤
1

𝑢
≤ 1  

 ٚ٘ٓ ٝ: lim
𝑛→+∞

3 −  2𝑛 + 3 𝑒−2𝑛

4
=

3

4
 

lim :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑛→+∞

𝐴𝑛 =
3

4
 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :ٗؼغ    𝑢𝑛 = 𝑛   𝑓 𝑥  𝑛
1

0

𝑑𝑥 

𝑢𝑛 :ٝ ثبُزب٢ُ  = 𝑛   𝑓  
𝑡

𝑛
  

𝑛𝑛

0

𝑑𝑡

𝑛
 

⟺      𝑢𝑛 =
𝑛

𝑛
   1 +

𝑡

𝑛
 𝑒

−2𝑡
𝑛  

𝑛

𝑑𝑡
𝑛

0

 

⟺      𝑢𝑛 =   1 +
𝑡

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑡𝑑𝑡
𝑛

0

 

𝑢2 + 1

𝑢
≥ 2 

2 −  𝑡 + 1 ≤
1

𝑡 + 1
≤ 1 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2 ب 

  ٌٖ٤ُ𝑥𝜖 0, 𝑛   ٝ  𝑛𝜖ℕ∗   

0:  ٣ؼ٢٘  ≤ 𝑥 ≤ 𝑛 ٚ٘ٓ ٝ    :0 ≤
𝑥

𝑛
≤ 1   

𝑡:   ٗؼغ  =
𝑥

𝑛
0:     ارٕ  ≤ 𝑡 ≤ 1   

1:  أ١  ≤ 𝑡 + 1 ≤ 2    

 أ 2 ارٕ ؽغت اُغئاٍ

 :  ٗؾظَ ػ٠ِ     ثبُو٤ٔخ 𝑡ٗؼٞع 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑛ٗؼشة أؽشاف ٛزا اُزؤؽ٤ش ك٢ اُؼذد أُٞعت اُـ٤ش أُ٘ؼذّ 

⟺      1 − 𝑡 ≤
1

𝑡 + 1
≤ 1 

⟺        1 − 𝑡 𝑑𝑡 ≤   
1

𝑡 + 1
 𝑑𝑡 ≤  1 𝑑𝑡 

⟺      𝑡 −
𝑡2

2
≤ ln 1 + 𝑡 ≤ 𝑡 

⟺      
𝑥

𝑛
−

𝑥2

2𝑛2
≤ ln  1 +

𝑥

𝑛
 ≤

𝑥

𝑛
 

⟺      𝑥 −
𝑥2

2𝑛
≤ 𝑛 ln  1 +

𝑥

𝑛
 ≤ 𝑥 

3  𝐈𝐈𝐈  ∎ أ 

   ٌٖ٤ُ𝑛𝜖ℕ∗  

 : ٗغذ 𝑒−2𝑥ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ك٢ اُؼذد أُٞعت 

 ∀𝑥𝜖 0, 𝑛    ,  ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑛 ln  1 +
𝑥

𝑛
 ≤ 𝑥   

 ٚ٘ٓ ٝ: ln  1 +
𝑥

𝑛
 
𝑛

≤ 𝑥   

 ٚ٘ٓ ٝ:  1 +
𝑥

𝑛
 
𝑛

≤ 𝑒𝑥    

 1 +
𝑥

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑥 ≤ 𝑒−𝑥    

⟹         1 +
𝑥

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥 ≤  𝑒−𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥     

⟹       𝑢𝑛 ≤  𝑒−𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥      ∗  

3  𝐈𝐈𝐈  ∎ ب 

  ٌٖ٤ُ𝑛𝜖ℕ∗   

 ب 2 ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ 

 ب 2 ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ 

     𝑥 −
𝑥2

2𝑛
≤ 𝑛 ln  1 +

𝑥

𝑛
  

⟺      𝑥 −
𝑥2

2𝑛
≤ ln  1 +

𝑥

𝑛
 
𝑛

 

⟺      𝑒
 𝑥−

𝑥2

2𝑛
 
≤  1 +

𝑥

𝑛
 
𝑛

 

 1  

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑢 +
1

𝑢
≥ :       أ١ 2

1

𝑢
≥ 2 − 𝑢     2  

lim :ُذ٣٘ب 
𝑛→+∞

 2𝑛 + 3 𝑒−2𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑚→+∞

𝑚=2𝑛+3

𝑒3 ×
1

 
𝑒𝑚

𝑚
 

= 0 

 𝐈𝐈  ∎ 2 

𝑥

𝑛
 



 

  

 ٌٖ٤ُ  :0 < 𝑎 < 1  ٝ  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 1   
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⟺      𝑒
 𝑥−

𝑥2

2𝑛
 
𝑒−2𝑥 ≤  1 +

𝑥

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑥  

⟺      𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛

0

𝑑𝑥 ≤   1 +
𝑥

𝑛
 
𝑛

𝑒−2𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥 

⟺      𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛

0

𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛   1  

1:  ٝ ُذ٣٘ب  ≤ 𝑛 ٕ1:    ار ≤ 𝑛2   

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑛 ≤ 𝑛3 ٕار     :𝑛
1

3 ≤ 𝑛    

 ٌٖ٤ُ  :0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛
1

𝑥2:    ارٕ 3 ≤ 𝑛
2

3   

 :  ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2  ٝ  1 ٖٓ 

3  𝐈𝐈𝐈  ∎ ج 

 :  ٝ  ٗغز٘زظ إٔ  ∗∗  ٝ  ∗ ٖٓ 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ ∞+ٗؾغت ٜٗب٣ز٢ ؽشك٢ ٛزا اُزؤؽ٤ش ثغٞاس 

𝑒      :٣ؼ٢٘ إٔ 
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 ≤  𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛

0

𝑑𝑥  2  

 𝑒
 −𝑥− 

1

2𝑛
1
3

 𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 ≤  𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 
𝑑𝑥

𝑛
1
3

0

≤  𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 

𝑛

0

≤ 𝑢𝑛  

𝑒  : ارٕ 
 −𝑥− 

1

2𝑛
1
3

 𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛   ∗∗  

 𝑒
 −𝑥− 

1

2𝑛
1
3

 𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 ≤ 𝑢𝑛 ≤  𝑒−𝑥
𝑛

0

𝑑𝑥 
 ∗∗∗  

𝑒−𝑥  : ٝ ُذ٣٘ب 
𝑛

0

𝑑𝑥 =  −𝑒−𝑥 0
𝑛 = −𝑒−𝑛 + 1 

1  : ٝ ثبُزب٢ُ  − 𝑒−𝑛
1
3 𝑒

  
−1

2𝑛
1
3

 

≤ 𝑢𝑛 ≤  1 − 𝑒−𝑛  

 1 − 𝑒−𝑛
1
3 𝑒

  
−1

2𝑛
1
3

 

             
≤ 𝑢𝑛 ≤  1 − 𝑒−𝑛         

𝑛∞ 
𝑛∞ 

1 1 

  .1ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ ٝ رئٍٝ ا٠ُ 𝑢𝑛 𝑛  : ٝ ثبُزب٢ُ 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 4 أ 

,0  داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغبٍ  𝑓ُذ٣٘ب  +∞ .   

𝑓(1):    ارٕ  ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎)  

⟺     2𝑒−2 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎) 

⟺     0 < 2𝑒−2 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎) 

⟺     0 ≤ 𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛 ≤ 𝑛 𝑓(𝑎) 𝑛  

⟺     0 ≤  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
1

𝑎

𝑑𝑥 ≤  𝑛 𝑓(𝑎) 𝑛
1

𝑎

𝑑𝑥 

⟺     0 ≤  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
1

𝑎

𝑑𝑥 ≤ 𝑛 1 − 𝑎  𝑓(𝑎) 𝑛   ⋕  

 ٝ  𝑒
 −𝑥− 

1

2𝑛
1
3

 𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 = 𝑒
  

−1

2𝑛
1
3

 

 −𝑒−𝑥 0
𝑛

1
3  

= 𝑒
  

−1

2𝑛
1
3

 

 −𝑒−𝑛
1
3 + 1  

⟺    𝑥2 ≤
2𝑛

2𝑛
1
3

 

⟺    2𝑛
1
3 ≤

2𝑛

𝑥2
 

⟺    
−1

2𝑛
1
3

≤
−𝑥2

2𝑛
 

⟺  −𝑥 −  
1

2𝑛
1
3

≤ −𝑥 −
𝑥2

2𝑛
 

⟺     𝑒
 −𝑥− 

1

2𝑛
1
3

 

≤ 𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 
 

⟺      𝑒
 −𝑥− 

1

2𝑛
1
3

 𝑛
1
3

0

𝑑𝑥 ≤  𝑒
− 𝑥+

𝑥2

2𝑛
 
𝑑𝑥

𝑛
1
3

0

  3  
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0:  ُذ٣٘ب  < 𝑎 < 𝑓(1):      ارٕ 1 < 𝑓(𝑎) < 𝑓(0)    

2𝑒−2:   أ١  < 𝑓 𝑎 < 1 ٚ٘ٓ ٝ        :ln 𝑓(𝑎) < ln 1    

> ln 𝑓(𝑎):   ٣ؼ٢٘  0  

 :   ٝ ُذ٣٘ب 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 4  ب

  ⋕ ارٕ ؽغت اُزؤؽ٤ش 

 : 

⟺     0 ≤  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛
1

𝑎

𝑑𝑥 ≤ 𝑛 1 − 𝑎  𝑓(𝑎) 𝑛            

𝑛∞ 

0 

𝑛∞ 

0 

lim   : ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑛→∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥
1

𝑎

 = 0 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 4 ج 

 : ارٕ 

  lim
𝑛→∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥
𝑎

0

 = 1      ;       ∀𝑎𝜖 0,1   

lim   ج 3 ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ 
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 1 

lim   : ٣ؼ٢٘ 
𝑛→∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥
1

0

 = 1 

 ٚ٘ٓ ٝ:   lim
𝑛→∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥
𝑎

0

+  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥
1

𝑎

 = 1 

lim
𝑛→+∞

𝑛 1 − 𝑎  𝑓(𝑎) 𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛∞

𝑛 1 − 𝑎 𝑒𝑛 ln 𝑓(𝑎)  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑛 𝑙𝑛 𝑓(𝑎) 𝑒𝑛 ln  𝑓(𝑎)  
1 − 𝑎

𝑙𝑛 𝑓(𝑎) 
  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑚→−∞

𝑚=𝑛 𝑙𝑛 𝑓(𝑎) 

 𝑚𝑒𝑚   
1 − 𝑎

𝑙𝑛 𝑓(𝑎) 
  

= 0 ×  
1 − 𝑎

𝑙𝑛 𝑓(𝑎) 
 = 0 

  lim
𝑛→∞

  𝑛 𝑓(𝑥) 𝑛𝑑𝑥
1

𝑎

 =  4 ب ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ  0

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين
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( ن 4,5 ): انتمشٌه الأول   

  ن0,25

 𝐈  

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 

 مسلك العلوم الرياضية أ و ب
 10المعامل 

 أربع ساعات: مدة الإنجاز 
 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

  صٓشح ، َٛ ٢ٛ رجبد٤ُخ ؟         ث٤ٖ إٔ 

  . ×,𝐺  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح ℋ   ث٤ٖ إٔ                        ؽ٤ش 𝐺 ٖٓ             ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد ℋُزٌٖ 

𝐴1ٗؼغ   = 𝐴  ٝ  𝐴2 = 𝐴 × 𝐴    ٝ   ∀𝑛𝜖ℕ∗ ∶  𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛 × 𝐴.  

  . ∗𝑛𝜖ℕ :  ثؾ٤ش 𝑎 ٝ 𝑛 ثذلاُخ 𝐴𝑛أؽغت 

ℝٗؼزجش ك٢  × ℝ∗ أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ ⊺ هبٕٗٞ اُزش٤ًت اُذاخ٢ِ : 

 ٌٖ٤ُ𝜑 ٖٓ اُزطج٤ن أُؼشف 𝐺 ٞٗؾ ℝ × ℝ∗ ثٔب ٢ِ٣     :∀ 𝑎, 𝑏 𝜖ℝ × ℝ∗   ∶    𝜑 𝑀 𝑎 ,𝑏  =  𝑎, 𝑏    

ℝ  ٗؾٞ  ×,𝐺  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ 𝜑ث٤ٖ إٔ  . × ℝ∗,⊺ .  

ℝ :    اعز٘زظ ث٤٘خ أُغٔٞػخ  × ℝ∗,⊺ .  

( ن 2,5 ): انتمشٌه انثاوً   
∗ℕٗؼزجش ك٢  × ℕ∗ أُؼبدُخ    : 𝐸 ∶  𝑥2 𝑥 + 𝑦 = 𝑦2 𝑥 − 𝑦 2.  

 ٌٖ٤ُ 𝑥, 𝑦  ؽلا ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  

𝑑ٗؼغ   = 𝑥 ∧ 𝑦  ٝ  𝑥 = 𝑎𝑑  ٝ  𝑦 = 𝑏𝑑.   

𝑏2 𝑎رؾون إٔ   − 𝑏 2 =  𝑎 + 𝑏 𝑎2.   

𝑏اعز٘زظ إٔ   = 1.   

𝑎ث٤ٖ إٔ   ≠ 1  ٝ   𝑎 − 𝑎   ٣وغْ   1 + 1 .   

𝑎اعز٘زظ إٔ   = 𝑎  أٝ  2 = 3.   

∗ℕؽَ ك٢   × ℕ∗ أُؼبدُخ   𝐸 .  

  M2 (ℝ)      ×,                 : عضء ٓغزوش ٖٓ 𝐺ث٤ٖ إٔ 

    (        ℝ , +,×) M2   ٕؽِوخ ٝاؽذ٣خ  :ٗزًش أ. 

 ٌٖ٤ُ𝐴 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐺 ؽ٤ش : 𝑎𝜖ℝ    , 𝐴 =  
1 0
𝑎 1

  

 𝑎, 𝑏 ⊺  𝑥, 𝑦 =  𝑎 + 𝑏𝑥 , 𝑏𝑦 ∶  ∀ 𝑥, 𝑦 ;  𝑎, 𝑏 𝜖ℝ × ℝ∗ 

ℝ ك٢  :ؽذد ٓٔبصَ  × ℝ∗,⊺  ؽ٤ش 𝑎𝜖ℝ ٝ          ٝ𝓃 ≥ 2.   𝑎, 1 ⊺  𝑎, 1 ⊺ ⋯ ⊺  𝑎, 1  

 𝓃ٓشح  

    (ℝ) M2   ٌُٖز𝐺اُز٢ رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ  ٖٓ ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد               : 

M 𝑎 ,b =  
1 0
𝑎 b

   ;     𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ × ℝ∗ 

 ب

 ج

2 

 د

1 

 أ

1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

 𝐈𝐈  

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝑀 𝑎 ,𝑏  

 𝐺,×  

𝓃𝜖ℕ 

 𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ × ℝ∗ 
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( ن 5,0 ): انتمشٌه انثانث   

1 

 ب

 ج

2 

3 

4 

 الجزء الأول

 الجزء الثاني

  ن0,50

∶ 𝑧𝜖ℂ∀ ٗؼغ       𝑃 𝑧 = 𝑧2 −  2 + 6𝒾 𝑧.  

,𝒪 ك٢ أُغزٟٞ اُؼوذ١ أُ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ   𝑒1    , 𝑒2      ٗؼزجش ،   ℋ  ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ 𝑀 راد 

 . ػذدا رخ٤ِ٤ب طشكب 𝑃(𝑧) اُز٢ ٣ٌٕٞ ٖٓ أعِٜب 𝑧اُِؾن 

𝑥2ث٤ٖ إٔ   − 𝑦2 − 2𝑥 + 6𝑦 =   . ℋ   ٓؼبدُخ د٣ٌبسر٤خ ُِٔغٔٞػخ 0

,𝒪  ٛزٍُٞ ٝ ؽذد ٓشًضٙ ٝ سأع٤ٚ ٝ ٓؼبدُز٢ ٓوبسث٤ٚ ك٢   ℋ ث٤ٖ إٔ  𝑒1    , 𝑒2     .   

,𝒪  صْ أًزت ك٢ أُؼِْ   ℋ  ، أطَ أُؼِْ ، ر٘ز٢ٔ ا٠ُ أُغٔٞػخ 𝒪رؾون إٔ اُ٘وطخ  𝑒1    , 𝑒2      ٓؼبدُخ د٣ٌبسر٤خ  

  .𝒪 ك٢   ℋ ُٔٔبط أُ٘ؾ٠٘ 

,𝒪  ك٢ أُؼِْ   ℋ أٗش٠ء  𝑒1    , 𝑒2     .   

= 𝑃 𝑧:    أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢  4 − 6𝒾.  

𝑢4:   رؾون إٔ  × 𝑣 = 4𝜔.  

𝑢ٗؼغ   = 1 + 5𝒾  ٝ  𝑣 = 1 + 𝒾  ٝ  𝜔 = 239 − 𝒾  ٝ  𝛼 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 1

5
   ٝ   𝛽 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 1

239
 .   

  .𝜔 ػٔذح اُؼذد اُؼوذ١ 𝛽 ٝ ؽذد ثذلاُخ 𝑢 ػٔذح اُؼذد اُؼوذ١ 𝛼ؽذد ثذلاُخ 

( ن 9,0 ): انتمشٌه انشاتغ   

  .    ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

+ℝ اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑔𝑛ٗؼزجش 
= 𝑔𝑛 𝑥:   ثٔب ٢ِ٣ ∗ 𝑛𝑥 + 2 ln 𝑥  

+ℝ ك٢ 𝛼𝑛  روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا                  ث٤ٖ إٔ أُؼبدُخ  
∗.  

+𝑥𝜖ℝ∀ :    ث٤ٖ إٔ  
∗   ,  𝑥 > ln 𝑥.  

,0  اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓ُزٌٖ  = 𝑓 𝑥:    ثٔب ٢ِ٣  ∞+  𝑥
3

𝑒−𝑥.  

C                ٌٖاُزٔض٤َ أُج٤ب٢ٗ ُِذاُخ       ٤ُ  𝑓   ْك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظ   𝒾  =  𝒿  = 3𝑐𝑚  ٓغ    𝒪, 𝒾 , 𝒿  .  

 . صْ أٍٝ ٛ٘ذع٤ب اُ٘ز٤غخ أُؾظَ ػ٤ِٜب 𝒪 ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُ٘وطخ 𝑓أدسط هبث٤ِخ اشزوبم اُذاُخ 

 ∗  ∶    ∀𝑥𝜖 0, +∞   ;   𝑓′ 𝑥 =  
1 − 3𝑥

3𝑥
 𝑓(𝑥)  ٕث٤ٖ أ: 

  .𝑓ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ   

4𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 :      اعز٘زظ إٔ    
1

5
 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

239
 =

𝜋

4
 

 :ٝ إٔ 
1

𝑛
< 𝛼𝑛 <

1

 𝑛
 

lim .صْ أٍٝ اُ٘ز٤غخ ٛ٘ذع٤ب  :أؽغت 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

C          𝑓 :  ر ؿأٗش٠ء              ٗؤ  
1

3
 ≈ 0,5 

𝑛 ثؾ٤ش 𝑛𝜖ℕ: ك٢ ٛزا اُغضء  ≥ 3 .  

1 

 أ

2 

3 

1 

 أ

2 

1 

 أ

 ب

2 

3 

 ب

4 

 𝐈  

 𝐈𝐈  

 𝐈  

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

𝑔𝑛 𝑥 = 0 

𝑔𝑛  

lim :اعز٘زظ 
𝑛→+∞

𝛼𝑛  
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  ن0,50

𝐼:   ٗؼغ  =  
1

3
; 1 .  

= 𝑓 𝐼:   ث٤ٖ إٔ  𝐼.  

= 𝑓 𝑥  :  ث٤ٖ إٔ  𝑥  ٝ   𝑥 > 0  ⇔ 𝑥 = 𝛼3   

= 𝑔3 𝑥:   ٛٞ ؽَ أُؼبدُخ 𝛼3ؽ٤ش   .  اُز١ صْ رؼش٣لٚ ك٢ اُغضء الأ0ٍٝ

 .  ٓزوبسثخ ٓؾذدا ٜٗب٣زٜب 𝑢𝑛 𝑛≥0 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ  

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝐹: ث٤ٖ إٔ  +∞ .  

,𝐹′ 𝑥  ٌَُ 𝑥 ٖٓ  0أؽغت    .𝐹 صْ اعز٘زظ رـ٤شاد اُذاُخ  ∞+

,  ∗𝑥𝜖ℝ∀ :   ث٤ٖ إٔ  0 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 2𝑓(𝑥) 1 − 𝑒−7𝑥   

  .𝐹ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

,  𝑥𝜖𝐼∀  : ، ث٤ٖ إٔ  ∗ ثبعزؼٔبٍ اُؼلاهخ   𝑓′ (𝑥) ≤
2

3
 

;  𝑛𝜖ℕ∀  :  أُززب٤ُخ أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑢𝑛 𝑛≥0 ُزٌٖ    𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) 𝑢0 =
1

3
 ٝ 

;  𝑛𝜖ℕ∀  :ث٤ٖ إٔ   𝑢𝑛𝜖𝐼 

;  𝑛𝜖ℕ∀  :ث٤ٖ إٔ    𝑢𝑛+1 − 𝛼3 =
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼3  

;  𝑛𝜖ℕ∀  :اعز٘زظ إٔ    𝑢𝑛 − 𝛼3 =  
2

3
 

𝑛+1

 

,0  اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ  𝐹ُزٌٖ  = 𝐹 𝑥 :  ثٔب ٢ِ٣  ∞+  𝑓 𝑡 𝑑𝑡
8𝑥

𝑥

 

lim :اعز٘زظ 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) 

 أ 1

 ب

 ج

2 

 أ

 ج

 د

 أ

 ب

1 

 ب

 أ

 ب

2 

 ج

 𝐈𝐈  

 𝐈𝐈𝐈  

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25
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 2006أجوبة الدورة العادية  𝟕𝟐 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 ( ن 3,5 ):   التمرين الأول 

1  𝐈  ∎ 

  ٌٖ٤ُ𝑀 𝑎 ,𝑏   ٝ  𝑀 𝑐 ,𝑑   ٖٓ ٖػ٘ظش٣  𝐺  

𝑑ارٕ   ≠ 0  ٝ  𝑏 ≠ 0   

𝑏ثٔب إٔ   ≠ 0  ٝ  𝑑 ≠ 𝑏𝑑  كبٕ  0 ≠ 0    

 ٚ٘ٓ ٝ     : 𝑎 + 𝑏𝑐 ; 𝑏𝑑  𝜖 ℝ × ℝ∗   

𝑀 𝑎+𝑏𝑐 :٣ؼ٢٘   ,𝑏𝑑   𝜖 𝐺    

  M2 (×, ℝ        )       عضء ٓغزوش ٖٓ 𝐺ٝ ثبُزب٢ُ  

M2  𝐺 (ℝ)     :ك٢ اُجذا٣خ ٗلاؽع إٔ  ⊂ 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑀 𝑎 ,𝑏 × 𝑀 𝑐 ,𝑑 =  
1 0
𝑎 𝑏

  
1 0
𝑐 𝑑

 =  
1 0

𝑎 + 𝑏𝑐 𝑏𝑑
  

 𝐈  ∎ 2 

    ×, 𝐺   رغ٤ٔؼ٢ ك٢  ×ُذ٣٘ب  

𝐺 ( 𝐼 ك٢ × ٛٞ ٗلغٚ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـ 𝐼  كبٕ        ٝ ثٔب إٔ   = 𝑀 0,1  ) 

  ٌٖ٤ُ𝑀 𝑎 ,𝑏  ٖٓ ػ٘ظشا  𝐺.  

 𝑀 𝑎 ,𝑏  ك٢  (أٝ ٓوِٞثب )   روجَ ٓٔبصلا𝐺 ثبُ٘غجخ ُـ ×  

𝑑𝑒𝑡 𝑀 𝑎:    ارا ٝكوؾ ارا ًبٕ  ,𝑏  ≠ 0  

𝑀 𝑎:   ٝ ثٔب إٔ  ,𝑏  𝜖 𝐺 ٕكب       :𝑏 ≠ 0     

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑑𝑒𝑡 𝑀 𝑎 ,𝑏  ≠ 0  

𝑀 𝑎ًَ ٓظلٞكخ  : ارٕ  ,𝑏  ٖٓ  𝐺  روجَ ٓٔبصلا 𝑀 −𝑎
𝑏

;1
𝑏  ك٢  𝐺 نـ ثبُ٘غجخ ×  

 𝐺 ٤ُظ رجبد٤ُب ك٢ × ٢ٌُ ٗج٤ٖ إٔ M 1,1  ٝ 𝑀 2,2  ٖٓ 𝐺ٗخزبس أُظلٞكز٤ٖ 

. 

× 𝑀 1,1:    ٗلاؽع إٔ  M 2,2 ≠ M 2,2 × M 1,1   

  .𝐺 ٤ُظ رجبد٤ُب ك٢ ×ارٕ 

 .  صٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ ×,𝐺 :  خلاطخ 

  M2 (×, ℝ        )     لإٔ    عضء ٓغزوش ٖٓ اُضٓشح 
𝐼  ك٢×ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـ  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي =  

1 0
0 1

      (ℝ) M2  

𝑑𝑒𝑡 𝑀 𝑎 :ُذ٣٘ب  ,𝑏  =  
1 0
𝑎 𝑏

 = 𝑏 − 0 = 𝑏 

𝑀 𝑎:  ارٕ  ,𝑏  روجَ ٓوِٞثب ك٢       (ℝ) M2  
شُ ثبُؼلاهخ أُٜٔخ اُزب٤ُخ  ًِّ  :ٝ ٗزَُ

𝐴−1 =  
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

 
−1

=
1

𝑑𝑒𝑡𝐴
 

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

  

𝑏:  ٝ ثٔب إٔ  ≠  :        كبٕ 0
1

𝑏
≠ 0 

𝑀      :ٝٓ٘ٚ  :     أ١ 
 
−𝑎
𝑏

 ,
1
𝑏
 
 𝜖 𝐺 𝑀 𝑎 ,𝑏 

−1  𝜖 𝐺 

𝑀 1,1 × 𝑀 2,2 =  
1 0
1 1

 ×  
1 0
2 2

 =  
1 0
3 2

 :ُذ٣٘ب   

𝑀 2,2 × 𝑀 1,1 =  
1 0
2 2

 ×  
1 0
1 1

 =  
1 0
4 2

  ٝ 

 𝐈  ∎ 3 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٖػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ . 

ℋ:    ُذ٣٘ب  =  𝑀 𝑎 ,𝑏  𝜖 𝐺    ∕      𝑏 > 0  

𝐼ُذ٣٘ب ؽغت ٓب عجن     = 𝑀 0,1  𝜖 𝐺   

1ٝ ثٔب إٔ  >   𝑀 0,1  𝜖 ℋ كبٕ   0

 ٚ٘ٓ ٝ :ℋ ٖٓ عضء ؿ٤ش كبسؽ 𝐺  

  ٌٖ٤ُ𝑀 𝑎 ,𝑏   ٝ  𝑀 𝑐 ,𝑑  ٖٓ ٖػ٘ظش٣  ℋ  

 :ُذ٣٘ب ؽغت ٓب عجن 

 ٚ٘ٓ ٝ: 

  . ×, 𝐺   صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ×, ℋ ٝ ثبُزب٢ُ ٗغز٘زظ إٔ  

𝑀 𝑎 ,𝑏 × 𝑀 𝑐 ,𝑑 
−1 = 𝑀 𝑎 ,𝑏 × 𝑀

 
−𝑐
𝑑

,
1
 𝑑

 
=  

1 0
𝑎 𝑏

  
1 0
−𝑐

𝑑

1

𝑑

 

=  
1 0

 𝑎−
𝑏𝑐

𝑑
 

𝑏

𝑑

  

𝑑ثٔب إٔ   > 0  ٝ  𝑏 >  :      كبٕ 0
𝑏

𝑑
> 0 

𝑀 𝑎 ,𝑏 × 𝑀 𝑐 ,𝑑 
−1 =  

1 0

 𝑎−
𝑏𝑐

𝑑
 

𝑏

𝑑

 = 𝑀
  𝑎−

𝑏𝑐
𝑑

  ;
𝑏
𝑑

  
 𝜖 ℋ 

𝑀 𝑎 :ارٕ  ,𝑏 
−1 =  

1 0
𝑎 𝑏

 
−1

=
1

𝑑𝑒𝑡𝑀 𝑎 ,𝑏 
 

𝑏 0
−𝑎 1

  

=
1

𝑏
 

𝑏 0
−𝑎 1

 =  
1 0
−𝑎

𝑏

1

𝑏

 = 𝑀
 
−𝑎
𝑏

 ,
1
𝑏
 
 

𝐼𝜖𝐺 
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 𝐈  ∎ 4 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏ٖػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ . 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗ ارٕ ثبعزؼٔبٍ اُؼلاهخ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :     ٝ ثبُزب٢ُ     𝑀 𝑎 ,1  
𝑛

= 𝑀 𝑛𝑎 ,1   

 :ٝ إ ُْ رٌٖ ٛزٙ اُطش٣وخ ٓو٘ؼخ ثٔب ك٤ٚ اٌُلب٣خ كؼ٤ِي ثبُزشعغ 

𝑀 𝑎:    ُذ٣٘ب   ∗  ,1 × 𝑀 𝑏 ,1 = 𝑀 𝑎+𝑏  ;1   

𝑀 𝑎1 ,1 × 𝑀 𝑎2 ,1 × ⋯ × 𝑀 𝑎𝑛 ,1 = 𝑀   𝑎𝑖
𝑛
1  ,1  

 

 

 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑀 𝑎 ,1 × 𝑀 𝑎 ,1 × ⋯ × 𝑀 𝑎 ,1 = 𝑀 𝑛𝑎 ,1  

 

 

𝐴𝑛 :٣ؼ٢٘   =  
1 0
𝑛𝑎 1

  

𝑀 a,b   ٝ  𝑀 𝑐ُزٌٖ   ,𝑑  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤  𝐺.  

𝑀 𝑎:      ُذ٣٘ب  ,𝑏 × 𝑀 𝑐 ,𝑑 = 𝑀 𝑎+𝑏𝑐  ,𝑏𝑑    

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝜑 𝑀 𝑎 ,𝑏 × 𝑀 𝑐 ,𝑑  = 𝜑 𝑀 𝑎+𝑏𝑐 ,𝑏𝑑   =  𝑎 + 𝑏𝑐 , 𝑏𝑑   

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

 :ٝ ثبُزب٢ُ 

 ٚ٘ٓ ٝ𝜑  ٖٓ ًَرشب  𝐺,×   ٞٗؾ   ℝ × ℝ∗,⊺ .  

  ٌٖ٤ُ 𝑐, 𝑑  ٖٓ ػ٘ظشا ℝ × ℝ∗.  

𝜑 𝑀 𝑥:     ُ٘ؾَ أُؼبدُخ  ,𝑦  =  𝑐, 𝑑    

,𝑥 :     اُز٢ رٌُبكئ  𝑦 =  𝑐, 𝑑    

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑥 = 𝑐  ٝ  𝑦 = 𝑑    

𝜑 𝑀 𝑥:  ارٕ أُؼبدُخ  ,𝑦  =  𝑐, 𝑑  ك٢ ٝؽ٤ذا  روجَ ؽلا 

𝐺  أُظلٞكخ ٞٛ ٝ 𝑀 𝑐 ,𝑑 .   

 ٚ٘ٓ ٝ :𝐺  ٖٓ َروبث  𝐺,×   ٞٗؾ   ℝ × ℝ∗,⊺     

ℝ   ٗؾٞ   ×,𝐺 رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ   :    خلاطخ × ℝ∗,⊺ .   

𝜑 𝑀 𝑎 ,𝑏  ⊺ 𝜑 𝑀 𝑐 ,𝑑  =  𝑎, 𝑏 ⊺  𝑐, 𝑑 =  𝑎 + 𝑏𝑐 ; 𝑏𝑑  

𝜑 𝑀 𝑎 ,𝑏 × 𝑀 𝑐 ,𝑑  = 𝜑 𝑀 𝑎 ,𝑏  ⊺ 𝜑 𝑀 𝑐 ,𝑑   

ℝ   ٗؾٞ   ×,𝐺   رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜑سأ٣٘ب إٔ   × ℝ∗,⊺    

 .ٝ ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح 

ℝ ارٕ ٗغز٘زظ ث٤٘خ   × ℝ∗,⊺  اٗطلاهب ٖٓ ث٤٘خ   𝐺,×  ػٖ ؽش٣ن اُزطج٤ن 𝜑 

. 

 ٛٞ ×  صٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوبٕٗٞ  ×,𝐺   تما أن

𝑀 𝑎  ٝ إٔ ًَ ٓظلٞكخ   𝑀 0,1أُظلٞكخ   ,𝑏  ٖٓ   𝐺  روجَ ٓٔبصِخ 

𝑀
 
−𝑎

𝑏
 ,

1

𝑏
 

  .× ثبُوبٕٗٞ 𝐺   ك٢ 

ℝ   :فئن  × ℝ∗,⊺  ٕٞٗصٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوب   ⊺ 

  ٞٛ𝜑 𝑀 0,1   إٔ ًَ صٝط ٝ   𝑐, 𝑑   ٖٓ ℝ × ℝ∗  ٣وجَ ٓٔبصلا  

 
−𝑐

𝑑
 ,

1

𝑑
  .⊺ ثبُوبٕٗٞ 𝐺   ك٢  

ℝ :  ارٕ  × ℝ∗,⊺  0,1    صٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ .  ٝ

,𝑐 ًَ ػ٘ظش  𝑑   ٞٛ ٝ ٣وجَ ٓٔبصلا  
−𝑐

𝑑
 ,

1

𝑑
 .  

,𝑎 :    ٗجشٖٛ ثٌَ ثغبؽخ ػ٠ِ إٔ  1 ⊺ ⋯ ⊺  𝑎, 1 =  −n𝑎, 1   

 :ثبعزؼٔبٍ الأدٝاد اُزب٤ُخ 

  φ ًَرشب . 

  رؼش٣ق اُزطج٤نφ  

  𝑀 a,1  
n

= M na ,1  

   
−𝑐

𝑑
 ,

1

𝑑
,𝑐  ٛٞ ٓٔبصَ   𝑑  ثبُ٘غجخ ُـ ⊺  

=  𝜑 𝑀 𝑎 ,1  ⊺ 𝜑 𝑀 𝑎 ,1  ⊺ ⋯⊺ 𝜑 𝑀 𝑎 ,1   
′
 

=  𝜑 𝑀 𝑎 ,1 × 𝑀 𝑎 ,1 × ⋯ × 𝑀 𝑎 ,1   
′
 

=  𝜑  𝑀 𝑎 ,1  
𝑛
  

′
 

=  𝜑 𝑀 𝑛𝑎 ,1   
′
 

=  
−𝑛𝑎

1
;
1

1
  

=  −𝑛𝑎; 1  

  𝑎, 1 ⊺  𝑎, 1 ⊺ ⋯ ⊺  𝑎, 1  ′  :ُذ٣٘ب  

 𝐈𝐈  ∎ 2 

1  𝐈𝐈  ∎ 

 𝐈𝐈  ∎ 3 
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,𝑥 : ُذ٣٘ب  𝑦  ؽَ ُِٔؼبدُخ  𝐸   

 ( ن 2,5 ):   التمرين الثاني 

 ∎ 1 أ

𝑥2 𝑥:    ٣ؼ٢٘  + 𝑦 = 𝑦2 𝑥 − 𝑦 2  

𝑎𝑑 2 𝑎𝑑 :    ٣ؼ٢٘  + 𝑏𝑑 =  𝑏𝑑 2 𝑎𝑑 − 𝑏𝑑 2  

𝑎2𝑑3 𝑎:    ٣ؼ٢٘  + 𝑏 = 𝑏2𝑑3 𝑎 − 𝑏 2𝑑  

𝑑3 لإٔ  𝑑3رضٍ ثبُؼذد ؿٕ ≠ 0   

𝑎2 𝑎:    ٗؾظَ ػ٠ِ  + 𝑏 = 𝑑𝑏2 𝑎 − 𝑏 2  

 ب ∎ 1

 :ُلإعبثخ ػ٠ِ ٛزا اُغئاٍ ٗؾزبط ا٠ُ أسثغ أدٝاد 

    𝑩𝒆𝒛𝒐𝒖𝒕 :  الأداج انثانثح 

 :    الأداج انشاتؼح 

   𝐸  ؽَ ُِٔؼبدُخ         ٗ٘طِن ٖٓ ًٕٞ 

𝑑:   ُذ٣٘ب  = 𝑥 ∧ 𝑦  

,𝑢 ∃:    أُجبششح  𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡 ارٕ ؽغت   𝑣 𝜖℞2  ;  𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 = 𝑑  

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑎𝑑𝑢 + 𝑏𝑑𝑣 = 𝑑  

𝑎𝑢:    ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑑ٗخزضٍ ثبُؼذد اُـ٤ش أُ٘ؼذّ  + 𝑏𝑣 = 1  

𝑎:    اُؼٌغ٤خ  𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت   ∧ 𝑏 = 1  

 

𝑎 :    ارٕ  + 𝑏 𝑎2 = 𝑘𝑏 ٚ٘ٓ ٝ       :𝑏 ∕  𝑎 + 𝑏 𝑎2  

𝑎2:  ٝ ثٔب إٔ  ∧ 𝑏 =  كبٗٚ  ⋆    ؽغت اُ٘ز٤غخ 1

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 : 𝑏 ؽغت  ∕  𝑎 + 𝑏   

𝑎 :الأداج الأونى  ∧ 𝑏 = 1   ⟹   𝑎𝑚 ∧ 𝑏𝑛 = 1  ;   ∀ 𝑚, 𝑛 𝜖ℕ2 

 𝑎 + 1 𝑎2 = 𝑑 𝑎 − 1 2 

𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑑   ⟺   ∃ 𝑚, 𝑛 𝜖℞2  ;    𝑚𝑎 + 𝑛𝑏 = 𝑑    

 
𝑎 ∕ 𝑏
𝑎 ∕ 𝑐

   ⟹    ∀ 𝑚, 𝑛 𝜖℞   ;  𝑎  𝑚𝑏 + 𝑛𝑐   

𝑎2:   ارٕ ؽغت الأداح الأ٠ُٝ  ∧ 𝑏 = 1   ⋆  

 أ  كبٗٚ ؽغت اُغئاٍ 𝐸  ؽَ ُِٔؼبدُخ          ثٔب إٔ اُضٝط 

𝑑𝑏2 𝑎 − 𝑏 2 =  𝑎 + 𝑏 𝑎2 

𝑏ٝ ٗؼِْ إٔ   ∕  −𝑏  ارٕ ؽغت الأداح اُشاثؼخ    : 

𝑏 ∕  𝑎 + 𝑏 − 𝑏  ٣ؼ٢٘ :𝑏 ∕ 𝑎    1  

𝑎:  ٝ ٗؼِْ ؽغت ٓب عجن إٔ  ∧ 𝑏 = 1    2  

𝑏 : ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ  = 1   

𝑎:   ٗلزشع إٔ  = 1   
 ج ∎ 1

𝑏:  ُذ٣٘ب  = 𝑥:    ارٕ 1 = 𝑑  ٝ  𝑦 = 𝑑.   

,𝑥 ثٔب إٔ   𝑦  ؽَ ُِٔؼبدُخ   𝐸  ٕكب   :𝑑2 𝑑 + 𝑑 = 𝑑2 𝑑 − 𝑑 2   

𝑑:  ٣ؼ٢٘  = 𝑑  ٝ ٛزا ر٘بهغ لإٔ   0 = 𝑥 ∧ 𝑦 ≠ 0    

𝑎:  ٝ ثبُزب٢ُ  ≠ 1.   

1:   ارٕ  ≡ −1 𝑎 − 2:      ٣ؼ٢٘  1 ≡ 0 𝑎 − 1     

 ٚ٘ٓ ٝ   : 𝑎 − 1 ∕ 2  

 2 ٝ 1:  ٢ٛ 2اُوٞاعْ اُظؾ٤ؾخ اُطج٤ؼ٤خ ُـ 

𝑎:  ارٕ  − 1 = 𝑎   أٝ    1 − 1 = 2   

𝑎:   ٣ؼ٢٘  = 𝑎  أٝ   2 = 3    

 :ٝ ٗجشٖٛ ثٌَ ثغبؽخ ػ٠ِ أٗٚ 

𝑎:  ارا ًبٕ  = ,𝑥 :   كبٕ 2 𝑦  ٣ؾون أُؼبدُخ  𝐸 .  

𝑎:   ُذ٣٘ب  −  𝑎 − 1 = 1  

,𝑢 ∃ :   ارٕ  𝑣 𝜖℞   ;   𝑎𝑢 +  𝑎 − 1 𝑣 = 1   

𝑢:  ٝ ك٢ ٛزٙ اُؾبُخ ُذ٣٘ب  = 1  ٝ  𝑣 = −1   

𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡    : 𝑎 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت  ∧  𝑎 − 1 = 1  

𝑏ُذ٣٘ب ٖٓ عٜخ أخشٟ  =  أ  ارٕ ؽغت اُغئا1ٍ

𝑘:  ٗؼغ  = 𝑑 𝑎 −    ℞𝑘𝜖:    ثؾ٤ش  1

𝑎 :   ارٕ  + 1 𝑎2 = 𝑘 𝑎 − 1  ٚ٘ٓ ٝ     : 𝑎 − 1 ∕  𝑎 + 1 𝑎2    

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠    :  𝑎   ٗغز٘زظ ؽغت   ⋆⋆ ٖٓ اُؼلاهخ  − 1 ∕  𝑎 + 1    

𝑎2:    ارٕ ؽغت الأداح الأ٠ُٝ ٗغز٘زظ إٔ  ∧  𝑎 − 1 = 1   ⋆⋆  

𝑎 :  ُذ٣٘ب      − 1 ∕  𝑎 + 𝑎:     ٣ؼ٢٘  1 ≡ −1 𝑎 − 1    

𝑎:  ٝ ٗؼِْ إٔ  ≡ 1 𝑎 − 𝑎 لإٔ   )   1 − 1 ∕  𝑎 − 1   ) 

𝑎:  ٝ ارا ًبٕ  = ,𝑥 :   كبٕ 3 𝑦  ٣ؾون ًزُي أُؼبدُخ  𝐸 .  

     𝑮𝒂𝒖𝒔𝒔 :  الأداج انثاوٍح 
𝑎 𝑏𝑐        
𝑎 ∧ 𝑐 = 1

   ⟹    𝑎 ∕ 𝑏  

 د ∎ 1
 𝑥, 𝑦  

 𝑥, 𝑦  

𝑘 𝜖 ℞ ∶ 𝑘  حٌث   = 𝑏𝑑 𝑎 − 𝑏 2  ∶  نضع  
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∎ 2 

   𝐸 ُ٘ؾَ أُؼبدُخ 

,𝑎 :    ارا ًبٕ  : انحانح الأونى 𝑏 =  2,1   

,𝑥 :    ارٕ  𝑦 =  2𝑑, 𝑑     

 ٚ٘ٓ ٝ     : 𝐸  ∶    2𝑑 2 2𝑑 + 𝑑 = 𝑑2𝑑2   

= 4𝑑2  3𝑑 :  ٣ؼ٢٘  𝑑4 أ١     :𝑑 = 12   

,𝑥 :    ٝ ثبُزب٢ُ  𝑦 =  24,12   

,𝑎 :   ارا ًبٕ  : انحانح انثاوٍح 𝑏 =  3,1    

,𝑥 :    ارٕ  𝑦 =  3𝑑, 𝑑     

; 𝐵 1 ٝ سأعبٙ ٛٔب  𝐶 1,0 ٛزٍُٞ ٓشًضٙ اُ٘وطخ  ℋ : ارٕ  3 + 2 2  ٝ 

𝐵  1 ; 3 −  : أُؼشك٤ٖ ثٔب ٢ِ٣  ′∆  ٝ  ∆  ٝ ٓوبسثبٙ ٛٔب أُغزو٤ٔبٕ  2 2

  ∆ ∶ 𝑦 − 3 = 𝑥 − 1        ٝ        ∆′ ∶ 𝑦 − 3 = 1 − 𝑥  

∶ ∆ :   ٣ؼ٢٘  𝑦 = 𝑥 + 2   ٝ     ∆′ ∶ 𝑦 = 4 − 𝑥   

36𝑑3:  ٣ؼ٢٘  = 4𝑑4 أ١    :𝑑 = 9    

,𝑥 :   ٝ ثبُزب٢ُ  𝑦 =  27,9    

 ٚ٘ٓ ٝ     : 𝐸  ∶    3𝑑 2 3𝑑 + 𝑑 = 𝑑2 2𝑑 2   

  . 𝐸  ٛٔب ؽلا أُؼبدُخ  27,9  ٝ  24,12 اُضٝعبٕ  : خلاصح

 ( ن 5,0 ):   التمرين الثالث 

1  𝐈  ∎ 

𝑧:   ٗؼغ  = 𝑥 + 𝑖𝑦 ٝ   𝑀  ٢ٛ طٞسح اُؼذد اُؼوذ١ 𝑧   

 . ػذد٣ٖ ؽو٤و𝑥 ٝ 𝑦ٖ٤٤: ثؾ٤ش 

= 𝑃 𝑧 :ُذ٣٘ب  𝑧2 −  2 + 6𝑖 𝑧 

⟺     𝑃 𝑧 =  𝑥 + 𝑖𝑦 2 −  2 + 6𝑖  𝑥 + 𝑖𝑦  

⟺     𝑃 𝑧 = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 −  2𝑥 + 2𝑖𝑦 + 6𝑖𝑥 − 6𝑦  

⟺     𝑃 𝑧 = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑖𝑦 − 6𝑖𝑥 + 6𝑦 

⟺     𝑃 𝑧 =  𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 6𝑦 + 𝑖 2𝑥𝑦 − 2𝑦 − 6𝑥  

 . ػذد رخ٢ِ٤ طشف 𝑃 𝑧ٝ ُذ٣٘ب 

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 6𝑦 =   ٢ٛ ٓؼبدُخ د٣ٌبسر٤خ ٤ٔٓضح 0

 . ػذدا رخ٤ِ٤ب𝑃(𝑧) اُز٢ ٣ٌٕٞ ٖٓ أعِٜب  𝑀 𝑧ُِ٘وؾ 

=  ℜ𝑒 𝑃 𝑧   :ارٕ  0 

2  𝐈  ∎ 

,𝒪 ك٢ أُؼِْ  𝑒1    , 𝑒2      أُغٔٞػخ  ℋ  رز٤ٔض ثبُٔؼبدُخ : 

⟺      𝑥 − 1 2 −  𝑦 − 3 2 = −8 

⟺    
 𝑥 − 1 2

 2 2 
2 −

 𝑦 − 3 2

 2 2 
2 = −1 

 𝐈  ∎ 3 

  . ℋ  ٣ؾون ٓؼبدُخ أُغٔٞػخ  0,0 اُضٝط 

02:  لإٔ  − 02 − 2 × 0 + 6 × 0 =    𝒪𝜖 ℋ:    ارٕ 0

 : رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ 𝒪 ك٢ اُ٘وطخ  ℋ  ُِٜزٍُٞ  𝑇𝒪 ٗؼِْ إٔ ٓؼبدُخ أُٔبط 

𝑥0:  ؽ٤ش  = 0  ٝ  𝑦0 = 0   

 𝑇𝒪 ∶    𝑥𝑥0 − 𝑦𝑦0 =  𝑥 + 𝑥0 − 3 𝑦 + 𝑦0  

 ∆  

 ∆′  

𝐁 

 𝓗  

𝐂 

𝓞 

𝐁  
𝐞𝟐      

𝐞𝟏      

 𝓗  

 𝐈  ∎ 4 

 ٚ٘ٓ ٝ :  𝑇𝒪  ∶   𝑥 − 3𝑦 = 0     

 𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 6𝑦 = 0 

⟺      𝑥2 − 2𝑥 −  𝑦2 − 6𝑦 = 0 

⟺      𝑥2 − 2𝑥 + 1 −  𝑦2 − 6𝑦 + 9 = −8 

𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 6𝑦 = 0   ∶  ٌعنً   



 

  

= 𝑃 𝑧:     أُؼبدُخ ℂُ٘ؾَ ك٢  4 − 6𝑖  
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1  𝐈𝐈  ∎ 

⟺     𝑧2 −  2 + 6𝑖 𝑧 +  6𝑖 − 4 = 0 

𝑧1  =
 2 + 6𝑖 + 4𝑖

2
= 1 + 5𝑖 

𝑧2  =
 2 + 6𝑖 − 4𝑖

2
= 1 + 𝑖 

 :ارٕ 

ٝ 

𝑢ُذ٣٘ب   = 1 + 5  ٝ  𝑣 = 1 + 𝑖  ٝ  𝜔 = 239 − 𝑖:   

 :ارٕ 

 𝑃𝑎𝑠𝑐𝑎𝑙 :  1 ُذ٣٘ب ؽغت ٓضِش 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

3 

4 

1 

3 

6 

1 

𝑎 : ٓؼبٓلاد اُؾذٝد٣خ  1 4 + 𝑏 4  

 𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

 𝐈𝐈  ∎ 2 ب 

𝛼 :ُذ٣٘ب  = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

5
  

⟺   𝑡𝑎𝑛 𝛼 =
1

5
 ⟺   5 =

𝑐𝑜𝑠 𝛼 

𝑠𝑖𝑛 𝛼 
 

⟺   5𝑖 =
𝑐𝑜𝑠 𝛼 

𝑠𝑖𝑛 𝛼 
𝑖 ⟺   1 + 5𝑖 =

𝑐𝑜𝑠 𝛼 

𝑠𝑖𝑛 𝛼 
𝑖 + 1 

⟺          𝑢 =
𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝑖𝑐𝑜𝑠 𝛼 

𝑠𝑖𝑛 𝛼 
 

⟺          𝑢 =  
1

𝑠𝑖𝑛 𝛼 
  𝑐𝑜𝑠  

𝜋

2
− 𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛  

𝜋

2
− 𝛼   

⟺          𝑢 =  
1

𝑠𝑖𝑛 𝛼 
 𝑒

𝑖 
𝜋
2
−𝛼 

 

𝑠𝑖𝑛 𝛼 ≈ 0,19 ≠  :ُذ٣٘ب  0

𝑎𝑟𝑔 𝑢 ≡  
𝜋

2
− 𝛼  2𝜋   ٕار: 

𝛽       :ث٘لظ اُطش٣وخ ُذ٣٘ب  = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

239
  

     ⟺      239 =
𝑐𝑜𝑠 𝛽 

𝑠𝑖𝑛 𝛽 
 

     ⟺      239 − 𝑖 =
𝑐𝑜𝑠 𝛽 

𝑠𝑖𝑛 𝛽 
− 𝑖 

     ⟺      𝜔 =
𝑐𝑜𝑠 𝛽 − 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝛽 

𝑠𝑖𝑛 𝛽 
 

     ⟺      𝜔 =  
1

𝑠𝑖𝑛 𝛽 
  𝑐𝑜𝑠 −𝛽 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 −𝛽   

     ⟺      𝜔 =  
1

𝑠𝑖𝑛 𝛽 
 𝑒−𝛽𝑖  

     ⟺      𝑎𝑟𝑔 𝜔 = −𝛽 2𝜋  

 𝐈𝐈  ∎ 2 ج 

1  أش٤ش ك٢ اُجذا٣خ ا٠ُ إٔ  + 𝑖 =  2  
 2

2
+ 𝑖

 2

2
 =  2𝑒𝑖𝜋

4  

∆ =  2 + 6𝑖 2 − 4 6𝑖 − 4  

 =  4𝑖 2 

 :ُذ٣٘ب 

𝑢4 =  1 + 5𝑖 4 = 14 + 4 5𝑖 + 6 5𝑖 2 + 4 5𝑖 3 +  5𝑖 4 

⟺      𝑢4 = 1 + 20𝑖 − 150 − 500𝑖 + 625 

⟺      𝑢4 = 476 − 480𝑖 

⟺      𝑢4 × 𝑣 =  476 − 480𝑖  1 + 𝑖  

⟺      𝑢4 × 𝑣 = 476 + 476𝑖 − 480𝑖 + 480 

⟺      𝑢4 × 𝑣 = 956 − 4𝑖 

⟺      𝑢4 × 𝑣 = 4 239 − 𝑖  

⟺      𝑢4 × 𝑣 = 4𝜔         ٍُذ٣٘ب ؽغت اُغئا ٝ 𝑢4 × 𝑣 = 𝜔 أ 

⟹     𝑎𝑟𝑔 𝑣 = 𝑎𝑟𝑔 1 + 𝑖 ≡
𝜋

4
 2𝜋  

⟹     𝑎𝑟𝑔 𝑢4 × 𝑣 ≡ 𝑎𝑟𝑔 𝜔  2𝜋  

⟹     4𝑎𝑟𝑔 𝑢 + 𝑎𝑟𝑔 𝑣 ≡ 𝑎𝑟𝑔 𝜔  2𝜋  

⟹     4  
𝜋

2
− 𝛼 +

𝜋

4
≡ −𝛽 2𝜋  

⟹     4𝛼 − 𝛽 ≡
𝜋

4
 2𝜋  



 

  

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑔𝑛ُذ٣٘ب  +∞ .  
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⟺     ∃𝑘𝜖℞   ;    4𝛼 − 𝛽 =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 

 .ٗغزؼ٤ٖ ثب٥ُخ اُؾبعجخ ٝ ٗؼجؾ ٝؽذح ه٤بط اُضٝا٣ب ػ٠ِ اُشاد٣بٕ 

𝛼:  ُذ٣٘ب  ≈ 0,2 𝑟𝑎𝑑  ٝ  𝛽 ≈ 0,004 𝑟𝑎𝑑   

0:  ٝ ٗلاؽع إٔ  < 𝛼 < 1  ٝ  0 < 𝛽 < 1    

1−:ٝ ٖٓ ٛز٣ٖ اُزؤؽ٤ش٣ٖ ٗؾظَ ػ٠ِ  < 4𝛼 − 𝛽 < 4     

1−:    أ١  <
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 < 4   

 ٚ٘ٓ ٝ    :−0,3 < 𝑘 < 0,5   

𝑘 :ارٕ  = 0    

4𝛼:  ٝ ثبُزب٢ُ  − 𝛽 =
𝜋

4
  

4𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 :      أ١   
1

5
 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

239
 =

𝜋

4
 

 ( ن 9,0 ):   التمرين الرابع 

∎ 1 

 ∀𝑥𝜖ℝ+
∗    ;   𝑔𝑛 𝑥 = 𝑛𝑥 + 2𝑙𝑛𝑥  ُذ٣٘ب: 

 𝑔n داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ℝ+
 لأٜٗب ٓغٔٞع داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ∗

+ℝُلإشزوبم ػ٠ِ 
𝑥 ٝ ٛٔب ∗ → 𝑛𝑥 ٝ 𝑥 → 2𝑙𝑛𝑥.  

𝑔𝑛 :ٝ ُذ٣٘ب 
′  𝑥 = 𝑛 +

2

𝑥
=

𝑛𝑥 + 2

𝑥
> 0 

+ℝ داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑔𝑛ارٕ 
∗.  

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥  = +∞ lim
𝑥→0+

𝑔𝑛 𝑥  = −∞ ٝ 

𝑥 0 +∞ 

𝑔𝑛  

+ 𝑔𝑛
′ (𝑥) 

−∞ 

+∞ 

∎ 2 

+𝑥𝜖ℝ∀ :      ٗؼغ 
∗    ;   𝑕 𝑥 =  𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 

𝑕′ 𝑥 =  𝑥
1
2 − 𝑙𝑛𝑥 

′
 

+𝑥𝜖ℝ∀  :ٝ ُذ٣٘ب 
∗      ;   

1

2𝑥  𝑥 + 2 
> 0 

𝑥   ٓزؼِوخ ثبشبسح  𝑕′(𝑥)ارٕ اشبسح   − 4 .   

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑕 𝑥  = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑕 𝑥  = +∞  ٝ: 

4 𝑥 

2 − 𝑙𝑛4 

0 +∞ 

+∞ 
𝑕 

− 𝑕′(𝑥) 0 + 

+∞ 

2 اٗطلاهب ٖٓ ٛزا اُغذٍٝ ٗلاؽع إٔ  − 𝑙𝑛4  ه٤ٔخ د٣ٞٗخ ُِذاُخ 𝑕 ػ٠ِ ℝ+
∗  

𝑥∀ :    ٣ؼ٢٘ إٔ  > 0   ;   𝑕 𝑥 > 2 − 𝑙𝑛4 

2:     ُذ٣٘ب  − 𝑙𝑛4 ≈ 0,6 > 0 

𝑥∀:    ارٕ  > 0  ;   𝑕 𝑥 > 0 

 ٚ٘ٓ ٝ     :∀𝑥 > 0  ;    𝑥 > 𝑙𝑛𝑥 

 3 أ ∎

,0  روبثَ ٖٓ 𝑔𝑛ارٕ  ,𝑔𝑛  0 ٗؾٞ  ∞+ +∞    

,𝑔𝑛  0 :ٝ ُذ٣٘ب  +∞  =  lim
𝑥→0+

𝑔𝑛 𝑥 ; 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥   

=  −∞; +∞ = ℝ 

⟺      𝑕′ 𝑥 =
1

2
𝑥

−1
2 −

1

2
 

⟺      𝑕′ 𝑥 =
1

2 𝑥
−

1

𝑥
 

⟺      𝑕′ 𝑥 =
 𝑥

2𝑥
−

2

2𝑥
 

⟺      𝑕′ 𝑥 =
 𝑥 − 2

2𝑥
 

⟺      𝑕′ 𝑥 =
𝑥 − 4

2𝑥  𝑥 + 2 
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𝑔𝑛 1:     ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

𝑛
 = 1 − 2𝑙𝑛 𝑛   

𝑛ػِٔب إٔ   ≥ 1:      ٗغز٘زظ إٔ 3 − 2𝑙𝑛 𝑛 ≤ 1 − 2𝑙𝑛3   

1ُذ٣٘ب    − 2𝑙𝑛3 ≈ 1:      ارٕ 1,2− − 2𝑙𝑛 𝑛 < 0   

 : ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

 .ٗزٞكش ا٥ٕ ػ٠ِ ع٤ٔغ اُششٝؽ اُلاصٓخ ُزطج٤ن ٓجشٛ٘خ اُو٤ْ اُٞع٤ط٤خ

= 𝑔𝑛 𝑥أُؼبدُخ  : ٝ ٓ٘ٚ  +ℝ ك٢ 𝛼𝑛  روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا 0
∗.  

;   𝑛𝜖ℕ∀  : ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب     
1

𝑛
;

1

 𝑛
 ⊂ ℝ+

∗  

 ٚ٘ٓ ٝ      :  1  𝑔𝑛  
1

𝑛
 < 0 

𝑔𝑛  
1

 𝑛
 = 𝑛  

1

 𝑛
 + 2𝑙𝑛  

1

 𝑛
 =  𝑛 + 𝑙𝑛  

1

𝑛
  

=  𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛  

𝑛ثٔب إٔ   > 𝑛  2   كبٗٚ ؽغت اُغئا0ٍ > 𝑙𝑛 𝑛  

𝑛 ٣ؼ٢٘    − 𝑙𝑛 𝑛 > 0 ٚ٘ٓ ٝ    : 𝑔𝑛  
1

 𝑛
 > 0  2  

𝑔𝑛 : ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ   
1

 𝑛
 × 𝑔𝑛  

1

𝑛
 < 0 

> 0 

!∃ :ارٕ  𝛼𝑛𝜖  
1

𝑛
;

1

 𝑛
     ∕     𝑔𝑛 𝛼𝑛 = 0 

 3 ∎ ب

 
 

 
1

𝑛
< 𝛼𝑛 <

1

 𝑛
                          

lim
𝑛→+∞

 
1

𝑛
 = lim

𝑛→+∞
 

1

 𝑛
 = 0

   ∶  لدٌنا  

lim
𝑛→+∞

 𝛼𝑛 = 0    ∶   إذن  

 الجزء الثاني

 𝐈  ∎ 1 

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+
 
 𝑥
3

𝑒−𝑥

𝑥
 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

 
1

𝑥
2
3𝑒𝑥

 =
1

0+
= +∞ 

 :ُذ٣٘ب 

C         ٗغز٘زظ إٔ            ٣وجَ ٓٔبعب سأع٢ ٓٞعٜب ٗؾٞ الأػ٠ِ ك٢ اُظلش. 

 . ؿ٤ش هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝑓ارٕ 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥
1
3𝑒−𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 
𝑥

1
3

𝑒𝑥
 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 
1

 
𝑒𝑥

𝑥  
 ×  

1

𝑥
2
3

 

=  
1

+∞
 ×  

1

+∞
 = 0 

 𝐈  ∎ 2 

 ∎  𝐈  أ 3

         C . ٝ ٛٞ ٓؾٞس الأكبط٤َ∞+٣وجَ ٓوبسثب أكو٤ب ثغٞاس :        ارٕ 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ ػ٘ظشا ℝ+
∗.   

= 𝑓 𝑥:   ُذ٣٘ب  𝑥
1
3𝑒−𝑥  

3  𝐈  ∎ ب 

    𝑓 ′ 𝑥 =  
1 − 3𝑥

3𝑥
 𝑓(𝑥)  ُذ٣٘ب: 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :      ثٔب إٔ    𝑒−𝑥 > 0   

     ٝ ∀𝑥 > 0   ;   𝑥
1
3 = 𝑒

1
3
𝑙𝑛𝑥 > 0   ٝ   3𝑥 > 0   

𝑓كبٕ اشبسح   ′(𝑥)  1   ٓزؼِوخ ثـ − 3𝑥    

𝑥ارا ًبٕ   = 1

3
𝑓:      كبٕ  ′ 𝑥 = 0   

𝑥ارا ًبٕ   > 1

3
𝑓:     كبٕ  ′ 𝑥 < 0    

𝑥ارا ًبٕ   < 1

3
𝑓:     كبٕ  ′ 𝑥 > 0    

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = 0 lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 0  ٝ 

1

3
 𝑥 

𝑓  
1

3
  

0 +∞ 

0 0 
𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

𝑓 :ارٕ  ′ 𝑥 =
1

3
𝑥

−2
3 𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥𝑥

1
3 

⟺       𝑓 ′ 𝑥 =  𝑥
1
3𝑒−𝑥  

1

3
𝑥−1 − 1  

⟺       𝑓 ′ 𝑥 =  𝑥
1
3𝑒−𝑥  

1

3𝑥
− 1  

⟺       𝑓 ′ 𝑥 =  𝑥
1
3𝑒−𝑥  

1 − 3𝑥

3𝑥
  

⟺       𝑓 ′ 𝑥 =  
1 − 3𝑥

3𝑥
 𝑓(𝑥) 
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 𝐈  ∎ 4 

𝓞 

𝟏 

𝟏

𝟑
 

C         

𝟏 

 𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

 ٌٖ٤ُ    :𝑦 𝜖 𝑓(𝐼)   

;   𝑥𝜖𝐼∃ :      ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ    𝑓 𝑥 = 𝑦   

⊃ 𝑓 𝐼:     ٝ ثبُزب٢ُ  𝐼   

𝑓 :ارٕ   
1

3
 ≥ 𝑓 𝑥 ≥ 𝑓 1  

0,5 :أ١  ≥ 𝑦 ≥ 0,36 

1 :ارٕ  ≥ 𝑦 ≥
1

3
 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑦 𝜖 𝐼 

⟹   𝑦 𝜖 𝑓 𝐼 :ؽظِ٘ب ارٕ ػ٠ِ الإعزِضاّ اُزب٢ُ    𝑦 𝜖 𝐼 

 𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑓 𝑥 ≤ 𝑓  
1

3
  ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓  لإٔ   

1

3
; +∞   

≥ 𝑓 𝑥:   ٣ؼ٢٘  0,5 < 1  

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑓 𝑥 < 1   

 ∀𝑥 > 0   ∶    𝑓 ′ 𝑥 =  
1 − 3𝑥

3𝑥
 𝑓(𝑥)  ُذ٣٘ب: 

>  𝑓 𝑥 :   ارٕ  1    1  

𝑥 𝜖  
1

3
; 𝑥 :ُذ٣٘ب   1 ≥

1

3
 :أ١  

𝑥 :ٝ ٓ٘ٚ  :٣ؼ٢٘  >
1

5
 5𝑥 > 1 

3𝑥 :٣ؼ٢٘  + 2𝑥 > 1 

2 :٣ؼ٢٘  >
1 − 3𝑥

𝑥
  ∗  

 :٣ؼ٢٘ 
1 − 3𝑥

𝑥
≥ −2  ∗∗  

𝑥 𝜖  
1

3
; 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب   1 ≤  :أ١  1

 ٚ٘ٓ ٝ: 1 − 𝑥 ≥ 1 :٣ؼ٢٘  0 − 3𝑥 + 2𝑥 ≥ 0 

1 :٣ؼ٢٘  − 3𝑥 ≥ −2𝑥 

= 𝑓′ 𝑥 :ُذ٣٘ب   
1 − 3𝑥

3𝑥
 𝑓(𝑥) 

⟺    𝑓′ 𝑥 =
1

3
 

1 − 3𝑥

𝑥
 𝑓(𝑥) 

⟹     𝑓′ 𝑥  =
1

3
 
1 − 3𝑥

𝑥
  𝑓(𝑥)  

 𝑓(𝑥) < 1  
1 − 3𝑥

𝑥
 ≤  ٝ : ٗغذ  2  ٝ  1 ٖٓ  2

2− : ٗغز٘زظ إٔ  ∗∗  ٝ  ∗ ٖٓ  ≤
1 − 3𝑥

𝑥
< 2 

  :أ١ 
1 − 3𝑥

𝑥
 ≤ 2  2  

 ٚ٘ٓ ٝ:  𝑓′(𝑥) ≤
2

3
 

 𝐈𝐈  ∎ 1 ج 

 ٌٖ٤ُ𝑥ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب هطؼب  

= 𝑓 𝑥:  ُذ٣٘ب  𝑥 ٣ؼ٢٘      : 𝑥
3

𝑒−𝑥 = 𝑥   

𝑥𝑒−3𝑥:  ارٕ  = 𝑥3    

𝑒−3𝑥: ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑥ٗخزضٍ ثبُؼذد اُـ٤ش أُ٘ؼذّ  = 𝑥2   

3𝑥− : ػ٠ِ ٛبر٤ٖ ا٤ٌُٔز٤ٖ أُٞعجز٤ٖ ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑙𝑛ٗذخَ اُذاُخ  = 2𝑙𝑛𝑥 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ ػ٘ظشا 𝐼 =  
1

3
; 𝑥:  ارٕ     1 ≥

1

3
    

2𝑥 :٣ؼ٢٘  > 1 − 3𝑥 

 

 ٝ𝑓 داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ 𝐼   ُذ٣٘ب:   
1

3
≤ 𝑥 ≤ 1 

𝐼 :ُذ٣٘ب  =  
1

3
; 1  

 ٚ٘ٓ ٝ: 1 > 0,5 ≥ 𝑦 > 0,36 ≥
1

3
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3𝑥:   ٣ؼ٢٘  + 2𝑙𝑛𝑥 = 0 ٚ٘ٓ ٝ       :𝑔3 𝑥 = 0     

𝑥:    ارٕ  = 𝛼3 ثؾ٤ش         :
1

3
< 𝛼3 <

1

 3
      

                   ٝ ٗؼِْ ؽغت اُغئاٍ             ٖٓ اُغضء الأٍٝ إٔ أُؼبدُخ 

+ℝ ك٢ 𝛼𝑛روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا 
:  ثؾ٤ش ∗

1

𝑛
< 𝛼𝑛 <

1

 𝑛
   

 أ 3

 ٌٖ٤ُ𝑛ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب . 

 𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  ٗجشٖٛ ثبُزشعغ ػ٠ِ إٔ    𝑢𝑛  𝜖 𝐼  

𝑛ٖٓ أعَ   = 𝑢0:   ُذ٣٘ب 0 =
1

3
 𝜖  

1

3
; 1 = 𝐼  

  𝑢0 𝜖 𝐼:   ارٕ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ٗلزشع إٔ    𝑢𝑛  𝜖 𝐼   

  .𝐼 ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓ثٔب إٔ 

𝑢𝑛:   كبٕ   𝜖 𝐼    ⟹     𝑓 𝑢𝑛  𝜖 𝑓 𝐼   

⊃ 𝑓 𝑢𝑛  𝜖 𝑓 𝐼:   ارٕ  𝐼   

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑢𝑛+1 𝜖 𝐼  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :     ٝ ثبُزب٢ُ    𝑢𝑛  𝜖 𝐼   

⊃ 𝑓 𝐼:  ٝ ٗؼِْ إٔ  𝐼ٍأ 1   ٝ رُي ؽغت اُغئا 

 𝐈𝐈  ∎ 2 ب 
 ٌٖ٤ُ𝑛ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب . 

𝑢𝑛 :    ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ  ; 𝛼3 ⊂ 𝐼   

  .𝐼 داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑓ٝ ثٔب إٔ 

𝑢𝑛 :   داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑓كبٕ  ; 𝛼3 ًزُي    

 :ؽغت ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ : ٝ ٓ٘ٚ 

 ٚ٘ٓ ٝ : 𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼3  ≤  𝑓′ 𝑐  ×  𝑢𝑛 − 𝛼3   

 ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ ب

:   ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ       
1

3
< 𝛼3 <

1

 3
 ج  

∃ 𝑐 𝜖  𝑢𝑛 , 𝛼3   ;   
𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼3 

𝑢𝑛 − 𝛼3
= 𝑓′ 𝑐  

 ∀ 𝑥 𝜖 𝐼   ;    𝑓′ 𝑥  ≤
2

3
 ب ؽغت اُغئاٍ :ٝ ثٔب إٔ  

;  𝜖𝑛ℕ∀: كبٕ     𝑓′ 𝑐   𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼3   

− 𝑓 𝑢𝑛 : : ٣ؼ٢٘  𝑓 𝛼3  ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼3   

;    𝑛𝜖ℕ∀ : ارٕ      𝑢𝑛+1 − 𝛼3 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼3   

 𝐈𝐈  ∎ 2 ج 

 ٌٖ٤ُ𝑛ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب . 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ُذ٣٘ب    𝑢𝑛  𝜖 𝐼 

 1  

  𝛼3 𝜖 𝐼    2:   ارٕ 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼3   ⋇   ٕار: 

𝛼3 𝜖 𝐼 
1

3
≤ 𝛼3 ≤  :٣ؼ٢٘  :ُذ٣٘ب  1 

−2

3
≤

1

3
− 𝛼3 ≤  

2

3
  

1

3
− 𝛼3  ≤  

2

3
 :أ١  :ٝ ٓ٘ٚ  

 𝑢0 − 𝛼3  ≤  
2

3
 :٣ؼ٢٘  

 
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼3  ≤   
2

3
 
𝑛+1

 

;   𝑛𝜖ℕ∀  ٝ ٗؼِْ إٔ     𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼3  

   ⋇ : ٝ رُي ؽغت 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :ٝ ثبُزب٢ُ     𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛+1

 

  :ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ك٢ اُؼذد أُٞعت       ٗؾظَ ػ٠ِ 
2

3
 
𝑛

 

 𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤
2

3
 𝑢𝑛−1 − 𝛼3  

≤  
2

3
  

2

3
  𝑢𝑛−2 − 𝛼3  

≤  
2

3
  

2

3
  

2

3
  𝑢𝑛−3 − 𝛼3  

≤  
2

3
 
𝑛

 𝑢𝑛−𝑛 − 𝛼3  

⋮ ⋮ 

𝑔𝑛 𝑥 = 0 
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 𝐈𝐈  ∎ 2 د 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :ُذ٣٘ب     𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛+1

 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :ارٕ   − 
2

3
 
𝑛+1

+ 𝛼3 ≤ 𝑢𝑛 ≤  
2

3
 
𝑛+1

+ 𝛼3 

  : كبٕ 1− ٝ 1ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب ٓؾظٞس ث٤ٖ  :ثٔب إٔ 
2

3
 
𝑛+1

 

lim
𝑛∞

 
2

3
 
𝑛+1

= 0 

 ٚ٘ٓ ٝ: lim
𝑛∞

 − 
2

3
 
𝑛+1

+ 𝛼3 = 𝛼3 

ٝ lim
𝑛∞

  
2

3
 
𝑛+1

+ 𝛼3 = 𝛼3 

lim :ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓظبد٣ن روبسة أُززب٤ُبد 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛼3 

,0  داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب  +∞   

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 1  أ

,0  ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓: ارٕ  𝑥  ٕ٤ًلٔب ًب 𝑥 ٖٓ ℝ+
∗.  

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑓 روجَ داُخ أط٤ِخ 𝑕 ٍ0  ػ٠ِ أُغب, 𝑥 .  

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑕: ٣ؼ٢٘  𝑥  ثؾ٤ش   :𝑕′ 𝑥 = 𝑓 𝑥    

𝑥:  ُذ٣٘ب  > 8𝑥:     ٣ؼ٢٘ 0 > 0   

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑥 → 𝑕(8𝑥) 0 :     هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ, +∞   

,0 : لأٜٗب ٓشًت داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ  +∞    

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ    لأٜٗب ٓغٔٞع  ∞+

,0 داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ   +∞    

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ ػ٘ظشا ℝ+
∗  

= 𝐹 𝑥:   ُذ٣٘ب  𝑕 8𝑥 − 𝑕(𝑥)   

𝐹′ 𝑥 = 8𝑕′ 8𝑥 − 𝑕′(𝑥)  ٕار : 

⟺      𝐹′ 𝑥 = 8 8𝑥
3

  𝑒−8𝑥 −  𝑥
3

  𝑒−𝑥  

⟺      𝐹′ 𝑥 = 8  8
1
3  𝑥

1
3  𝑒−𝑥  𝑒−7𝑥 −  𝑥

1
3 𝑒−𝑥  

⟺      𝐹′ 𝑥 =  16𝑒−7𝑥 − 1 𝑓(𝑥) 

,𝑥 𝜖  0 ∀ ٝ ثٔب إٔ      +∞  ;   𝑓 𝑥 ≥ 0   

16𝑒−7𝑥   ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح  𝐹′(𝑥)كبٕ اشبسح   − 1    

𝑥 :كبٕ  :ارا ًبٕ  =
𝑙𝑛16

7
 𝐹′ 𝑥 = 0 

𝑥 :كبٕ  :ارا ًبٕ  >
𝑙𝑛16

7
 𝐹′ 𝑥 < 0 

𝑥 :كبٕ  :ارا ًبٕ  <
𝑙𝑛16

7
 𝐹′ 𝑥 > 0 

,0   داُخ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ                   ٝ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ                                           𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑙𝑛16

7
   

𝑙𝑛16

7
, +∞  

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑡 ػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ٖ ٓٞعج٤ٖ ثؾ٤ش    :𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 8𝑥  

,0 :   داُخ ٓٞعجخ ػ٠ِ 𝑓ثٔب إٔ  +∞    

  .𝑓 داُخ ٓٞعجخ ًزُي لأٜٗب رٌبَٓ ُذاُخ ٓٞعجخ 𝐹كبٕ 

𝑡ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ   ≤ 8𝑥 ٕار     :𝑡
1

3 ≤  8𝑥 
1

3   

ٗؼشة ؽشك٢ أُزلبٝرخ الأخ٤شح ك٢ اُؼذد أُٞعت ٝ اُـ٤ش أُ٘ؼذّ  

𝑒−𝑡:   ٗؾظَ ػ٠ِ   𝑡
1

3 ≤ 𝑒−𝑡 8𝑥 
1

3   

 :ثبدخبٍ اُزٌبَٓ ػ٠ِ ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ٗؾظَ ػ٠ِ 

 𝑒−𝑡𝑡
1
3

8𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑒−𝑡 8𝑥 
1
3

8𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝐹(𝑥) ≥ 0    1  = 𝑕 8𝑥 − 𝑕 𝑥 ) 

= 𝐹 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب   𝑓(𝑡)
8𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

=  𝑓(𝑡)
0

𝑥

𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
8𝑥

0

𝑑𝑡 

=  𝑓(𝑡)
8𝑥

0

𝑑𝑡 −  𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 

= 𝑕 8𝑥 − 𝑕 0 − 𝑕 𝑥 + 𝑕(0) 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

𝑒−𝑡  



 

  

 : ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ 
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 ∀𝑥 ≥ 0   ;   0 ≤  𝐹(𝑥) ≤ 2𝑓(𝑥) 1 − 𝑒−7𝑥  

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2  ب

0 :ٗ٘طِن ٖٓ اُزؤؽ٤ش  ≤  𝐹(𝑥) ≤ 2𝑓(𝑥) 1 − 𝑒−7𝑥  

lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) =  :أ١  0

 : ك٢ اُغذٍٝ اُزب٢ُ Fِٗخض اُ٘زبئظ اُز٢ رْ اُزٞطَ ا٤ُٜب ثخظٞص اُذاُخ 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

0 = 0  𝐸𝑣𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒  

𝑓  limٝ ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد 
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 0 

lim :ارٕ 
𝑥→+∞

2𝑓(𝑥) 1 − 𝑒−7𝑥 = 2 × 0 ×  1 − 0 = 0 

≥ 0 :ٝ ثبُزب٢ُ   𝐹(𝑥) ≤ 2𝑓(𝑥) 1 − 𝑒−7𝑥             

+∞ 

0 0 0 

+∞ +∞ 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2  ج

𝑙𝑛16

7
 𝑥 

𝐹  
𝑙𝑛16

7
  

0 +∞ 

0 0 

𝐹 

+ 𝐹′(𝑥) 0 − 

⟺     𝐹(𝑥) ≤  8𝑥 
1
3  𝑒−𝑡

8𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

⟺     𝐹(𝑥) ≤ 2𝑥
1
3 −𝑒−𝑡 𝑥

8𝑥  

⟺     𝐹(𝑥) ≤ 2𝑥
1
3 −𝑒−8𝑥 + 𝑒−𝑥  

⟺     𝐹(𝑥) ≤ 2𝑥
1
3𝑒−𝑥 1 − 𝑒−7𝑥  

⟺     𝐹(𝑥) ≤ 2𝑓(𝑥) 1 − 𝑒−7𝑥   2  

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

 الإمتحان الوطني الموحد  

 لنيل شهادة البكالوريا
 2006الدورة الاستدراكية 

( ن 2,0 ): انتمشٌه الأول   

  ن0,50

 𝑰  

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 

 مسلك العلوم الرياضية أ و ب
 10المعامل 

 أربع ساعات: مدة الإنجاز 
 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 4 ٝ 3 ٝ 2 ٝ 1ٗٞصع ثطش٣وخ ػشٞائ٤خ أسثغ ًشاد ؿ٤ش هبثِخ ُِز٤٤ٔض ثبُِٔظ ٝ ٓشهٔخ 

 0ًَ شخض ٣ٌٔ٘ٚ إٔ ٣ؾظَ ػ٠ِ  ) ،𝐴 ٝ 𝐵 ٝ 𝐶 ٝ 𝐷 ٝ 𝐸 ٝ 𝐹ػ٠ِ عزخ أشخبص 

 ( ًشاد 4 أٝ 3 أٝ 2 أٝ 1أٝ 

 ٓب ٛٞ ػذد آٌب٤ٗبد رٞص٣غ اٌُشاد الأسثغ ػ٠ِ الأشخبص اُغزخ ؟

 . ػ٠ِ ًشح ٝاؽذح ػ٠ِ الأهَ 𝐴أؽغت اؽزٔبٍ إٔ ٣ؾظَ اُشخض 

 ٣غب١ٝ ػذد 𝐵 ٝ 𝐶ٓغٔٞع ػذد١ اٌُشاد أُؾظَ ػ٤ِٜب ٖٓ ؽشف اُشخظ٤ٖ : " أؽغت اؽزٔبٍ اُؾذس اُزب٢ُ 

  .𝐴اٌُشاد أُؾظَ ػ٤ِٜب ٖٓ ؽشف اُشخض 

( ن 4,0 ): انتمشٌه انثاوً   

,𝒪 ك٢ أُغزٟٞ اُؼوذ١ أُ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ  𝑢  , 𝑣   ٗؼزجش اُزطج٤ن 𝑓 ٖٓ أُؼشف ℂ ٞٗؾ ℂ ثٔب ٢ِ٣  : 

= 𝑓 𝑧:   أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢  0.   

𝑧0ٗؼغ   = 1  ٝ  𝑧𝑛+1 = 𝑓 𝑧𝑛  ٌَُ  𝑛  ٖٓ ℕ ٗشٓض ثـ ٝ  𝑢𝑛 ُٔؼ٤بس اُؼذد اُؼوذ١ 𝑧𝑛.  

 .  ٓزوبسثخ ٝ اؽغت ٜٗب٣زٜب 𝑢𝑛 𝑛≥0 اعز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ  

 ٌَُ ٝ𝑘 ٖٓ ℕ ٗؼزجش 𝑀𝑘 طٞسح اُؼذد اُؼوذ١ 𝑧𝑘.  

;   𝑛𝜖ℕ∀ ث٤ٖ إٔ     𝒮𝑛 ≤ 3.   

 ( ؿ٤ش ٓطِٞة 𝒮𝑛 𝑛≥0 ؽغبة ٜٗب٣خ  )  ٓزوبسثخ 𝒮𝑛 𝑛≥0 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ  

𝑧ٗؼغ     = 𝑟𝑒𝒾𝜃   ؽ٤ش    𝑟𝜖ℝ+
∗   ٝ  𝜃 −𝜋, 𝜋 .  

   . ∗𝑛𝜖ℕ  ٓغزو٤ٔ٤خ  𝑀1 ٝ 𝑀2ٝ     ٝ  𝑀𝑛ث٤ٖ إٔ اُ٘وؾ 

𝑓 𝑧 =
1

6
  1 + 𝒾 3 𝑧 + 2𝑧   

;   𝑛𝜖ℕ∀  :ث٤ٖ إٔ    0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
2

3
𝑢𝑛  

 ٌَُ𝑛 ٖٓ ℕ ٗؼغ : 𝒮𝑛 =  𝒪𝑀𝑘

𝑛

𝑘=0

= 𝒪𝑀1 + ⋯ + 𝒪𝑀𝑛  

= 𝑓 𝑧 :ث٤ٖ إٔ 
2

3
𝑟 cos  𝜃 +

𝜋

6
 𝑒

𝒾𝜋
6  

1 

 ب

2 

 أ

 ب

 𝐈𝐈  

 𝐈𝐈𝐈  

2 

 أ

1 

2 

3 

1 

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن1,00

 ..…  ن0,50
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( ن 3,5 ): انتمشٌه انثانث  ,𝒪   ٓٔ٘ظْأُغزٟٞ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ   𝒾 , 𝒿  .   

 ٌٖ٤ُ Γ    ٚ2 أُ٘ؾ٠٘ اُز١ ٓؼبدُز𝑦2 − 4𝑦 − 7𝑥 = 0.  

 . شِغْ ٝ ؽذد سأعٚ ٝ ثئسر٤ٚ Γ ث٤ٖ إٔ 

,𝒪  ك٢ أُؼِْ   Γ أٗش٠ء أُ٘ؾ٠٘  𝒾 , 𝒿  .   

∶  𝐸 :    أُؼبدُخ 2℞ٗؼزجش ك٢    2 𝑦 − 1 2 = 7𝑥 + 2.  

𝑦    :ث٤ٖ إٔ  ≡ 𝑦     أٝ    7 0 ≡ 2 7 .   

 : ٢ٛ  𝐸 اعز٘زظ إٔ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ 

,𝑀 𝑥ؽذد اُ٘وؾ   𝑦  أُ٘ؾ٠٘ ٖٓ   Γ ثؾ٤ش  :    𝑥, 𝑦 𝜖℞2   ٝ     𝑥 ∧ 𝑦 = 9.  

𝑆 =   14𝐾2 − 4𝑘  ;   7𝑘   ∕  𝑘𝜖℞ ∪   14𝑘2 + 4𝑘  ;   7𝑘 + 2   ∕ 𝑘𝜖℞  

( ن 3,0 ): انتمشٌه انشاتغ   

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝐹ث٤ٖ إٔ  𝜋 .  

 2 1 :  ث٤ٖ إٔ    ٝ    ثبعزؼٔبٍ اُغئا٤ُٖ  

;   𝑡𝜖ℝ∀  :ث٤ٖ إٔ    
 1 + 𝑡 2

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 
=

𝑡

 1 + 𝑡2 
−

𝑡

 3 + 𝑡2 
+

1

 3 + 𝑡2 
 

;   𝛼𝜖ℝ∀  :ث٤ٖ إٔ     
1

 3 + 𝑡2 

𝛼

0

𝑑𝑡 =
1

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

𝛼

 3
  

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ 𝐹ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  𝜋  ثٔب ٢ِ٣ : 𝐹 𝑥 =  
1 + sin 𝑢

2 + cos 𝑢

𝑥

0

𝑑𝑢 

𝑡ثبعزؼٔبٍ ٌٓبِٓخ ثزـ٤٤ش أُزـ٤ش   = tan  
𝑢

2
 :  ث٤ٖ إٔ  

 ∀𝑥𝜖 0, 𝜋    ;   𝐹(𝑥) = 2  
 1 + 𝑡 2

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 

tan
𝜋
2

0

𝑑𝑡 

 ∀𝑥𝜖 0, 𝜋    ;   𝐹 𝑥 = ln 3 +
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

tan  
𝑥
2
 

 3
 + ln  

1 + tan2
 
𝑥
2
 

3 + tan2 𝑥
2
 
  

  : ث٤ٖ إٔ 𝐹ثبعزؼٔبٍ ارظبٍ اُذاُخ 
1 + sin 𝑢

2 + cos 𝑢

𝜋

0

𝑑𝑢 = ln 3 +
𝜋

 3
 

cos ٝ :ؽ٤ش  ٝ :ٗزًش إٔ  𝑢 =
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
 sin 𝑢 =

2𝑡

1 + 𝑡2
 𝑡 = tan

𝑢

2
 𝑢𝜖 0, 𝜋  

 𝑰  

 أ 1

 ب

 ج

2 

 د

 𝐈𝐈  

1 

 أ

 ب

2 

3 

1 

2 

  ن0,75

  ن0,25

  ن1,00

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50
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 2 ٣شٓض ُؼذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ أًجش أٝ ٣غب١ٝ 𝑥ك٢ ٛزا اُزٔش٣ٖ 

𝑓𝑛أؽغت 
′ 𝑥  ٌَُ 𝑥 ٖٓ ℝ صْ ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 𝑓𝑛.  

  .ℝ ك٢ 𝛼𝑛 روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا                      ث٤ٖ إٔ أُؼبدُخ 

;   𝑥𝜖ℝ∀ ث٤ٖ إٔ     𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + < 𝑓𝑛 1  صْ اعز٘زظ إٔ  1 0.   

∗𝑛𝜖ℕ∀ :        اعز٘زظ إٔ  −  1    ;   𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 ≥ 0 

. 
 .  ر٘بهظ٤خ صْ اعز٘زظ أٜٗب ٓزوبسثخ 𝛼𝑛 𝑛≥2 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ  

lim :ؽذد 
𝑛→+∞

𝛼𝑛  

∗𝑛 𝜖  ℕ ∀  :اعز٘زظ إٔ  ∖  1    ;   
ln 𝑛

𝑛
< 𝛼𝑛 <

2 ln 𝑛

𝑛
 

∗𝑛𝜖ℕ∀  3 : ثبعزؼٔبٍ اُغئاٍ          ث٤ٖ إٔ  −  1    ;   
1

𝑛2
< 𝑒−𝑛𝛼𝑛 <

1

𝑛
 

𝓃 ثؾ٤ش  𝑛𝜖ℕ∀ ث٤ٖ إٔ  ≥ = 𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 : ُذ٣٘ب 2
𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

 𝑛 + 1 
 𝑒𝛼𝑛 −

1

𝑛
− 1  

 :ث٤ٖ إٔ 
1

𝑛
< 𝛼𝑛 < 1 

𝑓𝑛 :ث٤ٖ إٔ   
1

𝑛
 < 0 

lim :أؽغت 
𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥) lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛(𝑥) ٝ 

= 𝑓𝑛 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣ ℝ اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓𝑛ٗؼزجش 
𝑥

𝑛
− 𝑒−𝑛𝑥  

𝛼2 : ٗؤخذ  )           أٗش٠ء أُ٘ؾ٠٘   ≈ 0,6 ) C          
2 

,𝒪  ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ 𝑓𝑛  اُزٔض٤َ أُج٤ب٢ٗ ُِذاُخ        ٤ٌُٖ   𝒾 , 𝒿  .  C          
𝑛 

          C   .       أدسط اُلشػ٤ٖ اُلاٜٗبئ٤٤ٖ ُِٔ٘ؾ٠٘  
𝑛 

 أ

 ب

 ج

2 

 أ

 ج

 د

 ب

 أ 1

 ب

 ج

 ب

3 

4 

( ن 3,0 ) : انخامسانتمشٌه   

5 

 6 أ

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

𝑓𝑛 𝑥 = 0 
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 : أشخبص ٣ٌٖٔ إٔ ٣زْ ثخٔظ ؽشم ٓخزِلخ 6رٞص٣غ أسثغ ًشاد ٓشهٔخ ػ٠ِ 
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∎ 

 ( ن 2,0 ):   التمرين الأول 

1 

 .اػطبء شخض ٝاؽذ اٌُشاد الأسثغ : انطشٌقح الأونى 

اػطبء شخض ٝاؽذ اٌُشح الأ٠ُٝ صْ ٗؼط٢ اُشخض  : انطشٌقح انثاوٍح 

 .اُضب٢ٗ اٌُشاد اُضلاس أُزجو٤خ

 .اػطبء شخض ٝاؽذ ًشر٤ٖ ٝ شخض صب٢ٗ ًشر٤ٖ : انطشٌقح انثانثح 

اػطبء شخض ٝاؽذ ًشح ٝاؽذح ٝ شخض صب٢ٗ ًشح  : انطشٌقح انشاتؼح 

 .ٝاؽذح ٝ شخض صبُش ًشر٤ٖ

 .ٗؼط٢ ًَ شخض ًشح ٝاؽذح  : انطشٌقح انخامسح 

 :ك٢ اُطش٣وخ اُضب٤ٗخ ُذ٣٘ب 

  𝐶6
   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض اُز١ ع٘ؼط٤ٚ ًشح ٝاؽذح 1

 ٝ𝐶4
    آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشح اُز٢ ع٘ؼط٤ٜب ا٣بٙ 1

  ٝ   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض اُز١ ع٘ؼط٤ٚ اٌُشاد اُضلاس أُزجو٤خ     .

 :ك٢ اُطش٣وخ اُضبُضخ ُذ٣٘ب 

  𝐶6
   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض اُز١ ع٘ؼط٤ٚ اٌُشر٤ٖ 1

  ٝ     ٖآٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشر٤    .

  ٝ   ٖآٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض ا٥خش طبؽت اٌُشر٤ٖ أُزجو٤ز٤     .

 :ك٢ اُطش٣وخ الأ٠ُٝ ُذ٣٘ب 

  𝐶6
.    آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض اُز١ ع٘ؼط٤ٚ اٌُشاد الأسثغ 1

 

 :ك٢ اُطش٣وخ اُشاثؼخ ُذ٣٘ب 

  𝐶6
.    آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض طبؽت اٌُشح الأ1٠ُٝ

  ٝ𝐶4
.    آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشح اُز٢ ع٘ؼط1ٚ٤

  ٝ     آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض طبؽت اٌُشح اُضب٤ٗخ     .

  ٝ𝐶3
 .   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشح اُز٢ ع٘ؼط1ٚ٤

   ٝ𝐶4
.    آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض طبؽت اٌُشر٤ٖ أُزجو٤ز1ٖ٤

 
 :ك٢ اُطش٣وخ اُشاثؼخ ُذ٣٘ب 

   𝐶6
.   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض طبؽت اٌُشح الأ1٠ُٝ

   ٝ𝐶4
.   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشح اُز٢ ع٘ؼط1ٚ٤

   ٝ𝐶5
.    آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض طبؽت اٌُشح اُضب٤ٗخ1

   ٝ𝐶3
 .  آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشح اُز٢ ع٘ؼط1ٚ٤

   𝐶4
.   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض طبؽت اٌُشح اُضبُضخ1

   ٝ𝐶2
 .  آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشح اُز٢ ع٘ؼط1ٚ٤

   𝐶3
.   آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُشخض طبؽت اٌُشح اُشاثؼخ1

   ٝ𝐶1
 .  آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اٌُشح اُز٢ ع٘ؼط1ٚ٤

 

 :اُزطج٤ن اُؼذد١ 

 :اُطش٣وخ 

 ػذد الإٌٓب٤ٗبد

 5ؽ  4ؽ  3ؽ  2ؽ  1ؽ 

6 120 180 1440 8640 

6 + 120 + 180 + 1440 + 8640 = 10386 

ػذد الإٌٓب٤ٗبد ُزٞص٣غ اٌُشاد الأسثغ ػ٠ِ الأشخبص : ٝ ثبُزب٢ُ 

 :اُغزخ ٛٞ 

 :  ٣ٌٔ٘ٚ إٔ ٣ؾظَ ػ٠ِ 𝐴اُشخض 

    ًشح ٝاؽذح ثـ𝐶4
.   آٌب٤ٗخ1

    أٝ ٣ؾظَ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ثـ𝐶4
.   آٌب٤ٗخ2

    أٝ ٣ؾظَ ػ٠ِ صلاس ًشاد ثـ𝐶4
.   آٌب٤ٗخ3

  أٝ ٣ؾظَ ػ٠ِ أسثغ ًشاد ثبٌٓب٤ٗخ ٝاؽذح .

∎ 2 

𝐶4
1 + C4

2 + C4
3 + C4

4 = 15 

 ػ٠ِ ًشح ٝاؽذح ػ٠ِ Aارٕ ػذد الإٌٓب٤ٗبد اُز٢ ٣ؾظَ ك٤ٜب اُشخض 

 :الأهَ ٛٞ 

 : ػ٠ِ ًشح ٝاؽذح ػ٠ِ الأهَ ٣غب١ٝ 𝐴اؽزٔبٍ إٔ ٣ؾظَ اُشخض : ٝ ٓ٘ٚ 

 15

10386
≈ 0,0015 ≡ 0,15% 

∎ 3 

 ػ٠ِ 𝐵 ٝ ؽظَ اُشخض 𝑚 ػ٠ِ ًشح ٝاؽذح سهٜٔب 𝐶ارا ؽظَ اُشخض 

 : ًشح ٝ ُذ٣٘ب                 ع٤ؾظَ ػ٠ِ 𝐴 كبٕ اُشخض 𝑛ًشح ٝاؽذح سهٜٔب 

 
𝑚 + 𝑛 + 2 = 4 

  ارٕ ٛزٙ أُؼبدُخ لا روجَ ؽِٞلا ك٢ أُغٔٞػخ                ٗؼِْ إٔ  

 1 , 2 ,3 , 4 ×  1 , 2 ,3 , 4  

 0ٝ ثبُزب٢ُ ٗؾٖ ثظذد ؽذس ٓغزؾ٤َ ٝ اؽزٔبٍ ٝهٞػٚ 

⟺        𝑚 + 𝑛 = 2 

𝐶5
1 

 𝑚 + 𝑛  

𝐶4
2 

𝐶5
1 

𝐶5
1 

𝑚 ≠ 𝑛 
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 ( ن 4,0 ):   التمرين الثاني 

∎  𝐈  

𝑧:  ٗؼغ  = 𝑥 + 𝑖𝑦 صْ ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ     :𝑓 𝑧 = 0   

= 𝑓 𝑧ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ   : ٝ ٓ٘ٚ   : رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ ℂ  ك٢ 0

⟺      1 + 𝑖 3 𝑧 + 2𝑧 = 0 

⟺      1 + 𝑖 3  𝑥 + 𝑖𝑦 + 2 𝑥 − 𝑖𝑦 = 0 

⟺      3𝑥 −  3𝑦 + 𝑖 −𝑦 +  3𝑥 = 0 

⟺      
3𝑥 −  3𝑦 = 0

−𝑦 +  3𝑥 = 0
  

⟺      
3𝑥 =  3𝑦

3𝑥 =  3𝑦
  

⟺      𝑧 = 𝑥 + 𝑖 3𝑥 

⟺      𝑧 = 𝑥 1 + 𝑖 3  

𝒮 =     𝑥 1 + 𝑖 3    /   𝑥𝜖ℝ   

 𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

= 𝑓 𝑧      :ُذ٣٘ب 
1

6
  1 + 𝑖 3 𝑧 + 2𝑧   

⟺      𝑓 𝑧𝑛 =
1

6
  1 + 𝑖 3 𝑧𝑛 + 2𝑧𝑛     

⟹       𝑓 𝑧𝑛  =  
1

6
  1 + 𝑖 3 𝑧𝑛 + 2𝑧𝑛      

z :   ٗؼِْ إٔ  + z′ ≤  z +  z′    ٝ    𝑧 =  z  .    

⟹ :ارٕ        𝑓 𝑧𝑛  ≤
1

6
  1 + 𝑖 3 𝑧𝑛  +

1

6
 2𝑧𝑛     

⟹       𝑓 𝑧𝑛  ≤  
1

6
 2 𝑧𝑛  +  

2

6
  𝑧𝑛   

⟹       𝑓 𝑧𝑛  ≤
2

3
 𝑧𝑛   

⟹       𝑧𝑛+1 ≤
2

3
 𝑧𝑛   

⟹      𝑢𝑛+1 ≤
2

3
𝑢𝑛  

 . ٝ ٗؼِْ إٔ ٓؼ٤بس ػذد ػوذ١ ٣ٌٕٞ دائٔب ٓٞعجب

𝑛𝜖ℝ      0∀  :ارٕ  ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
2

3
𝑢𝑛  

 𝐈𝐈  ∎ 1  ب

𝑛𝜖ℝ      0∀  :ُذ٣٘ب  ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
2

3
𝑢𝑛  

𝑛 ٖٓ أعَ   − 0 :  ٗؾظَ ػ٠ِ  1 ≤ 𝑢𝑛 ≤
2

3
𝑢𝑛−1 

⟺ :ٝ ثبُزب٢ُ       0 ≤ 𝑢𝑛 ≤  
2

3
 
𝑛

𝑢0 

⟺      0 ≤ 𝑢𝑛 ≤  
2

3
 
𝑛

 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑛∞

 
2

3
 
𝑛

= 0 

 لإٔ  
2

3
 
𝑛

 1  ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب ٓٞعت ٝ أطـش ٖٓ 

   ٓزوبسثخ ٝ رئٍٝ ا٠ُ اُظلش𝑢n n :  ٝ ثبُزب٢ُ 

lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 =  :٣ؼ٢٘  0

⟺      0 ≤ 𝑢𝑛 ≤
2

3
𝑢𝑛−1 

     ≤  
2

3
  

2

3
 𝑢𝑛−2 

     ≤  
2

3
 

3

𝑢𝑛−3 

     ≤  
2

3
 
𝑛

𝑢𝑛−𝑛  

⋮ 

⋮ 

𝒮𝑛 = 𝒪𝑀0 + 𝒪𝑀1 + ⋯ + 𝒪𝑀𝑛  

⟺      𝒮𝑛 =  𝑧0 +  𝑧1 + ⋯ +  𝑧𝑛   

⟺      𝒮𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛  

 :ُذ٣٘ب 

𝑛𝜖ℝ      0∀  :ٝ ٗؼِْ إٔ  ≤ 𝑢𝑛 ≤
2

3
𝑢𝑛−1 

 :ارٕ 

 
 
 

 
 
𝑢0 ≤ 1      

𝑢1 ≤  
2

3
  

  

⋮

𝑢𝑛 ≤  
2

3
 
𝑛

  

 

 𝐈𝐈  ∎ 2 أ 
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 ٚ٘ٓ ٝ:      𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 ≤   
2

3
 
𝑘𝑛

𝑘=0

 

⟺      𝒮𝑛 ≤  
1 −  

2
3 

𝑛+1

1 −  
2
3
 

  

⟺      𝒮𝑛 ≤ 3  1 −  
2

3
 
𝑛+1

  

  :ارٕ  :ٝ ُذ٣٘ب 
2

3
 
𝑛+1

≥ 0 − 
2

3
 
𝑛+1

≤ 0 

 ٚ٘ٓ ٝ:  1− 
2

3
 
𝑛+1

 ≤ 1 

3 :٣ؼ٢٘   1− 
2

3
 
𝑛+1

 ≤ 3 

∶   𝑛𝜖ℕ∀  :ٝ ثبُزب٢ُ     𝒮𝑛 ≤ 3 

 𝐈𝐈  ∎ 2  ب

𝒮𝑛 = 𝒪𝑀0 + 𝒪𝑀1 + ⋯ + 𝒪𝑀𝑛  :ُذ٣٘ب  

  ر٘ز٢ٔ ا٠ُ ٗلظ 𝑀1  ٝ  𝑀2  ٝ  ⋯  ٝ  𝑀𝑛ٝ ثبُزب٢ُ اُ٘وؾ  

 : أُج٤ٖ ك٢ اُشٌَ اُزب٢ُ  ∆ أُغزو٤ْ 

 :ٗلاؽع إٔ 

 𝒪𝑀0 + ⋯ + 𝒪𝑀𝑛 + 𝒪𝑀𝑛+1 >  𝒪𝑀0 + ⋯ + 𝒪𝑀𝑛  

𝒮𝑛+1 :ارٕ  > 𝒮𝑛  

   ٓززب٤ُخ رضا٣ذ٣خ𝒮𝑛 𝑛 ارٕ  

𝒮𝑛: ٣ؼ٢٘ ) 3ٝ ثٔب أٜٗب ٌٓجٞسح ثبُؼذد  ≤  .كبٜٗب ٓزوبسثخ ( 3

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 1 

= 𝑓 𝑧      :ُذ٣٘ب 
1

6
  1 + 𝑖 3 𝑧 + 2𝑧   

    ⟺      𝑓 𝑧 =
1

6
 𝑟 1 + 𝑖 3 𝑒𝑖𝜃 + 2𝑟𝑒−𝑖𝜃   

    ⟺      𝑓 𝑧 =
2𝑟

3
  

1

4
+ 𝑖

 3

4
 𝑒𝑖𝜃 +

𝑒−𝑖𝜃

2
  

   =
2𝑟

3
  

1

4
+ 𝑖

 3

4
  cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 +

1

2
 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜃   

   =
2𝑟

3
 

cos 𝜃

4
+ 𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃

4
+ 𝑖

 3𝑐𝑜𝑠𝜃

4
−

 3𝑠𝑖𝑛𝜃

4
+

𝑐𝑜𝑠𝜃

2
− 𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃

2
  

    ⟺      𝑓 𝑧 =
2𝑟

3
 

3cos 𝜃

4
+ 𝑖

 3𝑐𝑜𝑠𝜃

4
−

 3𝑠𝑖𝑛𝜃

4
− 𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃

4
  

    =
2𝑟

3
  

3cos𝜃

4
−

 3𝑠𝑖𝑛𝜃

4
 +  𝑖

 3𝑐𝑜𝑠𝜃

4
− 𝑖

𝑠𝑖𝑛𝜃

4
   

    =
2𝑟

3
 
 3

2
 
 3

2
cos 𝜃 −

1

2
𝑠𝑖𝑛𝜃 +

𝑖

2
 
 3

2
𝑐𝑜𝑠𝜃 −

1

2
 𝑠𝑖𝑛𝜃   

    =
2𝑟

3
 
 3

2
𝑐𝑜𝑠  𝜃 +

𝜋

6
 +

𝑖

2
𝑐𝑜𝑠  𝜃 +

𝜋

6
   

    =
2𝑟

3
𝑐𝑜𝑠  𝜃 +

𝜋

6
  

 3

2
+

1

2
𝑖  

   ⟺     𝑓(𝑧)  =
2𝑟

3
𝑐𝑜𝑠  𝜃 +

𝜋

6
 𝑒

𝑖 
𝜋
6
 
 

2  𝐈𝐈𝐈  ∎ 

,𝑘𝜖 1:   ثؾ٤ش 𝑀𝑘   ٛٞ ُؾن اُ٘وطخ  𝑓(𝑧𝑘−1):  ُذ٣٘ب  … , 𝑛    

𝑓(𝑧)        :ٝ ُذ٣٘ب   =
2𝑟

3
𝑐𝑜𝑠  𝜃 +

𝜋

6
 𝑒

𝑖 
𝜋
6
 
 

   ⟹     𝑓(𝑧𝑘−1)  =
2𝑟

3
𝑐𝑜𝑠  𝜃 +

𝜋

6
 𝑒

𝑖 
𝜋
6
 
 

   ⟹     𝑎𝑟𝑔 𝑓(𝑧𝑘−1)  ≡ 𝑎𝑟𝑔  𝑒
𝑖 

𝜋
6
 
  2𝜋  

   ⟹     𝑎𝑟𝑔 𝑓(𝑧𝑘−1)  ≡
𝜋

6
 2𝜋  

 ∆  

30° 



 

  

𝑦:    ك٢ ؽبُخ  ≡ 0 7 .  
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2𝑦2 − 4𝑦 − 7𝑥 = 0 

⟺          2 𝑦2 − 2𝑦 = 7𝑥 

⟺          2 𝑦 − 1 2 = 7𝑥 + 2 

⟺           𝑦 − 1 2 =
7

2
𝑥 + 1 

⟺           𝑦 − 1 2 =
7

2
 𝑥 +

2

7
  

 Ω :  شِغْ سأعٚ  Γ ارٕ  
−2

7
; 1  

F : ٝ ثئسرٚ   
7

8
−

2

7
; 0 + 1  

F : ٣ؼ٢٘   
33

56
; 1  

 ( ن 3,5 ):   التمرين الثالث 
 𝐈  ∎ 1 

 𝐈  ∎ 2 

𝓞 𝟑𝟑

𝟓𝟔
 −𝟐

𝟕
 

𝛀 𝟏 𝐅 

 𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

⟺          2 𝑦2 − 2𝑦 + 1 = 7𝑥 + 2 

⟺          2𝑦 𝑦 − 2 = 7𝑥 

⟺          7 ∕ 2𝑦 𝑦 − 2  

⟺         7 7     أو    2 𝑦      7      أو ∕  𝑦 − 2  

⟺         𝑦 ≡ 𝑦      أو       7 0 ≡ 2 7  

 𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

;   ℞𝑘𝜖∃ :      ُذ٣٘ب    𝑦 = 7𝑘   

𝑦:    ٝ ك٢ ؽبُخ  ≡ 2 7 .  

;   ℞𝑘𝜖∃ :       ُذ٣٘ب    𝑦 = 7𝑘 + 2  

 : ٢ٛ  𝐸 ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ : ٝ ثبُزب٢ُ 

         2𝑦 𝑦 − 2 = 7𝑥  ُذ٣٘ب ٝ: 

         2 𝑦 − 1 2 = 7𝑥 +  :ُذ٣٘ب  2

         2𝑦 𝑦 − 2 = 7𝑥  ُذ٣٘ب ٝ: 

         2 7𝑘  7𝑘 − 2 = 7𝑥  ٣ؼ٢٘: 

         2 7𝑘 + 2  7𝑘 = 7𝑥  ٣ؼ٢٘: 

        𝑥 =  14𝑘2 − 4𝑘  ٕار: 

        𝑥 =  14𝑘2 + 4𝑘  ٕار: 

𝒮 =   14𝑘2 − 4𝑘 ;  7𝑘 ,  14𝑘2 + 4𝑘 ;  7𝑘 + 2    ∕     𝑘𝜖℞  

 𝐈𝐈  ∎ 2 

𝑥:       ُذ٣٘ب  ∧ 𝑦 = 9  

𝑥:  ك٢ ؽبُخ  = 14𝑘2 − 4𝑘   ٝ  𝑦 = 7𝑘   

 :ُذ٣٘ب ؽغت خٞاسص٤ٓخ اه٤ِذط 

; M1 1098:    ٝ ٓ٘ٚ ٗؾظَ ػ٠ِ اُ٘وطخ  63 .   

        14𝑘2 − 4𝑘 7𝑘 

2𝑘 
−4𝑘 

 :ارٕ ٖٓ ٛزٙ اُوغٔخ الأه٤ِذ٣خ ٗغز٘زظ إٔ 

 14𝑘2 − 4𝑘  ∧   7𝑘 =  7𝑘  ∧   −4𝑘  =  𝑘 

7:   لإٔ  ∧  −4 = 1   

 ٚ٘ٓ ٝ       :𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑘 = 9  

 : أ٢ُٝ كبٕ 7ٝ ثٔب إٔ اُؼذد 
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14𝑘2:       ُذ٣٘ب  + 4𝑘 = 2𝑘 7𝑘 + 2  

𝑥:  ك٢ ؽبُخ  = 14𝑘2 + 4𝑘   ٝ  𝑦 = 7𝑘 + 2   

 :ارٕ ٖٓ ٛزٙ اُ٘ز٤غخ ٗغز٘زظ إٔ 

 14𝑘2 + 4𝑘  ∧   7𝑘 + 2 =  7𝑘 + 2   

 ٚ٘ٓ ٝ       :𝑥 ∧ 𝑦 = 7𝑘 + 2 = 9  

𝑘:       ٣ؼ٢٘  = 1  

; M2 18:    ٝ ٓ٘ٚ ٗؾظَ ػ٠ِ اُ٘وطخ  9 .   

 ( ن 3,0 ):   التمرين الرابع 

∎ 1 

أُغبس اُؼٌغ٢ ُٜزٙ أُزغب٣ٝخ عززْ دساعزٚ ثزلبط٤ِٚ ك٢  : ٓلاؽظخ

اُغ٘خ الأ٠ُٝ ٖٓ الأهغبّ اُزؾؼ٤ش٣خ أٝ الأعذط اُضب٢ٗ ٖٓ اُغبٓؼخ أٝ 

 :ٝ ٛزٙ اُؼ٤ِٔخ رغ٠ٔ   . 𝐵𝑇𝑆 اُغ٘خ الأ٠ُٝ ٖٓ  

< la décomposition d’une fraction rationnel en 

éléments simples > 

         :ٓضبٍ 
1

 𝑥−2  𝑥−3 
=

−1

 𝑥−2 
+

1

 𝑥−3 
 

2 ∎ 

   :ُذ٣٘ب 
1

3 + 𝑡2
 

𝛼

0

𝑑𝑡 =
1

3
  

1

1 +
𝑡2

3

 
𝛼

0

𝑑𝑡 

𝑢 :ٗؼغ  =
𝑡

 3
𝑑𝑡 :ارٕ   =  3𝑑𝑢 

 أ 3 ∎

𝑢 →
1 + sin 𝑢

2 + cos 𝑢
 :ُذ٣٘ب  

,0 داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ  𝜋  ٖف ُذاُز٤  لأٜٗب خبسط ٓؼشَّ

,0 ٓزظِز٤ٖ ػ٠ِ  𝜋  2:   ثؾ٤ش + cos 𝑢 ≠ 0  

,0  ػ٠ِ أُغبٍ 𝐹ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ  𝜋  .  

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ 𝐹: ٣ؼ٢٘  𝜋  .  

= 𝐹′ 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب 
1 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥

2 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥
 

 ب 3 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٍ0  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب, 𝜋   

= 𝐹 𝑥 :ُذ٣٘ب    
1 + 𝑠𝑖𝑛 𝑢

2 + 𝑐𝑜𝑠 𝑢
 

𝑥

0

𝑑𝑢 

 ٚ٘ٓ ٝ: 

𝑡 :ارٕ  :ٗؼغ  = 𝑡𝑎𝑛  
𝑢

2
  

𝑑𝑡

𝑑𝑢
=

1 + 𝑡2

2
 

𝐹 𝑥 =   
1 +  

2𝑡
1 + 𝑡2 

2 +  
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2 
 

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2 

0

 
2

1 + 𝑡2
 𝑑𝑡 

𝐹 𝑥 = 2  
 𝑡 + 1 2

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2
 

0

𝑑𝑡 

 ج 3 ∎

𝐹 𝑥 = 2  
 𝑡 + 1 2

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2 

0

𝑑𝑡 

= 2   
𝑡

1 + 𝑡2
−

𝑡

3 + 𝑡2
+

1

3 + 𝑡2
 

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2
 

0

𝑑𝑡 

= 2   
𝑡

1 + 𝑡2
 𝑑𝑡

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2 

0

− 2   
𝑡

3 + 𝑡2
 

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2 

0

𝑑𝑡

+ 2   
1

3 + 𝑡2
 

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2
 

0

𝑑𝑡 

=  ln 1 + 𝑡2  
0

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2 

−  𝑙𝑛 3 + 𝑡2  
0

𝑡𝑎𝑛  𝑥
2 

+
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 

1

 3
𝑡𝑎𝑛  

𝑥

2
   

 :ُذ٣٘ب 
𝑡

1 + 𝑡2
−

𝑡

3 + 𝑡2
+

1

3 + 𝑡2
=

𝑡

1 + 𝑡2
+

1 − 𝑡

3 + 𝑡2
 

=
𝑡 3 + 𝑡2 +  1 − 𝑡  1 + 𝑡2 

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 
 

=
𝑡2 + 2𝑡 + 1

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 
 

=
 𝑡 + 1 2

 1 + 𝑡2  3 + 𝑡2 
 

⟺      
1

3 + 𝑡2
 

𝛼

0

𝑑𝑡 =
 3

3
 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑢 

0

𝛼

 3 

⟺      
1

3 + 𝑡2
 

𝛼

0

𝑑𝑡 =
1

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

𝛼

 3
  

  
1

3 + 𝑡2
 

𝛼

0

𝑑𝑡 =
 3

3
  

1

1 + 𝑢2
 

𝛼

 3

0

𝑑𝑡  ٚ٘ٓ ٝ: 



 

  

 2006أجوبة الدورة الاستدراكية  𝟗𝟏 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 

= ln  1 + 𝑡𝑎𝑛2  
𝑥

2
  − 𝑙𝑛  3 + 𝑡𝑎𝑛2  

𝑥

2
  + 𝑙𝑛3

+
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 

1

 3
𝑡𝑎𝑛  

𝑥

2
   

= 𝑙𝑛3 +
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 

1

 3
𝑡𝑎𝑛  

𝑥

2
  + ln  

1 + 𝑡𝑎𝑛2  
𝑥
2 

3 + 𝑡𝑎𝑛2  
𝑥
2
 
  

 د 3 ∎

 :ارٕ 

lim :ارٕ   𝜋 ٓزظِخ ػ٠ِ ٣غبس 𝐹ُذ٣٘ب 
𝑥→𝜋−

𝐹(𝑥) = 𝐹 𝜋  

 

 

 
lim

𝑥→𝜋−
 𝑙𝑛3 +

2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 

1

 3
𝑡𝑎𝑛  

𝑥

2
  + ln  

1 + 𝑡𝑎𝑛2  
𝑥
2
 

3 + 𝑡𝑎𝑛2  
𝑥
2 

  =   
1 + 𝑠𝑖𝑛 𝑢

2 + 𝑐𝑜𝑠 𝑢
 

𝜋

0

𝑑𝑢 

 ∗  

 

 

 :ٝ ُذ٣٘ب  

lim
𝑥→𝜋−

𝑙𝑛  
1 + 𝑡𝑎𝑛2  

𝑥
2
 

3 + 𝑡𝑎𝑛2  
𝑥
2 

 = 𝑙𝑖𝑚
𝑢→+∞

𝑢=𝑡𝑔2 𝑥
2 

𝑙𝑛  
1 +

1
𝑢

1 +
3
𝑢

 = 𝑙𝑛1 = 0 

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي

lim
𝑥→𝜋−

 
2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 

1

 3
𝑡𝑎𝑛  

𝑥

2
   =

2

 3
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 " + ∞ " =

2

 3
∙
𝜋

2
=

𝜋

 3
 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗ ٗؼٞع ٛبر٤ٖ اُٜ٘ب٣ز٤ٖ ك٢ أُزغب٣ٝخ 

𝑙𝑛3 +
𝜋

 3
=   

1 + 𝑠𝑖𝑛 𝑢

2 + 𝑐𝑜𝑠 𝑢
 

𝜋

0

𝑑𝑢 

 ( ن 3,0 ):   التمرين الخامس 

 ∎ 1 أ

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
𝑥

𝑛
− 𝑒−𝑛𝑥  =  +∞ − 0 = +∞ 

 ب ∎ 1

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 

1

𝑛
−

1

𝑥𝑒𝑛𝑥
 =

1

𝑛
 :ُذ٣٘ب  

lim
𝑥→+∞

 𝑓𝑛 𝑥 −
1

𝑛
𝑥 = lim

𝑥→+∞
 −𝑒−𝑛𝑥  =  :ٝ ُذ٣٘ب  0

lim :ًٔب ٗؼِْ إٔ 
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥 = +∞ 

𝑦 ارٕ ٖٓ ٛزٙ اُ٘زبئظ ٗغز٘زظ إٔ أُغزو٤ْ     =
1

𝑛
𝑥  ٓوبسة ٓبئَ ثغٞاس+∞     

lim :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 

1

𝑛
−

1

𝑥𝑒𝑛𝑥
 = +∞ 

lim :ٝ ٗؼِْ إٔ 
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥 = −∞ 

          𝑛 C .   ٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ك٢ ارغبٙ ٓؾٞس الأسار٤ت ٗؾٞ الأعلَ   ارٕ    

𝑓𝑛
′ 𝑥 =  

𝑥

𝑛
− 𝑒−𝑛𝑥  

′

=
1

𝑛
+ 𝑛𝑒−𝑛𝑥 > 0 

  .ℝ داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓nارٕ 

 : ًٔب ٢ِ٣      ٗغز٘زظ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

𝑥 −∞ +∞ 

𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′(𝑥) 

+∞ 

−∞ 

 ∎ أ 3

∎ 2 

  .𝑓𝑛ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

 𝑓𝑛 داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ ℝ.  

  .ℝ ٗؾٞ ℝ روبثَ ٖٓ 𝑓𝑛ارٕ 

  .𝑓𝑛 ثبُزوبثَ 𝛼𝑛 ٖٓ ℝ   كبٗٚ ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا 0𝜖ℝ:   ثٔب إٔ 

!∃ :     ٝ ثبُزب٢ُ  𝛼𝑛𝜖ℝ   ;   𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0  

𝑓𝑛  

lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑥  
1

𝑛
−

𝑒−𝑛𝑥

𝑥
  

= lim
𝑥→−∞

𝑥  
1

𝑛
−

1

𝑥𝑒𝑛𝑥
  

=  −∞  
1

𝑛
−

1

0−
  

= −∞ 



 

  

𝑛:   ثٔب إٔ  ≥ 𝑛2:     كبٕ 2 ≥ 4.    
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 ب ∎ 3

𝑓𝑛  
1

𝑛
 =  

1

𝑛2
−

1

𝑒
  

𝑛2:     أ١  ≥ 4 > 𝑒     ٚ٘ٓ ٝ : 
1

𝑛2
<

1

𝑒
 

 :٣ؼ٢٘ 
1

𝑛2
−

1

𝑒
< 0 

𝑛∀  :ٝ ثبُزب٢ُ  ≥ 2   ;   𝑓𝑛  
1

𝑛
 < 0 

 ج ∎ 3

= φ 𝑥:   ٗؼغ  e𝑥 − 𝑥 − = 𝜑′ 𝑥:         ارٕ 1 𝑒𝑥 − 1  

. 
 : ًٔب ٢ِ٣ φٗغز٘زظ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ : ٝ ٓ٘ٚ 

𝑥 

+∞ 

+∞ 

0 

0 

𝜑 

+ 𝜑′(𝑥) 0 − 

+∞ 

 0 ٝ ه٤ٔزٜب اُذ٣ٞٗخ ؽغت اُغذٍٝ ٢ٛ ℝ داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ 𝜑ثٔب إٔ 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :     كبٗٚ    𝜑 𝑥 ≥ 0  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :     ٣ؼ٢٘    𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1  

;   𝑛𝜖ℕ∀ : :     ٝ ٖٓ ٛزٙ أُزلبٝرخ ٗغز٘زظ    𝑒𝑛 ≥ 𝑛 + 1  

  ٚ٘ٓ ٝ     : ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑒𝑛 ≥ 𝑛  

⟺    
1

𝑒𝑛
<

1

𝑛
 

⟺    𝑒−𝑛 <
1

𝑛
 

⟺    
1

𝑛
− 𝑒−𝑛 > 0

< 

 ∗  

⟺     𝑓𝑛 1 =    
1

𝑛
− 𝑒−𝑛 > 0 

 د ∎ 3

  .ℝ داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ      ُذ٣٘ب 

 ارٕ ك٢ٜ ٓزظِخ ػ٠ِ 
1

𝑛
 ; 𝑛:  ثؾ٤ش  1 ≥ 2.  

 :ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُو٤ْ اُٞع٤ط٤خ 

  .𝛼𝑛   روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا ٝ ٛٞ                   ٝ ثٔب إٔ أُؼبدُخ  

𝛼𝑛كبٕ     = 𝑐 ٚ٘ٓ ٝ     : 
1

𝑛
< 𝛼𝑛 < 1 

∃ 𝑐 𝜖  
1

𝑛
 , 1   ;   𝑓𝑛 𝑐 = 0 

𝑓𝑛     ٝ :ٝ ُذ٣٘ب   
1

𝑛
 < 0     𝑓𝑛 1 > 0 

∙ 𝑓𝑛 1     :ارٕ  𝑓𝑛  
1

𝑛
 < 0 

∎ 4 

𝓞 𝟏 

−𝟏 

𝛂𝟐 

2 C          

 5 ∎ أ

= 𝑓𝑛 𝛼𝑛:    ٝ ٗؼِْ إٔ  𝑒−𝑛𝛼𝑛 :ارٕ  0 =
𝛼𝑛

𝑛
 

−∞ 

    𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 =    
𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

 𝑛 + 1 
 𝑒𝛼𝑛 − 1 −

1

𝑛
 :ٝ ثبُزب٢ُ   

    𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 =    
𝛼𝑛

𝑛 + 1
− 𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛  

⟺     𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 =    
𝛼𝑛 − 𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛 − 𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

 𝑛 + 1 
 

⟺     𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 =    
𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

 𝑛 + 1 
 

𝛼𝑛

𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛
− 1 −

1

𝑛
  

⟺     
𝛼𝑛

𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛
=   

𝛼𝑛

𝑛 𝑒−𝑛𝛼𝑛  ∙ 𝑒−𝛼𝑛
  

⟺     
𝛼𝑛

𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛
=   

𝛼𝑛

𝑛 ∙  
𝛼𝑛
𝑛  ∙ 𝑒−𝛼𝑛

  

⟺     
𝛼𝑛

𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛
=   𝑒𝛼𝑛   

𝑓𝑛 𝑥 = 0 

𝑓𝑛  
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 5 ∎ ب

𝛼𝑛 :ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ  د 3 >
1

𝑛
 

𝑒𝛼𝑛 ج :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ  3 ≥ 𝛼𝑛 + 1  ⋕  

𝛼𝑛 + 1 >
1

𝑛
+   ⋕⋕  :ارٕ  1

𝑒𝛼𝑛 : ٗغز٘زظ إٔ  ⋕⋕  ٝ  ⋕ ٖٓ  ≥
1

𝑛
+ 1 

𝑒𝛼𝑛 :٣ؼ٢٘  −
1

𝑛
− 1 ≥ 0 

     .لإٔ ا٤ٌُٔخ                           ٓٞعجخ دائٔب 
𝑛𝑒− 𝑛+1 𝛼𝑛

 𝑛 + 1 
 

≤ 𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 :ٝ ثبُزب٢ُ  0 

 6 ∎ أ

 ٌٖ٤ُ𝑛 ≥ 2.  

= 𝑓𝑛 𝛼𝑛:     ُذ٣٘ب  :ارٕ  0   𝑒−𝑛𝛼𝑛 =
𝛼𝑛

𝑛
 

 :ارٕ  :ٝ ٗؼِْ إٔ 
1

𝑛
< 𝛼𝑛 < 1 

1

𝑛2
<

𝛼𝑛

𝑛
<

1

𝑛
 

 :ٝ ثبُزب٢ُ 
1

𝑛2
< 𝑒−𝑛𝛼𝑛 <

1

𝑛
 

 ج 5 ∎

= 𝑓𝑛+1 𝑥:  ؽَ ُِٔؼبدُخ           لإٔ  0.   

    𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 ≥ 𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1   ٖٓ ⋆  ٝ  ⋆⋆  ٕٗغز٘زظ أ : 

  .ℝ داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓𝑛+1ٝ ثٔب إٔ 

   𝛼𝑛  ≥ 𝛼𝑛+1  ٕكب: 

.  ٓزوبسثخα𝑛 𝑛𝜖ℕ  ٗغز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ  2  ٝ  1 ٖٓ 

 .ٝ عٞف ٗؾذد ٜٗب٣زٜب ك٤ٔب ثؼذ

 ٝ :ٝ ُذ٣٘ب 
1

𝑛
> 0 

1

𝑛
< 𝛼𝑛  

𝛼𝑛 :ارٕ  > 0 

    𝑓𝑛+1 𝛼𝑛 ≥   ⋆⋆  :ٝ ُذ٣٘ب  0 

  2   0   ٓظـٞسح ثبُؼذد 𝛼𝑛 𝑛𝜖ℕ :  ٣ؼ٢٘ 

    𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1 =   ⋆  :ُذ٣٘ب  0 

  1  .  ر٘بهظ٤خ 𝛼𝑛 𝑛 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

 6 ∎ ب

∗ℝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑙𝑛لإٔ اُذاُخ 
+.   

 :ُذ٣٘ب 
1

𝑛2
< 𝑒−𝑛𝛼𝑛 <

1

𝑛
 

ln :ارٕ   
1

𝑛2
 < ln 𝑒−𝑛𝛼𝑛  < ln  

1

𝑛
  

 ٚ٘ٓ ٝ: −2 ln 𝑛 < −𝑛𝛼𝑛 < −ln 𝑛  

> ln 𝑛 :ارٕ  𝑛𝛼𝑛 < 2ln 𝑛  

 :ٝ ثبُزب٢ُ 
ln 𝑛 

𝑛
< 𝛼𝑛 <

2ln 𝑛 

𝑛
 

 6 ∎ ج

 :ٖٓ اُزؤؽ٤ش اُض٤ٖٔ الأخ٤ش اُز١ ؽظِ٘ب ػ٤ِٚ ٗغز٘زظ إٔ 

lim
𝑛∞

 𝛼𝑛 = 0 

lim :لإٔ 
𝑛∞

 
ln 𝑛

𝑛
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛∞
 

2𝑙𝑛 𝑛

𝑛
 = 0 

𝑓𝑛+1 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

  

 الإمتحان الوطني الموحد

 لنيل شهادة البكالوريا
 2007الدورة العادية 

( ن 4,5 ): انتمشٌه الأول   

 أ 1

 ب

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 

 مسلك العلوم الرياضية أ و ب
 10المعامل 

 أربع ساعات: مدة الإنجاز 
 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 أ 1

 ب

2 

 ٌٖ٤ُ𝐸 = ℝ ∖  1

 2
,𝑎 ٌَُ صٝط  .   𝑏  ٖٓ 𝐸2 ٗؼغ  :𝑎 ⊥ 𝑏 = 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏 2  

,𝑎 رؾون إٔ ٌَُ صٝط  𝑏  ٖٓ 𝔼2:  𝑎 ⊥ 𝑏 =
1

 2
−

1

 2
 𝑎 2 − 1  𝑏 2 − 1  

  .𝐸 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ⊥اعز٘زظ إ 

 . صٓشح رجبد٤ُخ          ث٤ٖ إٔ 

   ℝ    M2   ٢ٛ2 ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد أُشثؼخ ٖٓ اُشرجخ.  

    (        ℝ , +,×) M2   ٕؽِوخ ٝاؽذ٣خ ٝؽذرٜب  :ٗزًش أ: I =  
1 0
0 1

  

, ℝ        )     : ٝ ٗزًش إٔ  +,∙) M2   كؼبء ٓزغ٢ٜ ؽو٤و٢ . 

= ℝ    M2  M a    : ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد ٖٓ               اُز٢ رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ 𝐹ُزٌٖ 
1

 2
  2 − a a

a  2 − a
  ; aϵE 

A : ٗؼغ  =  
−1 1
1 −1

𝐴2:    رؾون إٔ    = −2𝐴 ٕأ ٝ        :𝑀 𝑎 = 1 +
𝑎

 2
𝐴.  

  ℝ    M2    (×,                ) :  عضء ٓغزوش ٖٓ 𝐹ث٤ٖ إٔ 

 أ

 :ٗؼزجش اُزطج٤ن  2
φ ∶   E , ⊥   F,×  

a φ a = M a  

 . رشبًَ روبث٢ِ 𝜑ث٤ٖ إٔ اُزطج٤ن 

  . ×,𝐹 اعز٘زظ ث٤٘خ  ب

( ن 3,5 ): انتمشٌه انثاوً    ٌٖ٤ُ𝑎 ٖػذدا ػوذ٣ب ٓخبُلب ُِؼذد٣ 𝒾 ٝ −𝒾  

𝑢رؾون إٔ اُؼذد اُؼوذ١  أ 1 = 𝑎 + 𝒾 ؽَ ُِٔؼبدُخ  𝐸 ∶  𝑧2 −  1 + 𝑎  1 + 𝒾 𝑧 +  1 + 𝑎2 𝒾 = 0.  

 ب  . 𝐸  اُؾَ اُضب٢ٗ ُِٔؼبدُخ 𝑣ؽذد 

  .               ٗلزشع إٔ  2

 :ث٤ٖ إٔ  أ
𝑢

𝑣
 𝜖 ℝ 

 ب

                       ث٤ٖ إٔ  3

 𝑰  

 𝑰𝑰  

 𝑰  

= 𝑎𝑟𝑔 𝑢  :  اعز٘زظ إٔ
1

2
𝑎𝑟𝑔 𝑎 +

𝜋

4
 𝜋  ج 

𝑢2:      رؾون إٔ  = 𝑎  𝑎 − 𝑎  + 2𝑖   

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

 𝐸, ⊥  

 𝑎 = 1 

 𝑢 +  𝑣 ≥ 2 
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1 

 أ

 ج

2 

3 

4 

  ن0,50

 ٌٖ٤ُ𝓂 ٖٓ 2 ػذدا ؽو٤و٤ب أًجش هطؼب .  ٝ 𝐸𝓂  ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ 𝑀 𝑎  أُغزٟٞ اُؼوذ١ ثؾ٤ش ٖٓ : 

 
 𝑢 +  𝑣 = 𝓂 

  .𝒪 ا٤ِِٛظ ٓشًضٙ أطَ أُؼِْ  𝐸𝓂 ث٤ٖ إٔ 

𝑎:   ٗؼغ  = 𝑥 + 𝒾𝑦 ؽ٤ش    𝑥 ٝ 𝑦 ٕػذدإ ؽو٤و٤ب . 

 أ

 ب

𝑥2 : ث٤ٖ إٔ  +  1 −
4

𝓂2
 𝑦2 =

𝓂2

4
−   . 𝐸𝓂 ٓؼبدُخ د٣ٌبسر٤خ ُلإ٤ِِٛظ  1

  . 𝐸4 أٗش٠ء الإ٤ِِٛظ 

𝐸  ٓٔبط ُلإ٤ِِٛظ  𝐴𝐵 ث٤ٖ إٔ أُغزو٤ْ  .  𝐸4  سَأْع٢َْ الإ٤ِِٛظ  𝐴  3  ٝ 𝐵 2𝒾ٗؼزجش اُ٘وطز٤ٖ  8

 7

 .  

( ن 3,0 ): انتمشٌه انثانث  ∶  𝐸   :     ٗؼزجش أُؼبدُخ  195𝑥 − 232𝑦 = 1.  

132ؽذد     ∧  أ  .195

𝒮:    ٢ٛ  𝐸 ث٤ٖ إٔ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ  ب =   163 + 232𝑘 ; 137 + 195𝑘    ;   𝑘𝜖℞    

0:    اُٞؽ٤ذ اُز١ ٣ؾون 𝑑أٝعذ اُؼذد اُظؾ٤ؼ اُطج٤ؼ٢  ≤ 𝑑 ≤ 232   ٝ   195𝑑 ≡ 1 232 .  

2 

1 

 . ػذد أ233٢ُٝث٤ٖ إٔ اُؼذد 

 𝐴 ٗؾٞ 𝑓 ٖٓ 𝐴ٗؼزجش اُزطج٤ن  . 232 ٝ 0 ٓغٔٞػخ الأػذاد اُظؾ٤ؾخ اُطج٤ؼ٤خ أُؾظٞسح ث٤ٖ 𝐴ُزٌٖ 

 .233 ػ٠ِ 𝑎195 ٛٞ ثبه٢ اُوغٔخ الإه٤ِذ٣خ ُِؼذد  𝑓 𝑎 كبٕ 𝑎 ٖٓ 𝐴ٜٓٔب ٣ٌٖ : أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ 

 
𝑎𝜖𝐴∀:    ٗوجَ إٔ  ∖  0   ∶     𝑎232 ≡ 1 233 .  

= 𝑓 𝑎 ،  ارا ًبٕ  𝐴 ٖٓ أُغٔٞػخ 𝑎 ٝ 𝑏ث٤ٖ إٔ ٌَُ ػ٘ظش٣ٖ  أ 𝑓 𝑏  ٕكب    :𝑎 = 𝑏.  

= 𝑓 𝑎 ثؾ٤ش  𝐴 ػ٘ظش٣ٖ ٖٓ أُغٔٞػخ ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏ٌٖ  ب 𝑏  .  ؽذد𝑎 ثذلاُخ 𝑏.  

  .𝑓−1 روبثَ صْ ؽذد روبثِٚ اُؼٌغ٢ 𝑓اعز٘زظ إٔ اُزطج٤ن  ج

( ن 10,5 ): انتمشٌه انشاتغ  = 𝑔 𝑥:     ثٔب ٢ِ٣ ℝ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑔ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ   1 +  𝑥 − 1 𝑒𝑥.  

≤ 𝑥 ٖٓ ℝ :     𝑔 𝑥ث٤ٖ إٔ ٌَُ  1 0.  

𝑥ث٤ٖ إٔ  2 = = 𝑔 𝑥    :  ٛٞ اُؾَ اُٞؽ٤ذ ُِٔؼبدُخ 0 0.  

= 𝑓 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣ ℝ اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓ُزٌٖ 
𝑥

𝑒𝑥 + 1
     ;    ∀𝑥 ≠ 0 

𝑓 0 = 1      

,𝒪  ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ 𝑓ٝ ٤ٌُٖ           أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ  𝒾 , 𝒿  .  C          

lim :أؽغت اُٜ٘ب٣ز٤ٖ  1
𝑥→+∞

𝑓 𝑥  lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 + 𝑥  ٝ 

 .0 ٓزظِخ ك٢ 𝑓ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  2

  .∗𝑥 ٖٓ ℝ ٖٓ أعَ ًَ ػ٘ظش  𝑓′ 𝑥أؽغت  3

  .𝑓اعز٘زظ رـ٤شاد اُذاُخ  ب

= 𝐽 𝑥 . ػذد ؽو٤و٢         ؽ٤ش                      :         ٗؼزجش اُزٌبَٓ   𝑡𝑒−𝑡𝑑𝑡
𝑥

0

 

= 𝐽 𝑥:    ثبعزؼٔبٍ أٌُبِٓخ ثبلأعضاء ث٤ٖ إٔ  أ 𝑒−𝑥 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥 .  

𝑥 ٖٓ ℝ:  𝑥2ث٤ٖ إٔ ٌَُ  ب

2
𝑒

− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
≤ 𝐽(𝑥) ≤

𝑥2

2
𝑒

− 
𝑥− 𝑥 

2
 
 

 𝑰  

 𝑰𝑰  

 𝑰𝑰   أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٝ ٓجبشش 𝒪, 𝑒1    , 𝑒2     .  

3 

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

 

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن1,00

𝑥 
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 أ

 ج

 د

2 

5 

𝑥 ٖٓ ℝث٤ٖ إٔ ٌَُ   ن0,50
∗

:  
1

2
𝑒

𝑥− 𝑥 
2 ≤

𝑒𝑥 − 1 − 𝑥

𝑥2
≤

1

2
𝑒

𝑥+ 𝑥 
2  

= 𝑓′ 0 ٝ إٔ   0 هبثِخ ُلإشزوبم ك٢ 𝑓اعز٘زظ إٔ اُذاُخ  −1

2
.  

𝑥 ٖٓ ℝث٤ٖ إٔ ٌَُ 
∗

:  𝑓"(𝑥) =
𝑒𝑥

 𝑒𝑥 − 1 
 𝑒𝑥 𝑥 − 1 + 2 + 𝑥  

𝑒𝑥 𝑥أدرس إشارة   − 2 + 2 + 𝑥 لكل  𝑥 من ℝ.  

ℝ∗  :       𝑓"(𝑥) من  𝑥استنتج أن لكل  ج > 0 .  

          C أٗش٠ء د

𝑢𝑛+1 : المعرفة بما ٌلً 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ نعتبر المتتالٌة العددٌة  = 𝑓 𝑢𝑛   ;    ∀𝓃𝜖ℕ 

𝑢0 = 1   

𝑥بٌن أن  1 = ln = 𝑓 𝑥 هو الحل الوحٌد للمعادلة 2 𝑥  

 أ

 ج

 . ٓزوبسثخ ٝ ؽذد ٜٗب٣زٜب𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ : اعز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ 

𝐹(𝑥) : ثٔب ٢ِ٣ ℝ اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝐹ُزٌٖ  =  
𝑡

𝑒𝑡 − 1

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡  ;    ∀𝑥 ≠ 0 

𝐹(0) = 0   

  :∗𝑥 ٖٓ ℝث٤ٖ إٔ ٌَُ  أ 1
2𝑥2

𝑒2𝑥 − 1
≤ 𝐹(𝑥) ≤

𝑥2

𝑒𝑥 − 1
 

 .0 ٓزظِخ ك٢ 𝐹ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  ب

 ج

= 𝐹′ 0:  ٝإٔ  0 هبثِخ ُلإشزوبم ك٢ 𝐹ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  1.  

 أ

= 𝑥  ٖٓ ℝ∗ :  𝐹′ 𝑥 ٝ إٔ ٌَُ ∗ℝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝐹ث٤ٖ إٔ اُذاُخ 
3 − 𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
𝑓(𝑥) 

  .𝐹أدسط رـ٤شاد اُذاُخ 

 𝑰𝑰𝑰  

 𝑰𝑽  

≥ ℝ∗  :        𝑓′(𝑥) من  𝑥 أن لكل بٌن
1

2
 .  2 

𝑛 ٖٓ ℕ:   𝑢𝑛+1ث٤ٖ إٔ ٌَُ  ب − ln 2 ≤
1

2
 𝑢𝑛 − ln 2    

 ب

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50 ب
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 ( ن 3,0 ):   التمرين الأول 

  𝐈  أ 1 ∎
,𝑎 ٤ٌُٖ اُضٝط  𝑏  ٖٓ ػ٘ظشا 𝐸2.  

  .𝐸 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ⊥ٝ ثبُزب٢ُ 

∎ 1  𝐈  ب 

,𝑎 ∀ :٣ٌل٢ إٔ ٗج٤ٖ إٔ  𝑏 𝜖𝐸2  ;   𝑎 ⊥ 𝑏 𝜖 𝐸 

,𝑎 ٤ٌُٖ اُضٝط  𝑏  ٖٓ ػ٘ظشا 𝐸2.  

𝑏 ٝ :٣ؼ٢٘  ≠
1

 2
 𝑎 ≠

1

 2
 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑏 2 − 1 ≠ 0 𝑎 2 − 1 ≠ 0 ٝ 

 ٌٖ٤ُ𝑒 ٕٞٗك٢ ⊥ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوب 𝐸  

,𝐸  : خلاصح  .  صٓشح رجبد٤ُخ ⊥

       رجبد٤ُب ⊥ صٓشح رجبد٤ُخ ٣ٌل٢ إٔ ٣ٌٕٞ           ٢ٌُ رٌٕٞ 

 ٝإٔ ٣وجَ ًَ 𝐸ٝ رغ٤ٔؼ٤ب ٝ إٔ ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ك٢ 

  .𝐸 ٓٔبصلا ٖٓ 𝐸ػ٘ظش ٖٓ 

,𝑎 ٤ٌُٖ اُضٝط  𝑏  ٖٓ ػ٘ظشا 𝐸2.  

 ٚ٘ٓ ٝ:  𝑎 2 − 1  𝑏 2 − 1 ≠ 0 

 ٚ٘ٓ ٝ: 
−1

 2
 𝑎 2 − 1  𝑏 2 − 1 ≠ 0 

 :ارٕ 
1

 2
−

1

 2
 𝑎 2 − 1  𝑏 2 − 1 ≠

1

 2
 

𝑎 :ارٕ  ⊥ 𝑏 ≠
1

 2
 

𝑎 :أ١  ⊥ 𝑏  𝜖  ℝ ∖  
1

 2
  

𝑎 :أ١  ⊥ 𝑏  𝜖  𝐸 

∎  𝐈  2 

  .𝐸 رجبد٢ُ ك٢ ⊥: ٝ ٓ٘ٚ 

  .𝐸 ك٢ ⊥ ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوبٕٗٞ 0 كبٕ 𝜖 𝐸 0: ٝ ثٔب إٔ 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐸.  

 ٌٖ٤ُ ٝ𝑦 َٓٔبص 𝑥 ك٢ 𝐸 ثبُ٘غجخ ُـ ⊥  

;   𝑥𝜖𝐸∀  :٣ؼ٢٘    𝑥 ⊥ 𝑒 = 𝑒 ⊥ 𝑥 = 𝑥 

⟺      ∀𝑥𝜖𝐸   ;   𝑥 + 𝑒 − 𝑥𝑒 2 = 𝑥 

⟺      ∀𝑥𝜖𝐸   ;   𝑒 1 − 𝑥 2 = 0 

𝑥 :كبٕ    𝑥 𝜖 𝐸:   ٝ ثٔب إٔ  ≠
1

 2
 

𝑒:ٝ ثبُزب٢ُ  :٣ؼ٢٘  = 0   1 − 𝑥 2 

𝑥 2:  ٗلزشع اُزغب١ٝ ارٕ  = 𝑥 2 − 1  

 ٚ٘ٓ ٝ  :0 =  . ٝٛزا ر٘بهغ ٝاػؼ1−

 ٖٓ𝐸 ٕٞٗثبُ٘غجخ ُِوب ⊥  

 : ٝ ٖٓ رْ كبٕ 
𝑥

 𝑥 2 − 1 
 𝜖 𝐸 

 :ٝ ُِزؤًذ ٖٓ إٔ 
𝑥

 𝑥 2 − 1 
 ≠  

1

 2
 

 : ٣وجَ ٓٔبصلا ٝ ٛٞ ٣𝑥 ٖٓ 𝐸ؼ٢٘ إٔ ًَ ػ٘ظش 
𝑥

 𝑥 2 − 1 
  

  𝐈𝐈  أ 1 ∎

𝐴 :ُذ٣٘ب  =  
−1 1
1 −1

  

⟺    𝐴2 = −2  
−1 1
1 −1

 = −2𝐴 

𝐴2 =  
−1 1
1 −1

  
−1 1
1 −1

 =  
2 −2

−2 2
 :ارٕ   

 :ُذ٣٘ب 
1

 2
−

1

 2
 𝑎 2 − 1  𝑏 2 − 1  

=
1

 2
−  𝑎 −

1

 2
  𝑏 2 − 1  

=
1

 2
−  𝑎𝑏 2 − 𝑎 − 𝑏 +

1

 2
  

= 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏 2 

= 𝑎 ⊥ 𝑏 

𝑎 ⊥ 𝑏 =   
1

 2
−

1

 2
 𝑎 2 − 1  𝑏 2 − 1  

⟺     𝑎 ⊥ 𝑏 =   
1

 2
−

1

 2
 𝑏 2 − 1  𝑎 2 − 1  

⟺     𝑎 ⊥ 𝑏 = 𝑏 ⊥ 𝑎  

𝑥 ⊥ 𝑦 = 𝑦 ⊥ 𝑥 = 0 

⟺     𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦 2 = 0 

⟺     𝑦 1 − 𝑥 2 = −𝑥 

⟺     𝑦 =
−𝑥

 1 − 𝑥 2 
=

𝑥

 𝑥 2 − 1 
 

 𝐸, ⊥  



 

  

,𝐸  رشبًلا ٖٓ ٢ٌُ𝜑 ٣ٌٕٞ اُزطج٤ن   ٣ٌل٢ إٔ ٗزؤًذ ٖٓ  ×,𝐹  ٗؾٞ  ⊥

,𝑎  ∀:   إٔ  𝑏  𝜖 𝐸2  ;   𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 = 𝜑 𝑎 ⊥ 𝑏   
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 :٣ٌل٢ إٔ ٗج٤ٖ إٔ 

  ٝ راد ٓؼبٓلاد ؽو٤و٤خ 2 ٓظلٞكخ ٓشثؼخ ٖٓ اُشرجخ  𝑀 𝑎ك٢ اُجذا٣خ ٗلاؽع إٔ 

    (ℝ) M2   ارٕ أُغٔٞػخ𝐹       ٖٓ عضء  

 ٌٖ٤ُ𝑀 𝑎  ٝ 𝑀 𝑏  ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐹 ثؾ٤ش   : 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐸2   

𝑎 ٢ٌُ رٌٕٞ أُظلٞكخ   ⊥ 𝑏     ٖٓ ػ٘ظشا𝐹  ٌٕٞ٣ٌل٢ إٔ ٣ 𝑎 ⊥ 𝑏  

  𝐸ػ٘ظشا ٖٓ 

𝑎ٝ ثبُلؼَ    ⊥ 𝑏 𝜖 𝐸 ٕهبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ⊥  لأ 𝐸 ٝ 𝑎𝜖𝐸 ٝ 𝑏𝜖𝐸.  

× 𝑀 𝑎:   ارٕ ٗؾظَ ػ٠ِ  𝑀 𝑏  𝜖 𝐹   

    (        ℝ ,×) M2   ثبُزب٢ُ ٝ𝐹 ٖٓ عضء ٓغزوش  

= 𝑀 𝑎 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
1

 2
  

2 − 𝑎 𝑎

𝑎  2 − 𝑎
  

⟺      𝑀 𝑎 =
1

 2
  

2 0

0  2
 +

1

 2
 
−𝑎 𝑎
𝑎 −𝑎

  

⟺      𝑀 𝑎 =  
1 0
0 1

 +
𝑎

 2
 
−1 1
1 −1

  

⟺      𝑀 𝑎 = 𝐼 +
𝑎

 2
𝐴 

∎ 1  𝐈𝐈  ب 

 ∀𝑀 𝑎 𝜖𝐹 ,  ∀𝑀 𝑏 𝜖𝐹   ;   𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏  𝜖 𝐹 

× 𝑀 𝑎  :ُذ٣٘ب  𝑀 𝑏 =   𝐼 +
𝑎

 2
𝐴  𝐼 +

𝑏

 2
𝐴  

 ⟺       𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏 =  𝐼 +
𝑏

 2
𝐴 +

𝑎

 2
𝐴 +

𝑎𝑏

2
𝐴2 

 ⟺       𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏 =  𝐼 +
𝑏

 2
𝐴 +

𝑎

 2
𝐴 −

𝑎𝑏

2
𝐴 

 ⟺       𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏 =  𝐼 +
 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏 

 2
𝐴 

 ⟺       𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏 =  𝑀 𝑎 ⊥ 𝑏  

∎  𝐈𝐈  2 أ 

  .رجب٤٘٣ب روبثلا ٣ٌل٢ إٔ ٣ٌٕٞ ش٤ُٞٔب ٝ 𝜑ٝ ٢ٌُ ٣ٌٕٞ اُزطج٤ن 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐸.  

  :𝐹ارٕ ؽغت رؼش٣ق أُغٔٞػخ  .𝐹 ٓظلٞكخ ٖٓ 𝑆ُزٌٖ 

;   𝜑  :  ∃ 𝑎 𝜖 𝐸ٝ ٓ٘ٚ ؽغت رؼش٣ق اُزطج٤ن    𝑆 = 𝜑 𝑎    

,𝐸  ٖٓ شمىنً رطج٤ن 𝜑ٝ ثبُزب٢ُ     ×,𝐹  ٗؾٞ  ⊥

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐸 ثؾ٤ش   :𝜑 𝑎 = 𝜑 𝑏    

= 𝜑  : 𝑀 𝑎ارٕ ؽغت رؼش٣ق اُزطج٤ن  𝑀 𝑏    

,𝐸  ٖٓ تثاٌىً رطج٤ن 𝜑: ٝ ثبُزب٢ُ     ×,𝐹  ٗؾٞ  ⊥

,𝐸  ٖٓ تقاتهً رشبًَ 𝜑: خلاطخ    . ×,𝐹  ٗؾٞ  ⊥

 ⟺      𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 =  𝑀 𝑎 × 𝑀 𝑏  

 ⟺      𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 =   𝐼 +
𝑎

 2
𝐴  𝐼 +

𝑏

 2
𝐴  

 ⟺      𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 =  𝐼 +
𝑏

 2
𝐴 +

𝑎

 2
𝐴 +

𝑎𝑏

2
𝐴2 

 ⟺      𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 =  𝐼 +
𝑏

 2
𝐴 +

𝑎

 2
𝐴 −

𝑎𝑏

2
𝐴 

 ⟺      𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 =  𝐼 +
 𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏 

 2
𝐴 

 ⟺      𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 =  𝑀 𝑎 ⊥ 𝑏  

 ⟺      𝜑 𝑎 × 𝜑 𝑏 =  𝜑 𝑎 ⊥ 𝑏  

 ∃ 𝑎 𝜖 𝐸   ;   𝑆 = 𝑀 𝑎  

𝐼   :٣ؼ٢٘  +
𝑎

 2
𝐴 =  𝐼 +

𝑏

 2
𝐴  

 ٚ٘ٓ ٝ   : 𝑎 = 𝑏 

∎  𝐈𝐈  2 ب 

 .ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح 

 ٝ ًَ 0 ٛٞ ⊥ صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوبٕٗٞ             ٝ ثٔب إٔ

  ٣وجَ ٓٔبصلا  𝑥 ٖٓ 𝐸ػ٘ظش 
𝑥

𝑥 2−1
    

 ٛٞ ×صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوبٕٗٞ             كبٕ 

𝜑 0  ػ٘ظش ًَ ٝ 𝑦 ٖٓ 𝐹  ٣وجَ ٓٔبصلا 𝜑 
𝑦

𝑦 2−1
    

= 𝜑 0 :ٝ ُذ٣٘ب  𝐼 +
0

 2
𝐴 = 𝐼 

𝜑  
𝑦

𝑦 2 − 1
 = 𝐼 +

𝑦

 2 𝑦 2 − 1 
𝐴 = 𝐼 +

𝑦

2𝑦 −  2
𝐴 

=

 

 
 

 2 − 𝑦

 2 − 2𝑦

𝑦

2𝑦 −  2

𝑦

2𝑦 −  2

 2 − 𝑦

 2 − 2𝑦 

 
 

= 𝑀  
𝑦

𝑦 2 − 1
  

 𝐹,×  

 𝐸, ⊥  
𝑀 



 

  

 :٣ٌل٢ إٔ ٗج٤ٖ إٔ 
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 :ٝ ُِزؤًذ 

𝑀 𝑦 × 𝑀  
𝑦

𝑦 2 − 1
 =  𝐼 +

𝑦

 2
𝐴  𝐼 +

𝑦

2𝑦 −  2
𝐴  

=   𝐼 +
𝑦

 2
𝐴 +

𝑦

2𝑦 −  2
𝐴 +

𝑦2

 2 2𝑦 −  2 
𝐴2 

=   𝐼 +
𝑦

 2
𝐴 +

𝑦

 2  2𝑦 − 1 
𝐴 −

2𝑦2

2  2𝑦 − 1 
𝐴 

=   𝐼 +  
2  2𝑦 − 1 𝑦 + 2𝑦 − 2 2𝑦2

2  2𝑦 − 1  2
 𝐴 

=   𝐼 +  
2 2𝑦2 − 2𝑦 + 2𝑦 − 2 2𝑦2

2  2𝑦 − 1  2
 𝐴 

=   𝐼 + 0 

=   𝐼 

 .ٗخزبس رو٤٘خ اُزؼ٤َٔ. ٝ ُِٞطٍٞ ا٠ُ رُي ٗ٘شش أٝ ٗؼَٔ

𝑧:  ثظلخ ػبٓخ، ارا ًبٕ  = ℜ𝑒 𝑧 + 𝑖ℑ𝑚 𝑧   ٕكب  𝑧 − 𝑧 = 2𝑖ℑ𝑚 𝑧    

 ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑎 + 𝑖  ؽَ ُِٔؼبدُخ   𝐸 .  

𝑎𝑥2:   ٛٔب ؽلا أُؼبدُخ 𝑢 ٝ 𝑣ارا ًبٕ : رز٤ًش  + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0   

𝑢𝑣:  كبٕ  =
𝑐

𝑎
  ٝ  𝑢 + 𝑣 =

−𝑏

𝑎
    

  . 𝐸  ٛٔب ؽلا أُؼبدُخ 𝑢 ٝ 𝑣ُذ٣٘ب 

𝑖 :    ثو٤ٔزٚ ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑢ٗؼٞع  + 𝑎 + 𝑣 =  1 + 𝑎  1 + 𝑖   

 𝑎 + 𝑖 2 −  1 + 𝑎  1 + 𝑖  𝑎 + 𝑖 + 𝑖 1 + 𝑎2 = 0 

=  𝑎 + 𝑖  𝑎 + 1  𝑖 + 1  

𝑢 :ارٕ  + 𝑣 =
 1 + 𝑎  1 + 𝑖 

1
 

ٗؼِْ إٔ ًَ ػذد ؽو٤و٢ ٣ٌٕٞ دائٔب ٓغب٣ٝب ُٔشاكوٚ ٝ عٞف ٗغزـَ ٛزٙ 

 .  ػذد ؽو٤و٢    اُخبط٤خ ٢ٌُ ٗجشٖٛ ػ٠ِ إٔ 

= 𝑎 :  ثٔب إٔ  = 𝑎 :     كبٕ 1  𝑎𝑎 = 1   

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑖ٗؼشة ثغؾ ٝ ٓوبّ اُ٘ز٤غخ الأخ٤شح ك٢ اُؼذد اُؼوذ١ 

٣ؼ٢٘ إٔ اُؼذد
𝑢

𝑣
 . ػذد ؽو٤و٢ 

  :ُذ٣٘ب 
𝑢

𝑣
 

     
=  

𝑎 + 𝑖

𝑎𝑖 + 1
 

           
=

𝑎 − 𝑖

1 − 𝑖𝑎 
 

= 𝑎 :ارٕ 
1

𝑎
 

 ٚ٘ٓ ٝ:  
𝑢

𝑣
 

     
=

𝑎 − 𝑖

1 − 𝑎 𝑖
=

1
𝑎

− 𝑖

1 −
1
𝑎 𝑖

=
1 − 𝑎𝑖

𝑎 − 𝑖
 

 
𝑢

𝑣
 

     
=

1 − 𝑎𝑖

𝑎 − 𝑖
=

𝑎 + 𝑖

𝑎𝑖 + 1
=

𝑢

𝑣
 

  :ارٕ ٗغز٘زظ ٓٔب عجن إٔ 
𝑢

𝑣
 

     
=

𝑢

𝑣
 

𝑢2: ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ       ب = 𝑎  𝑎 − 𝑎  + 2𝑖   

  2𝜋ارٕ ػٔذح اُطشف الأ٣ٖٔ ٣ٞاكن ػٔذح اُطشف اُضب٢ٗ ثزشد٣ذ 

≡ 2𝐴𝑟𝑔 𝑢:   ا١  𝐴𝑟𝑔  𝑎  𝑎 − 𝑎  + 2𝑖   2𝜋   

≡ 2𝐴𝑟𝑔 𝑢 :٣ؼ٢٘  𝐴𝑟𝑔 𝑎 + 𝐴𝑟𝑔  𝑎 − 𝑎  + 2𝑖  2𝜋    

𝑎:  ُذ٣٘ب  − 𝑎 + 2𝑖 = 2𝑖ℑ𝑚 𝑎 + 2𝑖 = 2𝑖 ℑ𝑚 𝑎 + 1   

 ٚ٘ٓ ٝ   :   𝐴𝑟𝑔  𝑎 − 𝑎 + 2𝑖 ≡ 𝐴𝑟𝑔 2𝑖 + 𝐴𝑟𝑔 ℑ𝑚 𝑎 + 1  

≡ 𝐴𝑟𝑔 2𝑖:  ارٕ .  ػذد رخ٢ِ٤ طشف2𝑖ُذ٣٘ب 
𝜋

2
 2𝜋   

+ ℑ𝑚 𝑎 ٝ ُذ٣٘ب ًزُي   + 𝐴𝑟𝑔 ℑ𝑚 𝑎: ارٕ .   ػذد ؽو٤و٢ 1 1 ≡ 0 2𝜋    

≡ 2𝐴𝑟𝑔 𝑢:   ٝ ثبُزب٢ُ  𝐴𝑟𝑔 𝑎 +
𝜋

2
 2𝜋    

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝐴𝑟𝑔 𝑢 ≡
1

2
𝐴𝑟𝑔 𝑎 +

𝜋

4
 𝜋  

  𝐈  ب 1 ∎

  𝐈  ج 2 ∎

  𝐈  ب 2 ∎

 ( ن 3,5 ):   التمرين الثاني 

  𝐈  أ 1 ∎

  𝐈  أ 2 ∎

 ٚ٘ٓ ٝ    : 𝑣 =  1 + 𝑎  1 + 𝑖 −  𝑖 + 𝑎  

⟺    𝑣 = 1 + 𝑖 + 𝑎 + 𝑎𝑖 − 𝑖 − 𝑎 

⟺    𝑣 = 1 + 𝑎𝑖 

𝑎  : ُذ٣٘ب  + 𝑖 2 + 𝑖 1 + 𝑎2 =  𝑎 + 𝑖 2 + 𝑖 𝑎2 − 𝑖2  

=  𝑎 + 𝑖  𝑎 + 𝑖 + 𝑖 𝑎 − 𝑖  𝑎 + 𝑖  

=  𝑎 + 𝑖  𝑎 + 𝑖 +  𝑎𝑖 + 1  𝑎 + 𝑖  

=  𝑎 + 𝑖  𝑎 + 𝑖 + 𝑎𝑖 + 1  

𝑢2 :ُذ٣٘ب  =  𝑎 + 𝑖 2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑖 − 1 

⟺    𝑢2 = 𝑎  𝑎 + 2𝑖 −
1

𝑎
  

⟺    𝑢2 = 𝑎 𝑎 + 2𝑖 − 𝑎   

⟺    𝑢2 = 𝑎  𝑎 − 𝑎  + 2𝑖  

𝑢

𝑣
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  𝑖 طٞسح اُؼذد اُؼوذ١ 𝐻ُزٌٖ 

  𝑖− طٞسح اُؼذد اُؼوذ١  𝐻ٝ ُزٌٖ 

  𝑎 طٞسح اُؼذد اُؼوذ١ 𝑀ٝ ُزٌٖ 

+ 𝑢 : ُذ٣٘ب   𝑣 = 𝑚 ٣ؼ٢٘  : 𝑎 + 𝑖 +  𝑎𝑖 + 1 = 𝑚  

𝑎𝑖 :  ُ٘ج٤ٖ إٔ  + 1 =  𝑎 − 𝑖    

𝑎𝑖:   ُذ٣٘ب  + 1 = 𝑖 𝑎 − 𝑖    

𝑎 :   ارٕ  + 𝑖 +  𝑎 − 𝑖 = 𝑚  

 ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑎 −  −𝑖  +  𝑎 − 𝑖 = 𝑚  

𝐻 𝑀:  أ١  + 𝐻𝑀 = 𝑚  

𝐸𝑚 ٢ٌُ رٌٕٞ ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ  𝐻 𝐻:  ا٤ِِٛظ ٣ٌل٢ إٔ ٗزؾون ٖٓ إٔ   ≤ 𝑚  

𝐻 𝐻:   ُذ٣٘ب  =  𝑖 −  −𝑖  =  2𝑖 = 2  

𝑚: ٝ ُذ٣٘ب ؽغت أُؼط٤بد  ≥ 𝑚:    ارٕ 2 ≥ 𝐻 𝐻 

𝐸𝑚 ٝ ثبُزب٢ُ    𝒪 أ١ اُ٘وطخ  𝐻 𝐻  ا٤ِِٛظ ٓشًضٙ ٛٞ ٓ٘زظق اُوطؼخ  

𝐸𝑚 ثٔب إٔ   . ا٤ِِٛظ 

  .𝑎 ٝ 𝑏ُ٘ؾذد ا٥ٕ ه٤ٔز٢ اُؼذد٣ٖ 

2𝑏ُذ٣٘ب   = 𝑚  ٕار  𝑏 =
𝑚

2
   

𝑐:  ٝ ٗؼِْ ًزُي إٔ  =
𝐻 𝐻

2
= 1   ٝ   𝑐2 = 𝑏2 − 𝑎2   

𝑎2:  ارٕ  = 𝑏2 − 𝑐2  

𝐸𝑚 ٝ ثبُزب٢ُ أُؼبدُخ اُذ٣ٌبسر٤خ ُلإ٤ِِٛظ    ٢ٛ : 

 ٚ٘ٓ ٝ   : 𝑎𝑖 + 1 =  𝑖 𝑎 − 𝑖     

𝑎𝑖 :   ٣ؼ٢٘  + 1 =  𝑖  𝑎 − 𝑖    

𝑎𝑖 :   أ١  + 1 = 1 𝑎 − 𝑖 =  𝑎 − 𝑖    

𝐸𝑚  :كبٕ ٓؼبدُزٚ اُذ٣ٌبسر٤خ رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ    ∶   
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1 

 ٚ٘ٓ ٝ:   𝑏2 =
𝑚2

4
 

 𝐸𝑚   ∶   
𝑥2

 
𝑚2

4 − 1 
+

𝑦2

 
𝑚2

4  
= 1 

  𝐸4  ا٤ِِٛظ ٣ز٤ٔض ثبُؼ٘بطش اُزب٤ُخ : 

 𝐈𝐈  ∎ 2 ب 

 𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

  ٙٓشًض𝒪  

  ٚسإٝع  :𝐴  3, 0   ٝ  𝐵 − 3, 0   ٝ  𝐶 0,2   ٝ  𝐷 0, −2    

  ٙثئسرب  :𝐻 0,1   ٝ  𝐻  0, −1  .  

  رجبػذٙ أُشًض١  :𝑒 =
𝑐

𝑏
=

1

2
   

𝓞 −𝟐 − 𝟑  𝟑 𝟐 

−𝟐 

𝟐 

𝐇 𝐢  

𝐇  −𝐢  

𝐀 

𝐁 

𝐂 

𝐃 

 𝐈𝐈  ∎ 3 

   𝐴  3  ٝ 𝐵 2𝑖:  ُذ٣٘ب ℂك٢ أُغٔٞػخ 

,𝐴  3:  ُذ٣٘ب ℝ2ارٕ ك٢ أُغٔٞػخ  0  ٝ 𝐵 0,2   

 : ٝ اُز٢ رٌزت ك٢ شٌِٜب أُخزظش ًبُزب٢ُ           ُ٘ؾذد ٓؼبدُخ أُغزو٤ْ 

 . ٛٞ الأسرٞة ػ٘ذ الأط𝑞َ ٛٞ ا٤َُٔ ٝ 𝑝ثؾ٤ش 

  . 𝐴𝐵   ٗوطخ ٖٓ  𝐵 0,2:  ٝ ُذ٣٘ب 

2:  ارٕ  =
−2 3

3
× 0 + 𝑏 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑏 = 2   

 ٌٕٞ٢ٌُ ٣ 𝐴𝐵  ٓٔبعب ُلإ٤ِِٛظ  𝐸 8

 7

 ٣ٌل٢ إٔ ٗؾذد ٗوطخ روبؽغ  

 𝐴𝐵  ٝ  𝐸 8

 7

𝐸   صْ ٗؾذد ثؼذ رُي ٓؼبدُخ أُٔبط ُـ   8

 7

ك٢ رِي  

  . 𝐴𝐵 اُ٘وطخ ٝ ٗج٤ٖ إٔ رِي أُؼبدُخ ٓب ٢ٛ الا ٓؼبدُخ أُغزو٤ْ 

 𝐴𝐵  ∶   𝑦 = 𝑝𝑥 + 𝑞 

𝑝 =
𝑦𝐵 − 𝑦𝐴

𝑥𝐵 − 𝑥𝐴
=

2

− 3
=

−2 3

3
 

∶  𝐴𝐵  :ارٕ    𝑦 =
−2 3

3
𝑥 + 𝑞 

∶  𝐴𝐵  :ٝ ثبُزب٢ُ    𝑦 =
−2 3

3
𝑥 + 2 

 𝑬𝟒  

𝐸𝑚  :٣ؼ٢٘    ∶   𝑥2 +  1 −
4

𝑚2
 𝑦2 =  

𝑚2

4
− 1  

 𝐈𝐈  ∎ 1 

 𝐴𝐵  



 

  

 2007أجوبة الدورة العادية  𝟏𝟎𝟏 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 

𝐴𝐵  ٝ  𝐸 ُزؾذ٣ذ ٗوطخ روبؽغ  8

 7

 :   ٗؾَ اُ٘ظٔخ اُزب٤ُخ   

𝐸  ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ 𝑦ٗؼٞع  8

 7

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 28ٗؼشة ؽشك٢ أُؼبدُخ ك٢ اُؼذد 

𝑦0:  ثؾ٤ش  =
8

7
  ٝ  𝑥0 =

3 3

7
   

  .        ٝ ٛزٙ اٌُزبثخ الأخ٤شح ٢ٛ ثبُلؼَ ٓؼبدُخ أُغزو٤ْ 

 أ 2 :ػ٠ِ ثشًخ الله، ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ          

𝐸  :أ١  8

 7

  ∶   𝑥2 +
9

16
𝑦2 =

9

7
 

 
 

 𝑥2 +
9

16
𝑦2 =

9

7

𝑦 =
−2 3

3
𝑥 + 2

  

 : ٗغذ  𝐴𝐵  ك٢ ٓؼبدُخ 𝑥ٗؼٞع 

      𝑦 =
−2 3

3
.
3 3

7
+ 2 =

8

7
 

𝐸 ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب ٓؼبدُخ أُٔبط ُـ  8

 7

  ك٢ اُ٘وطخ  
3 3

7
,

8

7
    

𝑥𝑥0 :رٌزت ػ٠ِ شٌَ  +
9

16
𝑦𝑦0 =

9

7
 

𝐸  ٛٞ أُٔبط ُـ  𝐴𝐵 ٝ ثبُزب٢ُ  8

 7

 :   ك٢ اُ٘وطخ  
3 3

7
,

8

7
 .   

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

 أ 1 ∎

 .ٗذ٣ُِش خٞاسص٤ٓخ أه٤ِذط ٝ ٗٞهق ٓؾشًبرٜب كٞس اُؾظٍٞ ػ٠ِ ثبه٢ ٓ٘ؼذّ

 : أُشؽِخ الأ٠ُٝ 
232 195 

1 
37 

 . ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ارٕ ٝاط37َ 

 : أُشؽِخ اُضب٤ٗخ 
195 37 

5 
10 

 . ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ارٕ ٝاط10َ 

 : أُشؽِخ اُضبُضخ 
37 10 

3 
7 

 . ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ارٕ ٝاط7َ 

 𝐸 8

 7

  ∶   𝑥2 +

 

 
 

1 −
4

 
8

 7
 

2

 

 
 

𝑦2 =

 

 
 

 
8

 7
 

2

4
− 1

 

 
 

 

  ⟺      7𝑥 2 − 2 7𝑥  3 3 +  3 3 
2

= 0 

  ⟺      7𝑥 − 3 3 
2

= 0 

  ⟺      7𝑥 − 3 3 = 0 

  ⟺     𝑥 =
3 3

7
 

 : ارٕ ٓؼبدُخ أُٔبط ٢ٛ 
3 3

7
𝑥 +

9

16
𝑦

8

7
=

9

7
 

⟺     
3 3

7
𝑥 +

9

14
𝑦 =

9

7
 

⟺     𝑦 = 2 −
2 3

3
𝑥 

𝓞 −𝟐 − 𝟑  𝟑 𝟐 

−𝟐 

𝟐 

𝐇 𝐢  

𝐇  −𝐢  

𝐀 

𝐁 

𝐂 

𝐃 

𝟑 𝟑

𝟕
 

𝟖

𝟕
 

 𝐀𝐁  

 𝑬 𝟖

 𝟕

  

 𝑬𝟒  

  𝑥2 +
9

16
 
−2 3

3
𝑥 + 2 

2

=
9

7
 

  ⟺     𝑥2 +
9

16
 

4

3
𝑥2 + 4 −

8 3

3
𝑥 =

9

7
 

  ⟺     𝑥2 +
3

4
𝑥2 +

9

4
−

3 3

3
𝑥 =

9

7
 

  ⟺     
7

4
𝑥2 −

3 3

3
𝑥 +

27

28
= 0 

 𝐴𝐵  



 

  

 1:  ٛٞ آخش ثبه٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ أ١ 195 ٝ 232ارٕ اُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣ٖ 
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 : أُشؽِخ اُشاثؼخ 
10 7 

1 
3 

 . ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ارٕ ٝاط3َ 

 : أُشؽِخ اُغبدعخ 
3 1 

3 
𝟎 

 .تىقف ٓ٘ؼذّ ارٕ 0 

 : أُشؽِخ اُخبٓغخ 
7 3 

2 
1 

 . ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ارٕ ٝاط1َ 

 ب 1 ∎

  .      ُـ  (أٝ اُؾَ اُخبص  )ك٢ اُجذا٣خ ٣غت ػ٤ِ٘ب إٔ ٗجؾش ػٖ اُؾَ اُجذ٢ٜ٣ 

 :انطشٌقح هً كانتانً 

1:    ٗ٘طِن ٖٓ أُشؽِخ اُخبٓغخ  = 7 − 2 × 3  

 : ك٢ ٛزا اُزؼج٤ش ُ٘ؾظَ ػ٠ِ اُزؼج٤ش اُغذ٣ذ اُزب٢ُ 3ٗؼٞع 

 : ك٢ ٛزا اُزؼج٤شالأخ٤ش ُ٘ؾظَ ػ٠ِ اُزؼج٤ش اُغذ٣ذ اُزب٢ُ 7ٗؼٞع 

 : ك٢ ٛزا اُزؼج٤شالأخ٤ش ُ٘ؾظَ ػ٠ِ اُزؼج٤ش اُغذ٣ذ اُزب٢ُ 10ٗؼٞع 

 : ك٢ ٛزا اُزؼج٤شالأخ٤ش ُ٘ؾظَ ػ٠ِ اُزؼج٤ش اُغذ٣ذ اُزب٢ُ 37ٗؼٞع 

,69− :  ارٕ اُؾَ اُخبص ُِٔؼبدُخ  ٛٞ اُضٝط  −58   

   𝐸 عٞف ٗؾذد ا٥ٕ ط٤ـخ اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ 

195𝑥:   ٣ؼ٢٘  − 232𝑦 = 1  

− 69− 195:  ٝ ُذ٣٘ب  232 −58 = 1  

 : ٗ٘غض ػ٤ِٔخ اُلشم ث٤ٖ ٛبر٤ٖ أُزغب٣ٝز٤ٖ ٗؾظَ ػ٠ِ 

195:   ارٕ  ∕ 232 𝑦 + 58    

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  : 195 ارٕ ؽغت  ∕  𝑦 + 195:   لإٔ  58 ∧ 232 = 1  

 ٚ٘ٓ ٝ     : ∃𝑘′𝜖℞   ;   𝑦 + 58 = 195𝑘′  

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗  ك٢ أُؼبدُخ 𝑦 ٗؼٞع 𝑥لإ٣غبد ه٤ٔخ 

;   ℞𝑘𝜖∃ :    ػذد ٗغج٢ كبٕ ′𝑘ثٔب إٔ    𝑘 ′ = 𝑘 + 1  

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑥 = 232 𝑘 + 1 − 69   

𝑦:   ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  = 195𝑘 ′ − 58  

𝑦:   أ١  = 195 𝑘 + 1 − 58    

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑦 = 195𝑘 + 137   

 : ٢ٛ  𝐸 ٝ ثبُزب٢ُ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ 

  ثو٤ٔزٜب صْ ٗجغؾ3صْ ٗؼٞع  

  ثو٤ٔزٜب صْ ٗجغؾ 7صْ ٗؼٞع 

  ثو٤ٔزٜب صْ ٗجغؾ 10صْ ٗؼٞع 

  ثو٤ٔزٜب صْ ٗجغؾ 37صْ ٗؼٞع 

 

1 = 58 × 𝟐𝟑𝟐 − 69 × 𝟏𝟗𝟓 

1 = 58 × 37 − 11 × 195 

1 = 3 × 37 − 11 × 10 

1 = 3 × 7 − 2 × 10 

1ُذ٣٘ب : ا٠ُ اُؼَٔ  = 7 − 2 × 3 

195 𝑥 + 69 − 232 𝑦 + 58 = 0 

𝑦:  ٣ؼ٢٘  = 195𝑘 ′ − 58   

𝑥 195:   ٣ؼ٢٘  + 69 = 232 𝑦 + 58     ∗  

195 𝑥 + 69 = 232 195𝑘′  

𝑥:   ٣ؼ٢٘  = 232𝑘′ − 69  

𝑥:    أ١  = 232𝑘 + 163    

𝒮 =   232𝑘 + 163 ; 195𝑘 + 137   ∕   𝑘𝜖℞  

 ج 1 ∎

195𝑑:    ٗ٘طِن ٖٓ اُششؽ  ≡ 1 232   

232:   اُز١ ٣ؼ٢٘  ∕  195𝑑 − 1    

 ٚ٘ٓ ٝ   : ∃𝑏𝜖℞   ;   232𝑏 = 195𝑑 − 1  

195𝑑:    أ١  − 232𝑏 = 1  

 ٚ٘ٓ ٝ : 𝑑, 𝑏  ؽَ ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  

,𝑑 ارٕ  𝑏  ٖٓ ػ٘ظش  𝒮 .  

 ٚ٘ٓ ٝ:  ∃𝑘𝜖℞   ;    
𝑑 = 163 + 232𝑘
𝑏 = 137 + 195𝑘

  

195:   ٝ ثبُزب٢ُ  ∧ 232 = 1  

 :ُذ٣٘ب ؽغت خٞاسص٤ٓخ أه٤ِذط اُٞاسدح ك٢ اُغئاٍ اُغبثن 

37:    أُشؽِخ الأ٠ُٝ  = 232 − 1 × 195  

10 :    أُشؽِخ اُضب٤ٗخ = 195 − 5 × 37  

7 :     أُشؽِخ اُضبُضخ = 37 − 3 × 10  

3 :     أُشؽِخ اُشاثؼخ = 10 − 1 × 7  

1 :     أُشؽِخ اُخبٓغخ = 7 − 2 × 3  

 𝐸  



 

  

𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏  

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐴 ثؾ٤ش : 𝑓 𝑎 = 𝑏  
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0ُذ٣٘ب اُششؽ ا٥خش    ≤ 𝑑 ≤ 232    

0:   ٣ؼ٢٘  ≤ 163 + 232𝑘 ≤ 232   

  ٚ٘ٓ ٝ:0,7 ≤ 𝑘 ≤ 0,2     

 0 ٛٞ 0,7 ٝ 0,2اُؼذد اُظؾ٤ؼ اُ٘غج٢ اُٞؽ٤ذ أُؾظٞس ث٤ٖ 

𝑑:     ارٕ  = 163 + 232 × 0 = 163  

إٔ ٗزؾون ٖٓ إٔ ع٤ٔغ الأػذاد الأ٤ُٝخ الأطـش ٖٓ أٝ رغب١ٝ : ٣ٌل٢ 

  .233 لا روغْ اُؼذد 233 

 13 ٝ 11 ٝ 7  ٝ 5 ٝ 3 ٝ 2: ٝ رِي الأػذاد الأ٤ُٝخ ٢ٛ 

∎ 2 

 3 ∎ أ

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏  ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐴 ∖ = 𝑓 𝑎:    ثؾ٤ش  0  𝑓(𝑏).   

  :ُذ٣٘ب 
𝑎195 ≡ 𝑓 𝑎  233 

𝑏195 ≡ 𝑓 𝑏  233 
  

𝑎195:    كبٕ                           ثٔب إٔ   ≡ 𝑏195 233    

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑎195𝑑 ≡ 𝑏195𝑑  233    

195𝑑:  ٝ ُذ٣٘ب  ≡ 195𝑑:    ٣ؼ٢٘  232 1 = 232𝑘 + 1  

𝑎232:   ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب ؽغت ٓجشٛ٘خ ك٤شٓب  ≡ 1 233   

𝑎232𝑘+1:  ثٔب إٔ  ≡ 𝑏232𝑘+1 233  ٕكب      :𝑎 ≡ 𝑏 233      

   2  ٝ  1 ٝ رُي ثبعزؼٔبٍ اُ٘ز٤غز٤ٖ 

𝑎  ٣وغْ 233: ٝ ٓ٘ٚ  − 𝑏 .  

   𝑎𝜖𝐴  ٝ  𝑏𝜖𝐴:  ُذ٣٘ب 

0:  ٣ؼ٢٘  < 𝑎 ≤ 232  ٝ  0 < 𝑏 ≤ 232   

 ٚ٘ٓ ٝ   : 𝑎 − 𝑏 ≤ 232   

𝑎  ٣وغْ ػذدا أطـش ٓ٘ٚ ٝ ٛٞ   233ٗلاؽع إٔ  − 𝑏  ٕار    : 𝑎 − 𝑏 = 0   

𝑎:  ٝ ثبُزب٢ُ  = 𝑏    

𝑎232𝑘+1:     ارٕ  ≡ 𝑏232𝑘+1 233   

𝑎232𝑘:  ارٕ  ≡ 1 233  ٚ٘ٓ ٝ    :𝑎232𝑘+1 ≡ 𝑎 233     1  

𝑏232𝑘+1:  ث٘لظ اُطش٣وخ ٗغذ  ≡ 𝑏 233     2  

 ب 3 ∎

𝑎195:   ُذ٣٘ب  ≡ 𝑓(𝑎) 233   

= 𝑓 𝑎:  ٝ ثٔب إٔ  𝑏 ٕكب    :𝑎195 ≡ 𝑏 233    

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡  : 𝑎232 ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب ؽغت ٓجشٛ٘خ  ≡ 1 233   

:   ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  4  ٝ  3 ٗؼشة أُزٞاكوز٤ٖ 

𝑎195𝑑−232𝑘 ≡ 𝑏𝑑  233    

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑎1 ≡ 𝑏163 233  ٕلأ  𝑑 =  ٛٞ اُؼذد اُٞؽ٤ذ اُز١ 163

٣195𝑑ؾون اُششؽ٤ٖ  ≡ 1 232  ٝ 𝑑𝜖𝐴  

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑎 ≡ 𝑏163 233 اُغٞاة الأخ٤ش ٞٛ   . 

233:  ًٔب ٣ٌٖٔ اظبكخ ٓب ٢ِ٣  ∕  𝑎 − 𝑏163    

;   ℞𝑘𝜖∃ :   ٣ؼ٢٘     𝑎 − 𝑏163 = 233𝑘  

 ج 3 ∎

  𝐴 ٗؾٞ 𝐴 رطج٤ن رجب٢٘٣ ٖٓ 𝑓إٔ 

  𝐴 ٗؾٞ 𝐴 ش٢ُٞٔ ٖٓ 𝑓إٔ اُزطج٤ن 

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑎195𝑑 ≡ 𝑏𝑑  233     3  

𝑎−232𝑘:  ارٕ  ≡ 1 233     4  

 3 أ :ٗغز٘زظ ٖٓ ٗز٤غخ اُغئاٍ         

 ب 3 :ًٔب ٗغز٘زظ ٖٓ ٗز٤غخ اُغئاٍ            

 ب : ٗغز٘زغٚ ٖٓ عٞاة اُغئاٍ    𝑓−1 ٝ روبثِٚ اُؼٌغ٢ 𝐴 ٗؾٞ 𝐴 روبثَ ٖٓ 𝑓ارٕ 

𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐴 

𝑎 → 𝑓 𝑎 ≡ 𝑎195 233  

𝑓−1 ∶ 𝐴 → 𝐴 

𝑏 → 𝑓−1 𝑏 ≡ 𝑏163 233  

ٝ 

𝑎:    أ١  = 𝑏163 + 233𝑘  ;   𝑘𝜖℞  



 

  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ.  
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 ( ن 10,5 ):   التمرين الرابع 

∎  𝐈  1 

= 𝑔′ 𝑥:    ُذ٣٘ب  𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 𝑥 − 1 = 𝑥𝑒𝑥   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   ثٔب إٔ    𝑒𝑥 > 0   

  .𝑥 ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح 𝑔′(𝑥)كبٕ اشبسح 

 :ِٗخض اُ٘زبئظ أُؾظَ ػ٤ِٜب ك٢ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

 0 ٢ٛ 𝑔ٗلاؽع ؽغت ٛزا اُغذٍٝ إٔ اُو٤ٔخ اُذ٣ٞٗخ ُِذاُخ 

 ٝ𝑔 داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ ℝ.  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  ارٕ    𝑔(𝑥) ≥ 0   

,∞−  داُخ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ 𝑔ُذ٣٘ب  0   

𝑥∀ :  ارٕ  < 0   ;   𝑔 𝑥 > 0   

0 𝑥 

0 

−∞ +∞ 

1 
𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 0 − 

lim ٝ :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0 lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥 = 0 

lim :ارٕ 
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = 1 

lim : ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞ 

+∞ 

∎  𝐈  2 

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ 𝑔ٝ ُذ٣٘ب  +∞   

𝑥∀ :  ارٕ  > 0   ;   𝑔 𝑥 > 0   

= 𝑔 0: ارٕ  . 0 ٓ٘ؼذٓخ ٛٞ 𝑔ٝ ُذ٣٘ب اُؼ٘ظش اُٞؽ٤ذ اُز١ طٞسرٚ ثبُذاُخ  0.  

∎  𝐈𝐈  1 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 
𝑥

𝑒𝑥 − 1
  

⟺    lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 
1

𝑒𝑥

𝑥 −
1
𝑥

 =
1

 +∞ − 0
= 0 

lim
𝑥→+∞

 𝑓(𝑥) + 𝑥 = 0 +  +∞ = +∞ 

∎  𝐈𝐈  2 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

 
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
 

1

𝑒𝑥 − 𝑒0

𝑥 − 0

  

𝑙𝑖𝑚 :ثٔب إٔ 
𝑥→0

 
𝑒𝑥 − 𝑒0

𝑥 − 0
 = 𝑒0 = 1 

lim : كبٕ 
𝑥→0

𝑓(𝑥) =
1

1
= 1 = 𝑓(0) 

 ٚ٘ٓ ٝ𝑓داُخ ٓزظِخ ك٢ اُظلش . 

∎  𝐈𝐈  3 أ 
 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ∗.  

𝑓 ′ 𝑥 =  
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 
′

=
 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥𝑒𝑥

 𝑒𝑥 − 1 2
 

⟺    𝑓 ′ 𝑥 =
−1 − 𝑒𝑥 𝑥 − 1 

 𝑒𝑥 − 1 2
=

−𝑔(𝑥)

 𝑒𝑥 − 1 2
 

∎  𝐈𝐈  3 ب 

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ ثٔب إٔ     0 <  𝑒𝑥 − 1 2   

  𝑔(𝑥)  رزؼِن كوؾ ثبشبسح  𝑓′ 𝑥كبٕ اشبسح  

𝑓ارٕ   ′(𝑥)  ٕر٘ؼذّ ارا ًب  𝑥 = 0   

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :   ارٕ    𝑓 ′(𝑥) ≤ 0 

 : ًٔب ٢ِ٣ 𝑓ٝ ٖٓ ٛزٙ اُذساعخ ٗغز٘زظ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

𝑓  أ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ ′ 𝑥 =
−𝑔(𝑥)

 𝑒𝑥 − 1 2
 

 𝐈  2   ٝ رُي ؽغت اُغئا0ٍ ر٘ؼذّ ك٢ ٗوطخ ٝاؽذح أكظُٜٞب 𝑔ُذ٣٘ب 

;   𝐈  1  ∀𝑥𝜖ℝ  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اُغئاٍ   𝑔(𝑥) ≥ 0 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 =

−∞

0 − 1
= +∞ 

𝐈𝐈  1   lim  :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اُغئاٍ          
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 

0 𝑥 −∞ +∞ 

+∞ 

𝑓 

− 𝑓′(𝑥) − 

0 

1 

𝑥ارا ًبٕ   = = 𝑔′ 𝑥  كبٕ  0 0   

𝑥ارا ًبٕ   > < 𝑔′ 𝑥  كبٕ  0 0   

𝑥ارا ًبٕ   < > 𝑔′ 𝑥  كبٕ  0 0   
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 𝐈𝐈  4  ∎ أ

= 𝑢 𝑡:  ٗؼغ  𝑡 ٕار    :𝑢′ 𝑡 = 1   

𝑣:  ٝ ٗؼغ  ′ 𝑡 = 𝑒−𝑡 ٕار    :𝑣 𝑡 = −𝑒−𝑡   

= 𝐽 𝑥 :ُذ٣٘ب   𝑡𝑒−𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝐽 𝑥 =  𝑢𝑣 0
𝑥 −  𝑢′𝑣

𝑥

0

𝑑𝑡 

∎  𝐈𝐈  4 ب 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٗلظَ ث٤ٖ صلاس ؽبلاد .  ػذدا ؽو٤و٤ب: 

= 𝑥 :   ٓٞعت  كبٕ 𝑥ارا ًبٕ  : انحانح الأونى 𝑥   

 ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑥 + 𝑥 = 2𝑥  ٝ  𝑥 −  𝑥 = 0   

  ٌٖ٤ُ0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥  ٕار  𝑒−𝑥 ≤ 𝑒−𝑡 ≤ 𝑒0   

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑡𝑒−𝑥 ≤ 𝑡𝑒−𝑡 ≤ 𝑡   

 : ٗذخَ اُزٌبَٓ ػ٠ِ اُزشر٤ت ٗؾظَ ػ٠ِ 

= 𝑥 :  عبُت  كبٕ 𝑥ارا ًبٕ  : انحانح انثاوٍح −𝑥  

= 𝐽 0:   ٓ٘ؼذّ  كبٕ 𝑥ارا ًبٕ  : انحانح انثانثح 0   

0:  لإٔ  ≤ 0 ≤ 0    

 𝑡𝑒−𝑥
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  𝑡𝑒−𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 

𝑒−𝑥 :٣ؼ٢٘   
𝑡2

2
 

0

𝑥

≤ 𝐽 𝑥 ≤  
𝑡2

2
 

0

𝑥

 

 ٚ٘ٓٝ: 
𝑥2

2
𝑒−𝑥 ≤ 𝐽 𝑥 ≤

𝑥2

2
 

 :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑥2

2
𝑒

− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
≤ 𝐽 𝑥 ≤

𝑥2

2
𝑒

− 
𝑥− 𝑥 

2
 
 

 ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑥 + 𝑥 = 0  ٝ  𝑥 −  𝑥 = 2𝑥   

  ٌٖ٤ُ𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑒0  ارٕ  0 ≤ 𝑒−𝑡 ≤ 𝑒−𝑥   

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑡𝑒−𝑥 ≤ 𝑡𝑒−𝑡 ≤ 𝑡  ( ٕرـ٤ش اُزشر٤ت لأ𝑡ػذد عبُت ) 

 : ٗذخَ اُزٌبَٓ ػ٠ِ اُزشر٤ت ٗؾظَ ػ٠ِ 

 ٚ٘ٓ ٝ:   
𝑥2

2
𝑒

− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
≤ 𝐽 𝑥 ≤

𝑥2

2
𝑒

− 
𝑥− 𝑥 

2
 
 

  :   خلاصح

 ∀𝑥𝜖ℝ   ;     
𝑥2

2
𝑒

− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
≤ 𝐽 𝑥 ≤

𝑥2

2
𝑒

− 
𝑥− 𝑥 

2
 
 

∎  𝐈𝐈  4 ج 

 ب ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ

 ∀𝑥𝜖ℝ   ;     
𝑥2

2
𝑒

− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
≤ 𝐽 𝑥 ≤

𝑥2

2
𝑒

− 
𝑥− 𝑥 

2
 
 

𝑥ٗلزشع إٔ   ≠    صْ ٗؼشة أؽشاف ٛزا اُزؤؽ٤ش ك٢ اُؼذد أُٞعت 0

 :ػِٔب إٔ ٛزا اُزشر٤ت عٞف ُٖ ٣زـ٤ش ٗؾظَ ػ٠ِ 

 :رجغ٤ؾ ؽشف ا٤ٔ٤ُٖ ٝ ؽشف ا٤ُغبس ٗؾظَ ػ٠ِ  ٝ ثبُزب٢ُ ثؼذ

 أ ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُغئاٍ

  
𝑥2

2
𝑒

− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
≤ 𝑒−𝑥 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥 ≤

𝑥2

2
𝑒

− 
𝑥− 𝑥 

2
 
 

𝑒𝑥

𝑥2
 

  
1

2
𝑒𝑥𝑒

− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
≤

 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥 

𝑥2
≤

1

2
𝑒𝑥𝑒

− 
𝑥− 𝑥 

2
 
 

  
1

2
𝑒

 
𝑥− 𝑥 

2
 
≤

 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥 

𝑥2
≤

1

2
𝑒

 
𝑥+ 𝑥 

2
 
 

 𝐈𝐈  4  ∎ د

  
1

2
𝑒

 
𝑥− 𝑥 

2
 

       
≤

 𝑒𝑥 − 1 − 𝑥 

𝑥2
≤

1

2
𝑒

 
𝑥+ 𝑥 

2
 

       
 

1

2
 

1

2
 

𝑥 → 0 𝑥 → 0 

 ج ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ

⟺      𝐽 𝑥 =  𝑡 −𝑒−𝑡  0
𝑥 −   −𝑒−𝑡 

𝑥

0

𝑑𝑡 

⟺      𝐽 𝑥 =  −𝑡𝑒−𝑡 0
𝑥 +  −𝑒−𝑡 0

𝑥  

⟺      𝐽 𝑥 = −𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 + 1 

⟺      𝐽 𝑥 = 𝑒−𝑥 𝑒𝑥 − 𝑥 − 1  

lim :ارٕ 
𝑥→0

 
𝑒𝑥 − 1 − 𝑥

𝑥2  =
1

2
 

⟺      
−𝑥2

2
𝑒−𝑥 ≤ −𝐽 𝑥 ≤

−𝑥2

2
 

⟺      
𝑥2

2
≤ 𝐽 𝑥 ≤

𝑥2

2
𝑒−𝑥  

⟺      
𝑥2

2
𝑒

− 
𝑥+ 𝑥 

2
 
≤ 𝐽 𝑥 ≤

𝑥2

2
𝑒

− 
𝑥− 𝑥 

2
 
 

 𝑡𝑒−𝑥
0

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑡𝑒−𝑡
0

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑡
0

𝑥

𝑑𝑡 

⟺     𝑒−𝑥  
𝑡2

2
 
𝑥

0

≤ −𝐽 𝑥 ≤  
𝑡2

2
 
𝑥

0
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C         

 :ٝ ُذ٣٘ب ٖٓ عٜخ أخشٟ 

= 𝜑 𝑥:      ٗؼغ  𝑒𝑥 𝑥 − 2 + 2 + 𝑥  
lim

𝑥→0+
 
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+
 
𝑥 − 𝑒𝑥 + 1

𝑥𝑒𝑥 − 𝑥
  

  :ٗؾظَ ػ٠ِ  ٗؾبٍٝ اظٜبس ا٤ٌُٔخ
𝑒𝑥 − 1 − 𝑥

𝑥2   

lim
𝑥→0+

− 
𝑒𝑥 − 1 − 𝑥

𝑥2   
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+
− 

𝑒𝑥 − 1 − 𝑥

𝑥2  𝑓 𝑥  

lim :ارٕ 
𝑥→0

 
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
𝑓 𝑥 = 𝑓 0 = 1 

lim :ٝ ثبُزب٢ُ ٗغز٘زظ إٔ 
𝑥→0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
 =

−1

2
× 1 =

−1

2
 

 𝐈𝐈  2  0 ٓزظِخ ك٢ 𝑓: ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ              

𝑓  هبثِخ ُلاشزوبم ك٢ اُظلش𝑓ارٕ  ′ 0 =
−1

2
 ٝ 

𝑓  :ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 =
−𝑔(𝑥)

 𝑒𝑥 − 1 2
 

 ⟹       𝑓 ′′  𝑥 =
−𝑔′ 𝑥  𝑒𝑥 − 1 2 + 𝑔(𝑥) 2 𝑒𝑥 − 1 𝑒𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 4
 

      =
−𝑥𝑒𝑥 𝑒𝑥 − 1 2 + (1 +  𝑥 − 1 𝑒𝑥) 2 𝑒𝑥 − 1 𝑒𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 4
 

=
−𝑥𝑒𝑥 𝑒𝑥 − 1 2 + 2 𝑒𝑥 − 1 𝑒𝑥 + 2 𝑥 − 1  𝑒𝑥 − 1 𝑒2𝑥

 𝑒𝑥 − 1 4
 

=
−𝑥𝑒𝑥 𝑒𝑥 − 1 + 2𝑒𝑥 + 2 𝑥 − 1 𝑒2𝑥

 𝑒𝑥 − 1 3
 

=
𝑒𝑥 −𝑥𝑒𝑥 + 𝑥 + 2 + 2𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 3
 

=
𝑒𝑥 𝑥𝑒𝑥 + 𝑥 + 2 − 2𝑒𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 3
 

=
𝑒𝑥 𝑒𝑥 𝑥 − 2 +  𝑥 + 2  

 𝑒𝑥 − 1 3
 

∎  𝐈𝐈  5 أ 

∎  𝐈𝐈  5 ب 

= 𝜑′ 𝑥:   ُذ٣٘ب   𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥 + 2 + 𝑥 ′  

;   𝑥𝜖ℝ∀ :    ٝ ثبُزب٢ُ    𝜑′(𝑥) ≥ 0  

  .ℝ داُخ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ 𝜑أ١ 

𝑥ارا ًبٕ   ≥ ≤ 𝜑 𝑥:     كبٕ 0 𝜑 0 = 0   

∎  𝐈𝐈  5 ج 

𝑒𝑥 :   ُذ٣٘ب  − 1 2 > 0  ٝ   ∀𝑥𝜖ℝ∗   ;   𝑒𝑥 > 0    

𝜑 𝑥  ٝ  𝑒𝑥 رزؼِن ثبشبسح  𝑓′′ 𝑥ارٕ اشبسح  − 1   

𝑥ارا ًبٕ  > < 𝜑 𝑥:   كبٕ 0 0  ٝ  𝑒𝑥 > 𝑒0   

𝑓:  ارٕ  ′′  𝑥 > 0   

𝑥ارا ًبٕ   < > 𝜑 𝑥  كبٕ  0 0  ٝ  𝑒𝑥 < 𝑒0   

𝑓:  ارٕ  ′′  𝑥 > 0   

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :  ٝ ك٢ ًِزب اُؾبُز٤ٖ ٗلاؽع إٔ    𝑓 ′′  𝑥 > 0   

  ٓؾذة𝑓ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ ٓ٘ؾ٠٘ اُذاُخ 

⟺     𝜑′ 𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥 + 1 

⟺     𝜑′ 𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 1 

⟺     𝜑′ 𝑥 = 𝑒𝑥 𝑥 − 1 + 1 

⟺     𝜑′ 𝑥 = 𝑔(𝑥) 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  ٝ ٗؼِْ ؽغت اُغئاٍ             𝑔(𝑥) ≥ 0   𝐈  1 

= 𝜑 0:  ٝ ُذ٣٘ب  0 ٝ  𝑓 داُخ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ ℝ.  

𝑥ارا ًبٕ   ≤ ≥ 𝜑 𝑥:     كبٕ 0 𝜑 0 = 0   

= 𝑓′′ 𝑥 :ُذ٣٘ب 
𝑒𝑥

 𝑒𝑥 − 1 3  𝑒𝑥 𝑥 − 2 +  𝑥 + 2   

𝑓′′ 𝑥 =
𝑒𝑥

 𝑒𝑥 − 1 2
×

𝜑 𝑥 

 𝑒𝑥 − 1 
 

𝓞 

𝟏 

𝟏 

∎  𝐈𝐈  5 د 



 

  

𝑓 

= 𝑓 𝑥:  ُ٘ؾَ أُؼبدُخ  𝑥   

 :ثبعزؼٔبٍ اُجشٛبٕ ثلظَ اُؾبلاد ٗلظَ ث٤ٖ ؽبُز٤ٖ 
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∎  𝐈𝐈𝐈  1 

lnارٕ   = 𝑥   ٛٞ اُؾَ اُٞؽ٤ذ ُِٔؼبدُخ  2 𝑥   

∎  𝐈𝐈𝐈  2 أ 

  ∗ℝ داُخ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ ′𝑓ارٕ 

𝑥ارا ًبٕ   > 𝑓:    كبٕ 0 ′(𝑥) ≥ 𝑓 ′(0)   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  ٝ رُي لإٔ    𝑔(𝑥) ≥ 0   

𝑓ارٕ ٖٓ اٌُزبثخ   ′(𝑥) ≤ 𝑓:     ٗغز٘زظ إٔ 0 ′(𝑥) ≤ 0 ≤
1

2
   

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :     ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ    
−1

2
≤ 𝑓 ′(𝑥) ≤

1

2
   

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀ :    ٣ؼ٢٘     𝑓 ′(𝑥) ≤
1

2
  

;  ∗𝑥𝜖ℝ∀ :     ثٔب إٔ    𝑓 ′(𝑥) ≤
1

2
 

 :ٗغز٘زظ ارٕ إٔ 

 كبٗٚ ثبٌٓبٗ٘ب رطج٤ن ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد  ℝ  هبثِخ ُلاشزوبم ػ𝑓٠ِثٔب إٔ اُذاُخ 

lnٗخزبس أُغبٍ اُز١ ؽشكبٙ  . ℝأُ٘ز٤ٜخ ػ٠ِ أ١ ٓغبٍ ٖٓ  2 ٝ 𝑢𝑛.  

ln  ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ ٝ رئٍٝ ا٠ُ 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ :  ٝ ثبُزب٢ُ  2.  

ln ٓؾظٞس ث٤ٖ 𝑐ارٕ ٣ٞعذ ػذد  2 ٝ 𝑢𝑛 ثؾ٤ش : 

⟺     
𝑥

𝑒𝑥 − 1
= 𝑥 

⟺     𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑥 

⟺     𝑒𝑥 = 2 

⟺     𝑥 = 𝑙𝑛 2 

 :٣ٌل٢ إٔ ٗج٤ٖ إٔ 
−1

2
≤ 𝑓 ′(𝑥) ≤

1

2
 

𝑓 :ُذ٣٘ب ٖٓ عٜخ أخشٟ  ′ 𝑥 =
−𝑔(𝑥)

 𝑒𝑥 − 1 2
≤ 0 

𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓(ln 2)

𝑢𝑛 − ln 2
= 𝑓 ′(𝑐) 

⟹        
𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓(ln 2)

𝑢𝑛 − ln 2
 =  𝑓 ′(𝑐)  

⟹        𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓(ln 2) =  𝑓 ′(𝑐)  𝑢𝑛 − ln 2  

𝑓:   ارٕ  ′(𝑐) ≤
1

2
 ٚ٘ٓ ٝ      : 𝑓 ′(𝑐) ≤

1

2
    

;   𝑛𝜖ℕ∀     :ٝ ثبُزب٢ُ     𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓(ln 2) ≤
1

2
 𝑢𝑛 − ln 2  

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛+1 − ln 2 ≤
1

2
 𝑢𝑛 − ln 2  

∎  𝐈𝐈𝐈  2 ب 

∎  𝐈𝐈𝐈  2 ج 

 ب ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ

    ∀𝑛𝜖ℕ   ;     𝑢𝑛+1 − ln 2 ≤
1

2
 𝑢𝑛 − ln 2  

    ∀𝑛𝜖ℕ   ;     𝑢𝑛 − ln 2 ≤  
1

2
 
𝑛

 1 − ln 2  

     
1

2
 
𝑛

ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب  
1

2
  1− ٝ 1 ٓؾظٞس ث٤ٖ 

lim     :ارٕ 
𝑛∞

 
1

2
 
𝑛

= 0 

 ٚ٘ٓ ٝ :     lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 − ln 2 = 0 

lim     :٣ؼ٢٘ 
𝑛∞

𝑢𝑛 = ln 2 

 𝐈𝐕  1  ∎ أ

𝒙إرا كان : انحانح الأونى  > 0.  

 ٌٖ٤ُ   :𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑥   

𝑓(𝑥):    ٣ؼ٢٘  ≥ 𝑓(𝑡) ≥ 𝑓(2𝑥) 

= 𝐹 𝑥 :ُذ٣٘ب   𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

 ب 𝐈𝐈  3   ٝ رُي ؽغت اُغئاℝٍ داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ 𝑓ٓغ اُؼِْ إٔ 

;   ∗𝑥𝜖ℝ∀       ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ                                  𝑓 ′′  𝑥 > 0    𝐈𝐈  5 ج 

𝑓 :٣ؼ٢٘  ′(𝑥) ≥
−1

2
  1  

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑓 ′(𝑥) ≤
1

2
    2  

⟺      𝑢𝑛 − ln 2 ≤
1

2
 𝑢𝑛−1 − ln 2  

    ≤  
1

2
 

2

 𝑢𝑛−2 − ln 2  

    ≤  
1

2
 

3

 𝑢𝑛−3 − ln 2  

⋮ ⋮ 

    ≤  
1

2
 
𝑛

 𝑢𝑛−𝑛 − ln 2  
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 :ٗذخَ اُزٌبَٓ ػ٠ِ ٛزا اُزشر٤ت ٗؾظَ ػ٠ِ 

 ٚ٘ٓ ٝ : 
𝑥

𝑒𝑥 − 1
≥

𝑡

𝑒𝑡 − 1
≥

2𝑥

𝑒2𝑥 − 1
 

  
𝑥

𝑒𝑥 − 1
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≥   
𝑡

𝑒𝑡 − 1
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≥   
2𝑥

𝑒2𝑥 − 1
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

𝒙إرا كان : انحانح انثاوٍح  < 𝟎.  

 ٌٖ٤ُ   :2𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥   

𝑓(2𝑥):    ٣ؼ٢٘  ≥ 𝑓(𝑡) ≥ 𝑓(𝑥) 

 𝑓 2𝑥 
𝑥

2𝑥

𝑑𝑡 ≥  𝑓 𝑡 
𝑥

2𝑥

𝑑𝑡 ≥  𝑓 𝑥 
𝑥

2𝑥

𝑑𝑡 

− 𝑓 2𝑥 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≥ − 𝑓 𝑡 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≥ − 𝑓 𝑥 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

−𝑥𝑓 2𝑥 ≥ −𝐹(𝑥) ≥ −𝑥𝑓 𝑥  

𝑥𝑓 2𝑥 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥𝑓 𝑥  

 
2𝑥2

𝑒2𝑥 − 1
 ≤ 𝐹(𝑥) ≤  

𝑥2

𝑒𝑥 − 1
  

 ٚ٘ٓ ٝ :  
𝑥2

𝑒𝑥 − 1
 ≥ 𝐹(𝑥) ≥  

2𝑥2

𝑒2𝑥 − 1
  

;    ∗𝑥𝜖ℝ∀  :ٗؼِْ إٔ      
2𝑥2

𝑒2𝑥 − 1
 ≤ 𝐹(𝑥) ≤  

𝑥2

𝑒𝑥 − 1
  

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→0

 
2𝑥2

𝑒2𝑥 − 1
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
 

𝑥

𝑒2𝑥 − 𝑒0

2𝑥 − 0

 =  
0

𝑒0
 = 0 

lim :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑥→0

𝐹(𝑥) = 0 = 𝐹(0) 

  0 داُخ ٓزظِخ ك٢ 𝐹أ١ 

 𝐈𝐕  1  ∎ ج

;    ∗𝑥𝜖ℝ∀  :ُذ٣٘ب      
2𝑥2

𝑒2𝑥 − 1
 ≤ 𝐹(𝑥) ≤  

𝑥2

𝑒𝑥 − 1
  

⟺         
2𝑥

𝑒2𝑥 − 1
 

       
≤

𝐹(𝑥)

𝑥
≤  

𝑥

𝑒𝑥 − 1
 

       
 

1 

𝑥 → 0 𝑥 → 0 

1 

 ٚ٘ٓ ٝ: lim
𝑥→0

 
𝐹 𝑥 

𝑥
 = lim

𝑥→0
 
𝐹 𝑥 − 𝐹 0 

𝑥 − 0
 = 1 = 𝐹′(0) 

∎  𝐈𝐕  2 أ 

  ∗𝑥𝜖ℝ ٓغ             ٝ ثبُخظٞص ػ٠ِ ℝ ٓزظِخ ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب اُذاُخ 

= 𝐹 𝑥:    ثؾ٤ش 𝑕 روجَ داُخ أط٤ِخ 𝑓ارٕ  𝑕 2𝑥 − 𝑕(𝑥)  

𝑥ُذ٣٘ب   → 𝑕(𝑥)  ٝ  𝑥 → 2𝑥 داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ  ℝ∗.  

𝑥ارٕ   → 𝑕 2𝑥  داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  ℝ∗ ٖلأٜٗب ٓشًت داُز٤ 

  .∗ℝهبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ 

= 𝐹 𝑥:  ٝ ُذ٣٘ب  𝑕 2𝑥 − 𝑕(𝑥)   

= 𝐹′ 𝑥:  ارٕ  2𝑕′ 2𝑥 − 𝑕′(𝑥)   

⟺    𝐹′ 𝑥 = 2𝑓 2𝑥 − 𝑓(𝑥) 

⟺    𝐹′ 𝑥 = 2  
2𝑥

𝑒2𝑥 − 1
 −  

𝑥

𝑒𝑥 − 1
  

 ٝ ثٔب أٗي ر٤ِٔز ٖٓ اُغ٘خ اُضب٤ٗخ ثٌبُٞس٣ب ػِّٞ س٣بػ٤خ

 . كبٗي رغزط٤غ اُٞطٍٞ ا٠ُ اُ٘ز٤غخ اٗطلاهب ٖٓ اُزؼج٤ش أػلاٙ

 ٚ٘ٓ ٝ: ⟺    𝐹′ 𝑥 =  
3 − 𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
 𝑓(𝑥) 

∎  𝐈𝐕  2 ب 

 0:  ٝ ه٤ٔزٜب اُذ٣ٞٗخ ٢ٛ ℝ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓ٝ رُي لإٔ 

3  ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح  𝐹′(𝑥)ارٕ اشبسح  − 𝑒𝑥 .   

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   لإٔ    𝑒𝑥 + 1 > 0    

 : ًٔب ٢ِ٣ 𝐹ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد 

 ب 𝐈𝐈  3   ك٢ اُغئا𝑓ٍُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ اشبسح 

 ∀𝑥ϵℝ   ;   𝑓 𝑥 > 0 

𝐹(ln 3) 

𝑥 ln 3 −∞ +∞ 

0 −∞ 

𝐹 

+ 𝐹′(𝑥) 1 − + 

0 

0 

0 

;    ∗𝑥𝜖ℝ∀  :خلاصح      
2𝑥2

𝑒2𝑥 − 1
 ≤ 𝐹(𝑥) ≤  

𝑥2

𝑒𝑥 − 1
  

∎  𝐈𝐕  1 ب 

lim :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي
𝑥→0

 
𝑥2

𝑒𝑥 − 1
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
 

𝑥

𝑒𝑥 − 𝑒0

𝑥 − 0

 =  
0

𝑒0
 = 0 

 𝑥, 2𝑥  

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

  
 الإمتحان الوطني الموحد

 لنيل شهادة البكالوريا
 2007الدورة الاستدراكية 

( ن 3,0 ): انتمشٌه الأول   

 أ

2 

3 

4 

5 

  ن0,50

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 

 مسلك العلوم الرياضية أ و ب
 10المعامل 

 أربع ساعات: مدة الإنجاز 
 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

,𝑢0 ث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ صٝط  𝑣0  ٖٓ ℞2 ثؾ٤ش  :𝑝𝑢0 + 𝑞𝑣0 = 1.  

𝑥0ث٤ٖ إٔ   = 𝑏𝑝𝑢0 + 𝑎𝑞𝑣0 ؽَ ُِ٘ظٔخ   𝒮 .  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ؽلا ُِ٘ظٔخ  𝒮  ث٤ٖ إٔ اُؼذد ، 𝑝𝑞 ٣وغْ اُؼذد 𝑥 − 𝑥0  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ػذدا طؾ٤ؾب ٗغج٤ب ثؾ٤ش  :𝑝𝑞 ٣وغْ اُؼذد 𝑥 − 𝑥0 .  ٕث٤ٖ أ𝑥 ؽَ ُِ٘ظٔخ  𝒮 .  

  . 𝒮 اعز٘زظ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ اُ٘ظٔخ 

 : اُ٘ظٔخ اُزب٤ُخ ℞ؽَ ك٢ 
𝑥 ≡ 1 8  

𝑥 ≡ 3 13  

𝑥 ≡ 𝑏 𝑞  
 :ثؾ٤ش  : اُزب٤ُخ  𝒮  اُ٘ظٔخ ℞ٗؼزجش ك٢ 

𝑎, 𝑏, 𝑝, 𝑞𝜖℞ 

𝑝 ∧ 𝑞 = 1 

𝑥 ≡ 𝑎 𝑝  

( ن 2,0 ): انتمشٌه انثاوً   

 ٌٖ٤ُ𝑛 ٗزٞكش ػ٠ِ  . 3 ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب كشد٣ب أًجش أٝ ٣غب١ٝ𝑛 ٖٓ ا٠ُ 1 ط٘ذٝهب ٓشهٔب 𝑛 .  اُظ٘ذٝم

1 :  ثؾ٤ش 𝑘سهْ  ≤ 𝑘 ≤ 𝑛  ٣ؾز١ٞ ػ٠ِ 𝑘 ٝ ًشح ث٤ؼبء  𝑛 − 𝑘 ًشح عٞداء . 

. ٗخزبس ػشٞائ٤ب ط٘ذٝهب ٖٓ ث٤ٖ اُظ٘بد٣ن صْ ٗغؾت ٓ٘ٚ ًشح ٝاؽذح 

 .أؽغت اؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشح ث٤ؼبء

 .أؽغت اؽزٔبٍ إٔ ٣زْ اُغؾت ٖٓ ط٘ذٝم سهٔٚ كشد١

 .أؽغت اؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشح ث٤ؼبء ، ػِٔب إٔ اُغؾت رْ ٖٓ ط٘ذٝم سهٔٚ ػذد كشد١ 

1 

 ج

2 

3 

 أ 1

 ب

( ن 2,0 ) : انثانثانتمشٌه  ,𝒪  ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٝ ٓجبشش  𝑃 أُغزٟٞ اُؼوذ١   𝑢  , 𝑣  .  

= ℋ :      ٗؼزجش أُغٔٞػخ   𝑀 𝑧  𝜖  𝑃 𝑧2 + 𝑧 2 −  𝑧 2 = 1   

  . ℋ ؽذد ٓؼبدُخ د٣ٌبسر٤خ ُِٔغٔٞػخ 

,𝒪  ٛزٍُٞ ٝ ؽذد ٓشًضٙ ٝ سأع٤ٚ ٝ ٓوبسث٤ٚ ك٢ أُؼِْ  ℋ ث٤ٖ إٔ  𝑢  , 𝑣  .  

  . ℋ أٗش٠ء 

 𝑀 𝑎  ٝ 𝑀 𝑏  ٖٓ ٕٗوطزب  ℋ    .  ٗؼغ     :𝜑 𝑎, 𝑏 = 𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏   .  

,𝑀 𝜑 𝑎:    ث٤ٖ إٔ  𝑏  𝜖 ℋ   

,𝑎 رؾون إٔ   1 = ,𝜑 𝑎 ٝ إٔ        1 𝑎  = 1.   

∗ 𝑀 𝑎  ٝ 𝑀(𝑏) ٖٓ  ℋ  :𝑀 𝑎 ؽ٤ش ٌَُ  ∗  ثوبٕٗٞ اُزش٤ًت اُذاخ٢ِ  ℋ ٗضٝد  𝑀 𝑏 = 𝑀 𝜑 𝑎, 𝑏  .  

 .  صٓشح رجبد٤ُخ  ∗, ℋ  :  ث٤ٖ إٔ 

1 

2 

 ب

 أ

 ب

3 

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن1,00

𝜑 
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( ن 3,0 ): انتمشٌه انشاتغ   

 أ 1

 ب

 د

2 

3 

  ن0,50

  . ×  ٝ ػشة أُظلٞكبد  ∙  ٝ ػشة ٓظلٞكخ ك٢ ػذد ؽو٤و٢  + ٝ ٢ٛ ٓضٝدح ثغٔغ أُظلٞكبد 

𝐼:   ٗؼغ  = ℳ 1,0    ٝ   𝐽 = ℳ 0,1    ٝ   𝒪 = ℳ 0,0     

,ℱ : ث٤ٖ إٔ   . كؼبء ٓزغ٢ٜ ؽو٤و٢   ∙,+

,𝐼 ث٤ٖ إٔ  𝐽  أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ  ℱ, +,  . ٝ اػؾ ثؼذٙ  ∙

 ٌٖ٤ُ𝛼 ػذدا ػوذ٣ب لا ٣٘ز٢ٔ ا٠ُ ℝ 1   ، ث٤ٖ إٔ الأعشح, 𝛼  أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ اُؾو٤و٢  ℂ, +, ∙ .  

= 𝜓 𝑧:       أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ ℱ ٗؾٞ 𝜓 ٖٓ ℂٗؼزجش اُزطج٤ن  ℳ 𝓂, 𝓃 .  

𝑧:  ثؾ٤ش  = 𝓂 + 𝛼𝓃  ٝ  𝓂𝜖ℝ  ٝ  𝓃𝜖ℝ  ٝ  𝑧𝜖ℂ.   

𝐽2رؾون إٔ   = −2 𝐼 + 𝐽   ٝ   𝛼 = 𝐽  

   . ×,ℱ   ٗؾٞ   ×,ℂ  رشبًلا روبث٤ِب ٖٓ  𝜓 اُز٢ ٣ٌٕٞ ٖٓ أعِٜب اُزطج٤ن 𝛼ؽذد ه٤ٔز٢ 

𝛼:  ٗؤخز  = −1 + 𝒾 .   أًزت ك٢ الأعبط 𝐼, 𝐽   أُظلٞكخ 𝐽2007.   

ℱ :ٗؼزجش أُغٔٞػخ اُزب٤ُخ  =  ℳ 𝑎, 𝑏 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

5𝑏 𝑎 − 3𝑏
 / 𝑎, 𝑏 𝜖ℝ2  

, M2      (        ℝ (ℝ)     .ٗزًش إٔ                          كؼبء ٓزغ٢ٜ ؽو٤و٢  . 2            ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد أُشثؼخ ٖٓ اُشرجخ   +,∙) M2  

 

 أ

 ب

4 

( ن 9,0 ): انتمشٌه انخامس  = 𝑔 𝑥:    ثٔب ٢ِ٣ ℝ اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑔ُزٌٖ   1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥.  

  .ℝ ػ٠ِ 𝑔أدسط رـ٤شاد اُذاُخ 

𝑥0اعز٘زظ إٔ   = = 𝑔 𝑥  ٛٞ اُؾَ اُٞؽ٤ذ ُِٔؼبدُخ     0 0.  

′𝑓أؽغت  (𝑥) ٌَُ 𝑥 ٖٓ ℝ∗.  

  .𝑓ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

 ٌٖ٤ُ𝑛 ٖٓ ℕ∗ ث٤ٖ إٔ أُؼبدُخ ، 𝑓 𝑥 = 𝑛 روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا 𝑥𝑛  ٍ0  ك٢ أُغب, +∞ .   

 . ر٘بهظ٤خ ٝ أٜٗب ٓزوبسثخ 𝑥𝑛 𝑛≥1 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ 

𝑔.  lim   ٝ ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ                      ٝ                 أؽغت  
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) 

= 𝑓 𝑥 :  ثٔب ٢ِ٣ ∗ℝ اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓ُزٌٖ 
1

1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥
 

lim :أؽغت اُٜ٘ب٣بد اُزب٤ُخ 
𝑥→0−

𝑓(𝑥) lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) ٝ ٝ ٝ 

lim : أصجذ إٔ 
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = 0 

,𝒪  ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ 𝑓      أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ  𝒾 , 𝒿  .  C          

 1 أ

 ب

 ج

2 

 أ

 أ

 ب

 ج

3 

 ب

 ج

          C .أٗش٠ء          

 𝑰  

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50
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 أ

 ب

 ج

2 

3 

  ن0,25

𝑦1     أُؼشكخ ثٔب 𝑦𝑛 𝑛≥1٢ِ٣ رؼزجش أُززب٤ُخ  = 1          ٝ ∀𝑛𝜖ℕ∗   ∶   𝑦𝑛+1 = 𝑒−𝑦𝑛  

 . ٓزوبسثخ ٓؾذدا ٜٗب٣زٜب 𝑦𝑛 𝑛≥1 : اعز٘زظ إٔ 

 0 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ ℱاعز٘زظ إٔ 

. 

+ℝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ℱث٤ٖ إٔ 
ℱ ٝ أؽغت ∗

′
(𝑥) َأع ٖٓ 𝑥 > 0.  

   .+ℝ ػ٠ِ  ℱأدسط رـ٤شاد اُذاُخ 

= 𝑓 𝑥ث٤ٖ إٔ أُؼبدُخ   𝑒𝑥     رٌبكئ أُؼبدُخ1 = 𝑥 

: 

𝑒𝑥ث٤ٖ إٔ أُؼبدُخ   = 𝑥ٞٛ روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا     𝛼 = 𝑥1     ثؾ٤ش: 
1

𝑒
≤ 𝛼 ≤ 1 

  :∗𝑛 ٖٓ ℕث٤ٖ إٔ ٌَُ 
1

𝑒
≤ 𝑦𝑛 ≤ 1 

∶ ∗𝑛𝜖ℕ∀  :ث٤ٖ إٔ    𝑦𝑛+1 − 𝛼 ≤ 𝑒− 
1
𝑒
  𝑦𝑛 − 𝛼  

 : ثٔب ٢ِ٣ +ℝ اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ ℱُزٌٖ 

 ∀𝑥 > 0 ∶  ℱ 𝑥 =  𝑓 𝑡 𝑑𝑡
2𝑥

𝑥

  ℱ 0 =
1

2
ln 2 ٝ 

𝑡∀  ث٤ٖ إٔ  > 0 ∶  
1

1 + 𝑡
< 𝑓 𝑡 <

1

𝑡
 

lim :اعز٘زظ اُٜ٘ب٣خ اُزب٤ُخ 
𝑥→+∞

ℱ(𝑥) 

𝑡∀  :ث٤ٖ إٔ  ≥ 0 ∶  1 − 𝑡 ≤ 𝑒−1 ≤ 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
 

  : 0,4  ٖٓ أُغبٍ 𝑡ث٤ٖ إٔ ٌَُ 
1

2𝑡
≤ 𝑓(𝑡) ≤

1

2
 

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
  

1 

 أ

 ب

2 

 أ

 ب

 ج

 أ 1

 ب

 أ

 ب

 𝑰𝑰  

 𝑰𝑰𝑰  

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25
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𝑝:      ُذ٣٘ب  ∧ 𝑞 = 1   

 2007أجوبة الدورة الاستدراكية  𝟏𝟏𝟐 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 ∎ أ 1 :ٗؼٞد ا٠ُ اُزٔش٣ٖ لاعزـلاٍ اُخبط٤خ أُجشٖٛ ػ٤ِٜب 

  :𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ   

 ب ∎ 1

 ٌٖ٤ُ       :𝑥0 = 𝑏𝑝𝑢0 + 𝑎𝑞𝑣0  

𝑥0:           ارٕ  = 𝑏𝑝𝑢0 + 𝑎 1 − 𝑝𝑢0      

𝑥0:        ٣ؼ٢٘  = 𝑏𝑝𝑢0 + 𝑎 − 𝑎𝑝𝑢0    

 ٚ٘ٓ ٝ        :𝑥0 = 𝑝 𝑏𝑢0 − 𝑎𝑢0 + 𝑎   

𝑥0:          ارٕ  − 𝑎 = 𝑝 𝑏𝑢0 − 𝑎𝑢0    

  . 𝒮  ؽَ ُِ٘ظٔخ 𝑥0  ٗغز٘زظ إٔ  2   ٝ   1 ٖٓ  

 ∃ 𝑢0 , 𝑣0 𝜖 ℞  ∶   𝑝𝑢0 + 𝑞𝑣0 = 1 

𝑝𝑢0ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اُغئاٍ                 = 1 − 𝑞𝑣0   1 أ 

𝑞𝑣0ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ                = 1 − 𝑝𝑢0  1 أ 

𝑝:    ٣ؼ٢٘  ∕  𝑥0 − 𝑎  ثبُزب٢ُ ٝ      :𝑥0 ≡ 𝑎  𝑝     1  

 ٚ٘ٓ ٝ        :𝑥0 − 𝑏 = 𝑞 𝑣0𝑎 − 𝑏𝑣0    

𝑞:    ٣ؼ٢٘  ∕  𝑥0 − 𝑏  ثبُزب٢ُ ٝ      :𝑥0 ≡ 𝑏  𝑞     2  

2 ∎ 

 :ُلإعبثخ ػ٠ِ ٛزا اُغئاٍ ٗؾزبط ا٠ُ خبط٤خ ه٣ٞخ ك٢ اُؾغبث٤بد ٝ ٢ٛ 

 ُ٘جشٖٛ أٝلا ػ٠ِ طؾخ ٛزٙ اُخبط٤خ

𝑛:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ∕ 𝑎 ارٕ ؽغت   ∗  𝑛 ∕ 𝑚𝑘     :  

𝑚ٝ ثٔب إٔ   ∧ 𝑛 = 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 :  𝑛    كبٗٚ ؽغت  1 ∕ 𝑘     

𝑎:     ٗغز٘زظ إٔ  ∗∗  ٝ  ∗ ٖٓ  = 𝑚𝑛𝑘′  

 
𝑚 𝑎           
𝑛 𝑎            
𝑚 ∧ 𝑛 = 1

    ⟹      𝑚𝑛 ∕ 𝑎 

𝑚:  ُذ٣٘ب  ∕ 𝑎 ٕار      : ∃𝑘𝜖℞  ; 𝑎 = 𝑚𝑘  
 ∗  

;  ℞𝑘′𝜖∃ :     ٣ؼ٢٘  𝑘 = 𝑛𝑘′  

 ∗∗  

𝑝𝑞:       ٖٓ ٛزٙ الأش٤بء ٗغز٘زظ ؽغت اُخبط٤خ إٔ  ∕  𝑥 − 𝑥0 .  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ؽلا ُِ٘ظٔخ  𝒮 .  

𝑝𝑞:     ٗ٘طِن ٖٓ  ∕  𝑥 − 𝑥0   

𝑝𝑞ٗش٣ذ إٔ ٗج٤ٖ إٔ      ∕  𝑥 − 𝑥0 .  

   . 𝒮   ؽ٤ِٖ ُِ٘ظٔخ  𝑥0  ٝ  𝑥:  ُذ٣٘ب 

 :ارٕ 

 
 

 
𝑥 ≡ 𝑎 𝑝 

𝑥 ≡ 𝑏 𝑞 

𝑥0 ≡ 𝑎 𝑝 

𝑥0 ≡ 𝑏 𝑞 

  

 ٚ٘ٓ ٝ:   ∃ 𝑘1 , 𝑘2 , 𝑘3 , 𝑘4  𝜖   ℞   ;   

 
 

 
 𝑥 − 𝑎 = 𝑘1𝑝
 𝑥 − 𝑏 = 𝑘2𝑞
 𝑥0 − 𝑎 = 𝑘3𝑝
 𝑥0 − 𝑏 = 𝑘4𝑞

  

𝑝 :ارٕ  ∕  𝑥 − 𝑥0   1  

𝑞 :ارٕ  ∕  𝑥 − 𝑥0   2  

  :ؽظِ٘ب ُؾذ ا٥ٕ ػ٠ِ 

𝑝 ∕  𝑥 − 𝑥0 

𝑞 ∕  𝑥 − 𝑥0 
𝑝 ∧ 𝑞 = 1

  

∎ 3 

𝑝𝑞:     ٝ ُذ٣٘ب ؽغت الإٗطلاهخ  ∕  𝑥 − 𝑥0   

𝑥:      ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  1 ٖٓ  −  𝑘1𝑝 + 𝑎 = 𝑘3𝑝𝑞  

𝑥:   ٣ؼ٢٘  − 𝑎 = 𝑝(𝑘3𝑞 + 𝑘1)أ١         :𝑝 ∕  𝑥 − 𝑎    

  :ٝ ٗش٣ذ إٔ ٗج٤ٖ إٔ 
𝑥 ≡ 𝑎 𝑝 

𝑥 ≡ 𝑏 𝑞 
  

  : ٣ؼ٢٘  𝒮   ؽَ ُِ٘ظٔخ 𝑥0ُذ٣٘ب  
𝑥0 ≡ 𝑎 𝑝 

𝑥0 ≡ 𝑏 𝑞 
  

 ٚ٘ٓ ٝ:  ∃ 𝑘1 , 𝑘2 𝜖 ℞   ;    
𝑥0 = 𝑘1𝑝 + 𝑎     1 

𝑥0 = 𝑘2𝑞 + 𝑏     2 
  

𝑥:    ٝ ثبُزب٢ُ   4  ≡ 𝑎 𝑝   

;   ℞𝑘3𝜖∃ :     ارٕ     𝑥 − 𝑥0 = 𝑘3𝑝𝑞   

 3  

𝑥0:                 ارٕ = 𝑏 1 − 𝑞𝑣0 + 𝑣0𝑎  

= 𝑏 − 𝑏𝑞𝑣0 + 𝑞𝑣0𝑎 

= 𝑞 𝑣0𝑎 − 𝑏𝑣0 + 𝑏 

𝑥  :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  − 𝑥0 =  𝑥 − 𝑏 −  𝑥0 − 𝑏  

= 𝑘2𝑞 − 𝑘4𝑞 

=  𝑘2 − 𝑘4 𝑞 

𝑥  :ُذ٣٘ب  − 𝑥0 =  𝑥 − 𝑎 −  𝑥0 − 𝑎  

= 𝑘1𝑝 − 𝑘3𝑝 

=  𝑘1 − 𝑘3 𝑝 

𝑚𝑛:   ارٕ  ∕ 𝑎   



 

  

 ( ن 2,0 ):   التمرين الثاني 

 2007أجوبة الدورة الاستدراكية  𝟏𝟏𝟑 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 

𝑥:     ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2 ٖٓ  −  𝑘2𝑞 + 𝑏 = 𝑘3𝑝𝑞   

𝑥 :       ارٕ  − 𝑏 = 𝑞 𝑘3𝑝 + 𝑘2    

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑞 ∕  𝑥 − 𝑏  ٣ؼ٢٘        :𝑥 ≡ 𝑏 𝑞     

  . 𝒮  ؽَ ُِ٘ظٔخ 𝑥 ٗغز٘زظ إٔ  5  ٝ  4 ٖٓ 

∎ 4 

 :       ٗغز٘زظ اُزٌبكئ اُزب٢ُ  3  ٝ  2 اُغئا٤ُٖ ٖٓ 

      𝑥0:   ٢ٛ  𝒮 ارٕ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ اُ٘ظٔخ 

℞:    ػ٘ظش ٖٓ اُلؼبء أُزغ٢ٜ    𝑥0ٗش٤ش ا٠ُ إٔ    𝑝𝑞 ℞     

 ٢ٛ ع٤ٔغ الأػذاد اُ٘غج٤خ اُز٢  𝒮 ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ اُ٘ظٔخ  : ثزؼج٤ش آخش

   .𝑥0  ٓغب٣ٝب ُـ  ٣𝑝𝑞ٌٕٞ ثبه٢ هغٔزٜب ػ٠ِ  

∎ 5 

 ٝ اُغئاٍ اُخبٓظ ػجبسح ػٖ رطج٤ن ػذد١ ُ٘زبئظ رِي اُذساعخ

  ٌٖ٤ُ𝑥  ؽلا ُِ٘ظٔخ   𝒮0 .   

𝑝:    ٗؼغ    .𝑥0ُ٘ؾغت ا٥ٕ   = 8     ٝ     𝑞 = 13 

 𝒮  حل للنظمة 𝑥    ⟺      𝑝𝑞 ∕  𝑥 − 𝑥0  

⟺    𝑥 حل للنظمة  𝒮  :ارٕ       𝑥 ≡ 𝑥0 𝑝𝑞  

: 𝒮0  : اُزب٤ُخ  𝒮0   اُ٘ظٔخ ℞ٗش٣ذ إٔ ٗؾَ ك٢    
𝑥 ≡ 1 8 

𝑥 ≡ 3 13 
  

  :الأعئِخ اُغبثوخ رؼزجش دساعخ ٗظش٣خ ُؾٍِٞ اُ٘ظٔخ 
𝑥 ≡ 𝑎 𝑝 

𝑥 ≡ 𝑏 𝑞 
  

𝑝 :ٓغ  ∧ 𝑞 = 1 

𝑥:       ٛزا ٣ؼ٢٘  ≡ 𝑥0 8 × 13  

  :ُذ٣٘ب
13 8 

5 

1 

3 2 

1 

1 

8 5 

3 

1 

5 3 

2 

1 

 1  5 = 13 − 8 

3 = 8 − 5 

2 = 5 − 3 

1 = 3 − 2 

⟼ 

⟼ 

⟼ 

⟼  4  

 3  

 2  

u0:  ٖٓ ٛزٙ اٌُزبثخ الأخ٤شح ٗغز٘زظ إٔ  = 5  ٝ   𝑣0 = −3    

∎ 1 

1:     ٛزا اُزٔش٣ٖ، ٗشزـَ ثـِ ٓشاؽَ ك٢ عَ  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

 5  

 :ٗؾٍٞ اُزغشثخ اُٞاسدح ك٢ اُزٔش٣ٖ ا٠ُ شغشح الاؽزٔبلاد اُزب٤ُخ 

𝐸1 

𝐵 

𝑁 

𝐸2 

𝐵 

𝑁 

𝐸𝑛  

𝐵 

𝑁 

1

𝑛
 

1

𝑛
 

1

𝑛
 

1

𝑛
 

𝑛−1

𝑛
 

2

𝑛
 

1 

𝑛−2

𝑛
 

0 

ٗخزبس ط٘ذٝهب 

 ٖٓ اُظ٘بد٣ن

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑥0 = 3𝑝𝑢0 + 𝑞𝑣0 

=  3 × 8 × 5 −  13 × 3  

= 81 

 :ارٕ  ٗغز٘زظ اُزٌبكئ اُزب٢ُ 

𝑥 ≡ 81 104    ⟺      𝒮0  حل النظمة 𝑥 

𝑥 :ٝ ثبُزب٢ُ  = 104𝑘 + 81    ;      𝑘𝜖℞ 

 :ٗؼغ 

 = 𝐸𝑖 "  ْاخز٤بس اُظ٘ذٝم سه𝑖"  

 = 𝐵 "   عؾت ًشح ث٤ؼبء" 

 = 𝑁 "   عؾت ًشح عٞداء" 

   . 4 ٗ٘طِن ٖٓ اُ٘ز٤غخ   

 :٣ؼ٢٘ 

 4  1 = 3 − 2 

 ؽغت
 3  
⟹ 1 = 3 −  5 − 3  

1 = 2 × 3 − 5 

 :٣ؼ٢٘ 

 ؽغت
 2  
⟹ 1 = 2 8 − 5 − 5 

1 = 2 × 8 − 3 × 5 

 :٣ؼ٢٘ 

 ؽغت
 1  
⟹ 1 = 2 × 8 − 3 13 − 8  

1 = 5 × 8 − 3 × 13 
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 :اٗطلاهب ٖٓ ٛزٙ اُشغشح ٗغز٘زظ إٔ 

∎ 2 

ك٢ ٛزا اُغئاٍ لا ٣ٜٔ٘ب ُٕٞ اٌُشح ٝ ٣ٌٖٔ اػبدح ط٤بؿخ اُغئاٍ 

 :ثبُطش٣وخ اُزب٤ُخ 

 " ط٘ذٝم 𝑛ٓب ٛٞ اؽزٔبٍ اخز٤بس ط٘ذٝم كشد١ ٖٓ ث٤ٖ  " 

 : ٝ ٛزٙ اُزغشثخ ٣ٌٖٔ ٗٔزعزٜب ثبُشغشح اُزب٤ُخ 

  ػذد كشد𝑛١ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب 

;1 ارٕ ك٢ أُغٔٞػخ    2; 3 ⋯ ; 𝑛   ٣ٞعذ  
 𝑛+1 

2
 .  ػذد كشد١

 :ثبُؼٞدح ا٠ُ شغشح الإؽزٔبلاد اُغبثوخ ٌٗزت 

 ط٘ذٝم كشد١

 B ط٘ذٝم صٝع٢

N 

B 

N 

∎ 3 

 = 𝐵𝐼 "  ٖٓ ْاُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشح ث٤ؼبء ػِٔب إٔ اُغؾت ر

 "ط٘ذٝم سهٔٚ ػذد كشد١ 

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

 ∎ أ 1

∶ 𝐻  :ُذ٣٘ب    𝑀 𝑧 𝑧2 +  𝑧 2 −  𝑧 2 = 1  

𝑧 :ٗؼغ  = 𝑥 + 𝑖𝑦 

 ج ∎ 1

𝓞 𝟏 

𝟏 

𝒚 =
−𝟏

 𝟑
𝒙 

−𝟏 

𝒚 =
𝟏

 𝟑
𝒙 

 𝑯  
 𝑯  

𝐀′ 𝐀 

  𝒪 0,0 :        ٛزٍُٞ ٓشًضٙ  𝐻 ارٕ 

  𝐴 1,0  𝐴′ −1,0 ٝ  :اٙٝ سأط

=
(𝑛 + 1)

2𝑛
 

𝑃 𝐵 =  𝑃 𝐵⋂𝐸𝑖 

𝑛

𝑖=1

 

=  
1

𝑛
×

𝑖

𝑛

𝑛

𝑖=1

 

=  
𝑖

𝑛2

𝑛

𝑖=1

 

=
1

𝑛2
 𝑖

𝑛

𝑖=1

 

=
𝑛(𝑛 + 1)

2𝑛2
 

𝑃 𝐵𝐼 =  𝑃 𝐵 ∩ 𝐸𝑖 

𝑛

𝑖=1

𝑖 فردي

=  
𝑖

𝑛2

𝑛

𝑖=1

𝑖 فردي

    =     
1

𝑛2
 𝑖

𝑛

𝑖=1
𝑖=2𝑘+1

 

 

=  
1

𝑛2
  2𝑘 + 1 

𝑛−1
2

𝑘=0

=  
1

𝑛2

 

 
 

2

 

  𝑘

𝑛−1
2

𝑘=0
 

 +   
𝑛 − 1

2
 

 

 
 

 

=  
1

𝑛2  
2  

𝑛 − 1
2    

𝑛 + 1
2  

2
+  

𝑛 − 1

2
   

=   
𝑛2 − 1

4𝑛2
+

𝑛 − 1

2𝑛2
 =   

𝑛2 − 1

4𝑛2
+

2 𝑛 − 1 

4𝑛2
 

=   
𝑛2 + 2𝑛 − 3

4𝑛2
 

=   
 𝑛 − 1  𝑛 + 3 

4𝑛2
 

𝑦  :اٙٝ ٓوبسة =
1

 3
𝑥 𝑦 =

−1

 3
𝑥 ٝ 

𝑀 𝑧 𝜖  𝐻    ⟺     𝑥 + 𝑖𝑦 2 +  𝑥 − 𝑖𝑦 2 −  𝑥2 + 𝑦2 = 1 

⟺    𝑥2−3𝑦2 = 1 

⟺    
𝑥2

12
−

𝑦2

 
1

 3
 

2 = 1 

 𝑝(ط٘ذٝم كشد١)=  :ارٕ 
 ػذد اُظ٘بد٣ن اُلشد٣خ

 ػذد اُظ٘بد٣ن 

=

(𝑛 + 1)
2
𝑛

=
(𝑛 + 1)

2𝑛
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 أ ∎ 2
    𝐻   ٗوطز٤ٖ ٖٓ  𝑀 𝑎   ٝ  𝑀(𝑏)ُزٌٖ  

,𝜑 𝑎:      ٗؼغ  𝑏 = 𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏     

,𝜑 𝑎:   ٖٓ أعَ اخزظبس اٌُزبثخ ٗؼغ ٓئهزب  𝑏 = 𝜑  

   . 𝐻   ٗوطزبٕ ٖٓ    𝑀 𝑎   ٝ  𝑀 𝑏:  ُذ٣٘ب 

 :ٗؼشة أُزغب٣ٝز٤ٖ ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ 

 𝑎2 + 𝑎 2 −  𝑎 2  𝑏2 + 𝑏 2 −  𝑏 2 = 1 

  𝑎𝑏   :٣ؼ٢٘ 
2

+  𝑎 𝑏 2 −  𝑎2 𝑏 2 + 𝑏2 𝑎 2 

+  𝑎 2 𝑏 2 + 𝑏 2 𝑎 2 

= 1 −   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
 −  𝑎𝑏 2 

 ∗  𝜑𝜑  = 2 𝑎𝑏 2 + 1 −   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
 :ارٕ   

𝜑 − 𝜑  = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏     ∗∗   ٕار: 

𝜑2 + 𝜑 2 −  𝜑 2 = 𝜑𝜑 +   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
− 2 𝑎𝑏 2  

 ٚ٘ٓ ٝ: 

𝜑2 + 𝜑 2 −  𝜑 2 = 2 𝑎𝑏 2 −   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
 + 1

+  𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
− 2 𝑎𝑏 2 = 1 

 :  ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗ ثبعزؼٔبٍ اُؼلاهخ  

𝜑2 + 𝜑 2 −  𝜑 2 = ؽظِ٘ب ارٕ ػ٠ِ اُؼلاهخ اُزب٤ُخ  1

: 

,𝑀 𝜑 𝑎:  ٝ ثبُزب٢ُ  𝑏     ٖٓ ٗوطخ    𝐻 .   

 ب ∎ 2

𝜑 𝑧, 1 = 𝑧 + 𝑧 − 𝑧 = 𝑧 

∎ 3 

  رغ٤ٔؼ٢ ٝ رجبد٢ُ ٝ ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ∗ٗش٣ذ إٔ ٗج٤ٖ إٔ  

  .∗  ثبُوبٕٗٞ  𝐻 ٝ ًَ ػ٘ظش ٣ٔزِي ٓٔبصلا ك٢  

 .ٗؾزبط ك٢ اُجذا٣خ إٔ ٗج٤ٖ اُخبط٤ز٤ٖ اُزب٤ُز٤ٖ ٝ أُزؼِوز٤ٖ ثٜزا اُزٔش٣ٖ كوؾ

   . 𝐻   صلاصخ ػ٘بطش ٖٓ  𝑀 𝑎   ٝ  𝑀 𝑏   ٝ  𝑀(𝑐)ًٖ  دا٥ٕ ٍ

𝜑 𝑎, 𝑏          = 𝜑 𝑎 , 𝑏   ٝ 𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝜑 𝑎 , 𝑏  = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏    

 1   2  

 
𝑎2 + 𝑎 2 −  𝑎 2 = 1

𝑏2 + 𝑏 2 −  𝑏 2 = 1
 :ارٕ   

𝜑2 + 𝜑 2 − 2𝜑𝜑 =  𝜑2 + 𝜑 2 − 𝜑𝜑  − 𝜑𝜑  

=  𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
− 2 𝑎𝑏 2 

 :٣ؼ٢٘ 

 =  𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
− 2 𝑎𝑏 2 

 𝜑 − 𝜑  2  = 𝜑2 + 𝜑 2 − 2𝜑𝜑   ٚ٘ٓ ٝ: 

 :ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب 

𝜑 − 𝜑  =  𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏    −  𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏  

 = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏    

= 𝜑𝜑 :ٝ ُذ٣٘ب   𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏     𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏  

= 3 𝑎𝑏 2 +   𝑎𝑏  
2

+  𝑎 𝑏 2 −  𝑎2 𝑏 2 + 𝑏2 𝑎 2 

+  𝑎 2 𝑏 2 + 𝑏 2 𝑎 2  

= 3 𝑎𝑏 2 + 1 −   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
 −  𝑎𝑏 2 

 𝜑 𝑎, 𝑏  
2

+  𝜑 𝑎, 𝑏              2
−   𝜑 𝑎, 𝑏   

2
= 1 

 أٝ ثبعزؼٔبٍ اُزش٤ٓض الأط٢ِ 

𝜑 𝑧, 𝑧  = 𝑧𝑧 + 𝑧 𝑧 − 𝑧𝑧     

= 𝑧2 + 𝑧 2 − 𝑧 𝑧 

= 𝑧2 + 𝑧 2 −  𝑧 2 

= 1 

,𝜑 𝑎 :ُذ٣٘ب  𝑏          =  𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏                         

= 𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏 

= 𝜑 𝑎 , 𝑏   

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝜑 𝑎 , 𝑏  =  𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏    −  𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏  

 = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏    

∗ 𝑀 𝑎  : ُذ٣٘ب  𝑀 𝑏  ∗ 𝑀 𝑐 = 𝑀 𝜑 𝑎, 𝑏  ∗ 𝑀 𝑐  

= 𝑀 𝜑 𝑎, 𝑏  ∗ 𝑀 𝑐  

= 𝑀 𝜑 𝜑 𝑎, 𝑏 , 𝑐   
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 𝑀 𝑎 ∗ 𝑀 𝑏  ∗ 𝑀 𝑐 = 𝑀 𝑎 ∗  𝑀 𝑏 ∗ 𝑀 𝑐   

 :  ٗغز٘زظ إٔ  4   ٝ   3 ٖٓ  

   . 𝐻   هبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢  ∗:  ٝ ثبُزب٢ُ 

 :انتثادنٍح 

,𝜑 𝑎:      ارٕ  𝑏 = 𝜑 𝑏, 𝑎   5  

  ٌٖ٤ُ𝑎  ٝ  𝑏 ٖػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤  . 

   H   هبٕٗٞ رجبد٢ُ ك٢   ∗:  ٝ ثبُزب٢ُ 

 :انؼىصش انمحاٌذ 

𝑀(𝑎):      ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  ∗ 𝑀 𝑒 = 𝑀(𝑎).  

,𝑀 𝜑 𝑎:       ٣ؼ٢٘  𝑒  = 𝑀 𝜑 𝑎, 1    

,𝜑 𝑎:      ٣ؼ٢٘  𝑒 = 𝜑 𝑎, 1    

 ٚ٘ٓٝ      :𝑒 = 1  

∗ 𝑀 𝑎:      ٣ؼ٢٘  𝑀 1 = 𝑀 𝑎   

12:      لإٔ  𝑀(1)𝜖 𝐻:  ٝ ٗش٤ش ٛ٘ب ا٠ُ إٔ  + 1 2 −  1 2 = 1  

 :   رجبد٢ُ كبٕ ∗ٝ ثٔب إٔ اُوبٕٗٞ  

   . 𝐻   ك٢  ∗  ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوبٕٗٞ  𝑀(1)ارٕ  

 :انتماثم 

𝑀 𝑎 ∗ 𝑀 𝑒 = 𝑀 𝑒 ∗ 𝑀 𝑎 = 𝑀(𝑎) 

∗ 𝑀 𝑎:   ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  𝑀 𝑥 = 𝑀 1         

,𝑀 𝜑 𝑎:     ٣ؼ٢٘  𝑥  = 𝑀 𝜑 𝑎, 𝑎      

,𝜑 𝑎:      ٣ؼ٢٘  𝑥 = 𝜑 𝑎, 𝑎    

 ٚ٘ٓ ٝ       :𝑥 = 𝑎    

                                         كبٕ                      ثٔب إٔ     

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑎2 + 𝑎 2 −  𝑎 2                   = 𝑎 2:        ٣ؼ٢٘ 1 + 𝑎2 −  𝑎 2 = 1. 

 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑀 𝑎   𝜖   𝐻     

  ٖٓ    𝑀 𝑎  ٣وجَ  ٓٔبصلا    𝑀(𝑎)  ٖٓ   𝐻ًَ ػ٘ظش  :   ٝ ثبُزب٢ُ 

 𝐻  ٕٞٗثبُوب   ∗.  

 ٌٖ٤ُ     :𝑀 𝑎 , 𝑀 𝑥  𝜖  𝐻   

 ( ن 3,0 ):   التمرين الرابع 

 ∎ أ 1

    (ℝ) M2    ُذ٣٘بℱ عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ أُغٔٞػخ  : 

 :ٝ ُذ٣٘ب 

= ℳ 0,0 :لإٔ   
0 0
0 0

   𝜖  ℱ 

,ℱ :   ارٕ  , ℝ        )        صٓشح عضئ٤خ ٖٓ  + +) M2   

= 𝑐𝜑 𝑎, 𝑏          + 𝑐 𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝑐 𝜑 𝑎, 𝑏           

= 𝑐𝜑 𝑎 , 𝑏  + 𝑐 𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝑐 𝜑 𝑎 , 𝑏   

= 𝑐𝜑 𝑎 , 𝑏  + 𝑐  𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝜑 𝑎 , 𝑏    

= 𝑐𝜑 𝑎 , 𝑏  + 𝑐  𝑎𝑏 − 𝑎𝑏     

= 𝑐 𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 + 𝑐 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐      

= 𝑎 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐 + 𝑐 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐       3  

 :تىفس انطشٌقح نذٌىا 

𝑀 𝑎 ∗  𝑀 𝑏 ∗ 𝑀 𝑐  = 𝑀 𝑎 ∗ 𝑀 𝜑 𝑏, 𝑐   

= 𝑀  𝜑 𝑎, 𝜑 𝑏, 𝑐    

= 𝑎 𝜑 𝑏, 𝑐 + 𝑎𝜑 𝑏 , 𝑐  − 𝑎 𝜑 𝑏 , 𝑐   

= 𝑎𝜑 𝑏 , 𝑐  + 𝑎  𝜑 𝑏, 𝑐 − 𝜑 𝑏 , 𝑐    

= 𝑎𝜑 𝑏 , 𝑐  + 𝑎  𝑏𝑐 − 𝑏𝑐     

= 𝑎 𝑏 𝑐 + 𝑏𝑐 − 𝑏𝑐 + 𝑎 𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐      

= 𝑏 𝑐𝑎 + 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐 + 𝑎 𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐       4  

,𝜑 𝑎 :ك٢ اُجذا٣خ ُذ٣٘ب 𝑏 = 𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏    

= 𝑏𝑎 + 𝑏 𝑎 − 𝑏𝑎    

= 𝜑 𝑏, 𝑎  

∗ 𝑀 𝑎 :ُذ٣٘ب  𝑀 𝑏 = 𝑀 𝜑 𝑎, 𝑏   

= 𝑀 𝜑 𝑏, 𝑎   

= 𝑀 𝑏 ∗ 𝑀 𝑎  

ℳ 𝑎, 𝑏 − ℳ 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

5𝑏 𝑎 − 3𝑏
 −  

𝑐 + 𝑑 −𝑑
5𝑑 𝑐 − 3𝑑

  

 
=  

 𝑎 − 𝑐 −  𝑏 + 𝑑 −𝑏 − 𝑑
5 𝑏 − 𝑑  𝑎 − 𝑐 − 3 𝑏 + 𝑑 

  

 = ℳ  𝑎 − 𝑐 ,  𝑏 − 𝑑    𝜖  ℱ 

 .    صٓشح رجبد٤ُخ  ∗, 𝐻   :    خلاطخ

𝑀 𝑎  𝜖  𝐻  𝑎2 + 𝑎 2 −  𝑎 2 = 1 
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 ٌٖ٤ُ  :𝜆 𝜖 ℝ  ٝ  ℳ 𝑎, 𝑏  𝜖 ℱ.   

 . ∙   عضء ٓغزوش ثبُ٘غجخ ُِوبٕٗٞ اُخبسع٢ ℱارٕ  

    (ℝ) M2      (        ℝ , +,∙) M2       ٕكؼبء ٓزغ٢ٜ ؽو٤و٢ ٝ      ٝ ٗؼِْ أ               ℱ ٖٓ عضء   

 ٚ٘ٓ ٝ         : 

 ب ∎ 1

,𝐼 ٣ٌل٢ إٔ رٌٕٞ الأعشح   𝐽   ُٓٞذح ُِلؼبء   ℱ,  .  ٝ إٔ رٌٕٞ أعشح ؽشح ∙,+

  ℱ.      (ℝ) M2     رجو٠ طبُؾخ ُِٔغٔٞػخ        ارٕ اُخبط٤بد اُزب٤ُخ اُخبطخ ثبُٔغٔٞػخ    

 ∀ 𝑀, 𝑀′𝜖 ℱ ,  ∀ 𝛼, 𝛽𝜖 ℝ  ;   

𝛼 𝑀 + 𝑀′ = 𝛼𝑀 + 𝛼𝑀′
 𝛼 + 𝛽 𝑀 = 𝛼𝑀 + 𝛽𝑀

 𝛼𝛽 𝑀 = 𝛼 𝛽. 𝑀 
𝐼. 𝑀 = 𝑀

  

,𝐼 الأعشح  : ٝ ٓ٘ٚ  𝐽   ُٓٞذح ُِلؼبء  ℱ   

 ٌٖ٤ُ𝛼 ٝ 𝛽 ػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ٖ ثؾ٤ش    :𝛼𝐼 + 𝛽𝐽 = 0.   

  :٣ؼ٢٘ 
𝛼 + 𝛽 −𝛽

5𝛽 𝛼 − 3𝛽
 =  

0 0
0 0

  

 

 ٚ٘ٓ ٝ      :𝛼 = 𝛽 =   :٣ؼ٢٘  0

𝛼 + 𝛽 = 0  
−𝛽 = 0       
5𝛽 = 0        
𝛼 − 3𝛽 = 0

  

,𝐼 ارٕ الأعشح    𝐽  ؽشح  . 

,𝐼 ٝ ثبُزب٢ُ   𝐽  أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ اُؾو٤و٢  ℱ 2 ٝ ثؼُذُُٙ ٣غب١ٝ 

∎ 2 

𝑧:   ٗؼغ  = 𝑥 + 𝛼𝑦 ثؾ٤ش     :𝑥𝜖ℝ  ٝ  𝑦𝜖ℝ.   

 :  أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ 𝜓ٗؼزجش اُزطج٤ن  

 أ ∎ 3

𝛼:   ُذ٣٘ب  = 0 + 𝛼1 ٕار        :𝜓 𝛼 = 𝑀 0,1 = 𝐽.    

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝐽2 + 2 I + J = Θ ٣ؼ٢٘        :𝐽2 = −2 𝐼 + 𝐽     

 ب ∎ 3

 ٌٖ٤ُ𝑧 ٝ 𝑧′ ػذد٣ٖ ػوذ٤٣ٖ ثؾ٤ش   :𝑧 = 𝑥 + 𝛼𝑦  ٝ   𝑧′ = 𝑐 + 𝛼𝑑   

. 
  ٌٕٞ٢ٌُ ٣𝜓 رشبًلا ٣ٌل٢ إٔ ٣ؾون     :𝜓 𝑧𝑧′ = 𝜓 𝑧 × 𝜓 𝑧′    

. 
𝜓  𝑥:  ٣ؼ٢٘  + 𝛼𝑦 ×  𝑐 + 𝛼𝑑  = 𝜓 𝑥 + 𝛼𝑦 × 𝜓 𝑐 + 𝛼𝑑   

 ٌٖ٤ُ𝛼 ػذدا ػوذ٣ب لا ٣٘ز٢ٔ ا٠ُ ℝ  

𝛼∃ :       ارٕ 
1
𝜖ℝ  ,  ∃𝛼

2
𝜖ℝ∗    ;    𝛼 = 𝛼

1
+ 𝑖𝛼

2
  

   ٌٖ٤ُ𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ػذدا ػوذ٣ب   . 

𝑧:      ٗؼغ  = 𝑚1 + 𝑚2𝛼  

𝑧:   ثٔب إٔ  = 𝑥 + 𝑖𝑦 ٕكب     :          
𝑥 = 𝑚1 + 𝑚2𝛼1

𝑦 = 𝑚2𝛼2
           

   

 ٚ٘ٓ ٝ        : 
𝑚1 =  𝑥 −

𝛼1

𝛼2

𝑦  𝜖 ℝ

𝑚2 =  
𝑦

𝛼2

  𝜖 ℝ           

   

⟹      𝑧 = 𝑚1 + 𝑚2 𝛼1
+ 𝑖𝛼

2  

⟹      𝑧 = 𝑚1 + 𝑚2𝛼1
+ 𝑖𝑚2𝛼2

 

, 𝑧𝜖ℂ∀ :         ٣ؼ٢٘   ∃ 𝑚1 , 𝑚2 𝜖ℝ
2    ;    𝑧 = 𝑚1 + 𝑚2𝛼  

;1 ارٕ    𝛼  أعشح ُٓٞذح ُـ   ℂ.  

𝑥ُزٌٖ   + 𝛼𝑦 ِ1  رؤ٤ُلخ خط٤خ ٓ٘ؼذٓخ ُـ ٝ 𝛼  ٣ؼ٢٘      :𝑥 + 𝛼𝑦 = 0  

;1 ارٕ   𝛼 أعشح ؽشح   

;1  ٗغز٘زظ إٔ   9  ٝ  8 ٖٓ  𝛼   أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ   ℂ, +,∙ .   

⟺     𝑥 + 𝑦 𝛼1
+ 𝑖𝛼

2 = 0 

⟺      
𝑥 + 𝑦𝛼

1
= 0

𝛼
2
𝑦 = 0        

          ⟺         
𝑥 = 0
𝑦 = 0

  

 8  

 9  

𝜆ℳ 𝑎, 𝑏 = 𝜆  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

5𝑏 𝑎 − 3𝑏
 =  

𝜆𝑎 + 𝜆𝑏 −𝜆𝑏
5𝜆𝑏 𝜆𝑎 − 3𝜆𝑏

  

 =  ℳ 𝜆𝑎, 𝜆𝑏  𝜖 ℱ  

 

,ℱ :   ارٕ   .  كؼبء ٓزغ٢ٜ ؽو٤و٢ ∙,+

,ℳ 𝑎∀  :ُذ٣٘ب  𝑏 𝜖 ℱ  ∶   ℳ 𝑎, 𝑏 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

5𝑏 𝑎 − 3𝑏
  

  ⟺     ℳ 𝑎, 𝑏 =  
𝑎 0
0 𝑎

 +  
𝑏 −𝑏

5𝑏 −3𝑏
  

  ⟺       ℳ 𝑎, 𝑏 = 𝑎𝐼 + 𝑏𝐽 

 

𝜓 𝑥 :ُذ٣٘ب  + 𝛼𝑦 × 𝜓 𝑐 + 𝛼𝑑 = ℳ 𝑥, 𝑦 × ℳ 𝑐, 𝑑  

 =  𝑥𝐼 + 𝑦𝐽 ×  𝑐𝐼 + 𝑑𝐽  

 = 𝑥𝑐𝐼 + 𝑥𝑑𝐽 + 𝑦𝑐𝐽 + 𝑦𝑑𝐽2 

 = 𝑥𝑐𝐼 + 𝑥𝑑𝐽 + 𝑦𝑐𝐽 + 𝑦𝑑 −2 𝐼 + 𝐽   

 =  𝑥𝑐 − 2𝑦𝑑 𝐼 +  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑 𝐽 

 = ℳ  𝑥𝑐 − 2𝑦𝑑 ;  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑   

 = 𝜓  𝑥𝑐 − 2𝑦𝑑 +  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑 𝛼  

 

𝐽2 :ٝ ُذ٣٘ب  + 2 𝐼 + 𝐽 =  
1 −1
5 −3

  
1 −1
5 −3

 + 2  
1 0
0 1

 

+ 2  
1 −1
5 −3

  

=  
−4 2
−10 4

 +  
4 −2

10 −4
  

=  
0 0
0 0

  

𝜓  ∶    ℂ  ⟶   𝐹 

   𝑧  ⟶   𝑀 𝑎, 𝑏  
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  ٌٕٞ٢ٌُ ٣𝜓 رشبًلا روبث٤ِب ٣ٌل٢ إٔ ٣ؾون  : 

𝜓  𝑥𝑐 − 2𝑦𝑑 +  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑 𝛼  

 = 𝜓 𝑥𝑐 + 𝛼𝑥𝑑 + 𝛼𝑦𝑐 + 𝛼2𝑦𝑑  

 
𝑥𝑐  :٣ؼ٢٘  − 2𝑦𝑑 +  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑 𝛼 

= 𝑥𝑐 + 𝛼𝑥𝑑 + 𝛼𝑦𝑐 + 𝛼2𝑦𝑑 

 :ٗشرت ع٤ذا ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ٗؾظَ ػ٠ِ  

 𝑦𝑑 𝛼2 +  2𝑦𝑑 𝛼 +  2𝑦𝑑 = 0 

𝛼2 + 2𝛼 + 2 =  :٣ؼ٢٘  0

 :ٗؾَ ٛزٙ أُؼبدُخ ثبُطش٣وخ اُزو٤ِذ٣خ ٗغذ 

𝛼 = −1 − 𝑖 𝛼 = −1 + 𝑖 ٝأ 

,ℳ 𝑥ٝ ٗش٤ش ًزُي ا٠ُ إٔ ٌَُ ػ٘ظش   𝑦   ٣ٞعذ ػذد ػوذ١ ٝؽ٤ذ  

𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝛼 ثؾ٤ش       :𝜑 𝑧 = ℳ 𝑥, 𝑦  

,1 ٝ رُي لإٔ   𝛼    أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ اُؼوذ١  ℂ  

 ٣ٌزت ثطش٣وخ 𝑧 ٖٓ ℂًَ ػ٘ظش : ثزؼج٤ش آخش أٝ 

  .𝛼 ٝ 1ٝؽ٤ذح ػ٠ِ شٌَ رؤ٤ُلخ خط٤خ ُِؼذد٣ٖ 

𝛼ٖٓ أعَ   : خلاطخ = 𝑖 − 𝛼  أٝ  1 = −1 − 𝑖   

    . ×,ℱ   ٗؾٞ   ×, ℂ   رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜓ُذ٣٘ب  

∎ 4 

α:     ٗؤخز  = −1 + 𝑖  

𝛼 :ُذ٣٘ب  =  2  
− 2

2
+

 2

2
𝑖  

=  2  − cos  
𝜋

4
 + 𝑖 sin  

𝜋

4
   

=  2  cos  
−𝜋

4
 + 𝑖 sin  

𝜋

4
   

=  2  cos  
3𝜋

4
 + 𝑖 sin  

3𝜋

4
   

=  2𝑒
3𝜋
4

𝑖 =   2 ,
3𝜋

4
  

  : 𝑀𝑜𝑖𝑣𝑟𝑒 ؽغت    : ٝٓ٘ٚ 

 𝒮 ∶   
 2

2007
cos  

5𝜋

4
 = 𝑥 +  2𝑦 cos  

3𝜋

4
 

 2
2007

𝑠𝑖𝑛  
5𝜋

4
 =  2𝑦 𝑠𝑖𝑛  

3𝜋

4
 

  

 : ٝ ثٔب إٔ 
6021𝜋

4
= 2 × 752 × 𝜋 +

5𝜋

4
 

 :كبٕ 
6021𝜋

4
≡

5𝜋

4
 2𝜋  

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝛼2007 =   2
2007

 ,
5𝜋

4
  

,1   ك٢ الأعبط   𝛼2007ٌُ٘زت ا٥ٕ   𝛼 .   

   ٝ       ٛذك٘ب ٛٞ رؾذ٣ذ  

  2
2007

 ,
5𝜋

4
 =  𝑥, 0 +   2𝑦,

3𝜋

4
  

 𝒮 ∶  

 
 
 

 
  2

2007
 
− 2

2
 = 𝑥 +  2𝑦  

− 2

2
 

 2
2007

 
− 2

2
 =  2𝑦  

 2

2
 

  

𝑦:       ٖٓ أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٗغز٘زظ إٔ  = −21003 

 :ٝ ُذ٣٘ب ؽغت أُؼبدُخ الأ٠ُٝ 

𝑥 = −21003 −  21003 × 20 = −21004  

 :  ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗ ارٕ ثبلإعزؼبٗخ ثبُٔزغب٣ٝخ  

ٝ اُغضءإ . اُغضءإ اُؾو٤و٤بٕ ُطشك٢ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ٓزغب٣ٝبٕ: ٝ ٓ٘ٚ 

 : اُزب٤ُخ  𝒮 ٝ ٖٓ صْ ٗؾظَ ػ٠ِ اُ٘ظٔخ . اُزخ٤ِ٤بٕ ٓزغب٣ٝبٕ ًزُي

cos  
5𝜋

4
 = − cos  

𝜋

4
 =

− 2

2
 : ُذ٣٘ب  

sin  
5𝜋

4
 = − sin  

𝜋

4
 =

− 2

2
 : ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

 :  رظجؼ  𝒮 ارٕ اُ٘ظٔخ  

𝛼2007 :ٝ ثبُزب٢ُ  =  −21003 +  −21004 𝛼 

  ٌٖ٤ُ𝑥  ٝ  𝑦 ػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ٖ ثؾ٤ش      :𝛼2007 = 𝑥 ∙ 1 + 𝑦 ∙ 𝛼     ∗  

= 𝜓  𝑥𝑐 − 2𝑦𝑑 +  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑 𝛼  

 

𝛼2007 =   2
2007

 ,
2007 × 3𝜋

4
  

=   2
2007

 ,
6021𝜋

4
  

𝑥 + 𝛼𝑦 =  𝑥, 0 +   2,
3𝜋

4
 ×  𝑦,  : ُذ٣٘ب   0

=  𝑥, 0 +   2𝑦,
3𝜋

4
  

𝑥 𝑦 



 

  

 ثؼذ ؽظُٞ٘ب ػ٠ِ ٛزٙ اُظ٤ـخ اُض٤ٔ٘خ رظجؼ اُززٔخ عِٜخ ٝ ك٢ أُز٘بٍٝ
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 ( ن 9,0 ):   التمرين الخامس 

  𝐈  أ 1 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ.  

= 𝑔′ 𝑥:     ُذ٣٘ب  1 + 𝑒−𝑥 > 0  

  .ℝ  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑔:  ارٕ 

∎ 1  𝐈  ب 

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 = +∞ 

∎ 1  𝐈  ج 

  . 𝑔 ℝ ٗؾٞ ℝ ارٕ ك٢ٜ روبثَ ٖٓ ℝ داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑔ُذ٣٘ب 

= 𝑔 𝑥0:   ثؾ٤ش 𝑥0 ٖٓ ℝ  ارٕ ٣ٞعذ ػذد ٝؽ٤ذ 0𝜖ℝ:  ُذ٣٘ب  0   

= 𝑔    : 𝑔 0ٝ ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ  0  

= 𝑔 𝑥  ٛٞ اُؾَ اُٞؽ٤ذ ُِٔؼبدُخ   0:  ارٕ  0.  

  .𝑔عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

0 𝑥 −∞ +∞ 

0 
−∞ 

𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 0 + 

+∞ 

∎  𝐈  2 أ 

∎  𝐈  2 ب 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ.  

𝑓 ′ 𝑥 =  
1

𝑔(𝑥)
 
′

=
−𝑔′(𝑥)

 𝑔(𝑥) 2
=

− 1 + 𝑒−𝑥 2

 1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 2
 

∎  𝐈  2 ج 

;   ∗𝑥ϵℝ∀ :       ُذ٣٘ب    𝑓 ′ 𝑥 < 0  

   .∗ℝ داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ  𝑓: ارٕ 

  .𝑓عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

0 𝑥 −∞ +∞ 

0 

0 
𝑓 

− 𝑓′(𝑥) 

−∞ 

− 

+∞ 

∎  𝐈  2 د 

C         

𝓞 

𝟏 

𝟏 

= 𝑔 ℝ :ٝ ُذ٣٘ب  𝑔  −∞, +∞  =  lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) ;  lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥)  

=  −∞ ;  +∞ = ℝ 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1

𝑔(𝑥)
=

1

−∞
= 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

𝑔(𝑥)
=

1

+∞
= 0 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

1

𝑔(𝑥)
=

1

0+
= +∞ 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

1

𝑔(𝑥)
=

1

0−
= −∞ 

𝐽2007 =  −21003 𝐼 +   −21004 𝐽 

= 𝜓 𝛼 × 𝜓 𝛼 × 𝜓 𝛼 × ⋯ × 𝜓 𝛼  

= 𝜓 𝛼 × 𝛼 × 𝛼 × ⋯ × 𝛼  

= 𝜓 𝛼2007  

= 𝜓  −21003 +  −21004 𝛼  

= ℳ  −21003  ;   −21004   

=  −21003 𝐼 +  −21004 𝐽 

𝐽2007 :ُذ٣٘ب  = 𝐽 × 𝐽 × 𝐽 × ⋯ × 𝐽 

 :ٝ ثبُزب٢ُ 
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 𝐈  3  أ ∎
= 𝑕 𝑥:   ٗؼغ  𝑓 𝑥 − 𝑛  

+ℝ داُخ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ  𝑕ٝ ُذ٣٘ب 
= 𝑕′ 𝑥:     لإٔ ∗ 𝑓 ′ 𝑥 < 0  

+ℝ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ  𝑓ٝ ثٔب إٔ 
∗.  

+ℝ  ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ  𝑕:  كبٕ 
∗.  

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑕  ٖٓ َ0  روبث, ,𝑛−   ٗؾٞ   ∞+ +∞    

!∃ :    ٝ ثبُزب٢ُ  𝑥𝑛𝜖ℝ+
∗    ;   𝑕 𝑥𝑛 = 0   

!∃ :        أ١  𝑥𝑛𝜖ℝ+
∗    ;   𝑓 𝑥𝑛 = 𝑛  

lim : ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑕(𝑥) = lim
𝑥→0+

 𝑓 𝑥 − 𝑛 = +∞ 

ٝ lim
𝑥→+∞

𝑕(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 𝑛 = −𝑛 

∎  𝐈  3 ب 
 ٌٖ٤ُ𝑛ّػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذ  

n : ُذ٣٘ب  + 1 > 𝑛 ؽغت ٚ٘ٓ ٝ  ∗     : 𝑓 𝑥𝑛+1 > 𝑓 𝑥𝑛    

 ∗  

𝑥𝑛+1:      داُخ ر٘بهظ٤خ كبٕ 𝑓ٝ ثٔب إٔ  < 𝑥𝑛  

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑥𝑛ٓززب٤ُخ ر٘بهظ٤خ   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :     ٣ؼ٢٘ 0ٝ ثٔب أٜٗب ٓظـٞسح ثبُؼذد    𝑥𝑛 > 0  

 .كبٜٗب ٓزوبسثخ 

∎  𝐈  3 ج 

ℓ:  ع٘جشٖٛ ا٥ٕ ثبُخِق ػ٠ِ إٔ  ≠ 0   

ℓ:   ٗلزشع ارٕ إٔ  > 0.   

𝑒−ℓ:    ارٕ  < 1   ٝ   1 + ℓ > 0    

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ∞+  ٣ئٍٝ ا٠ُ 𝑛ٗغؼَ 

1 :   ثٔب إٔ  + ℓ = 𝑒−ℓ ٕ0:      كب <  1 + ℓ < 1.     

1−:      ٣ؼ٢٘  < ℓ < 0 

ℓٝ ٛزا ٣ز٘بهغ ٓغ ًٕٞ   > 0   

  𝐈𝐈  أ 1 ∎

𝑓(𝑥𝑛):             ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ  = 𝑛 3 أ 

 :٣ؼ٢٘ 
1

1 + 𝑥𝑛 − 𝑒−𝑥𝑛
= 𝑛 

 1 + 𝑥𝑛 − 𝑒−𝑥𝑛  =
1

𝑛
 :٣ؼ٢٘  

lim
𝑛→+∞

 1 + 𝑥𝑛 − 𝑒−𝑥𝑛  = lim
𝑛→+∞

 
1

𝑛
  

1 :٣ؼ٢٘  :٣ؼ٢٘  + ℓ − 𝑒−ℓ = 0  1 + ℓ = 𝑒−ℓ 

ℓ :ٝ ثبُزب٢ُ  = lim
𝑥→+∞

 𝑥𝑛 = 0 

= 𝑓 𝑥:         ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  1   

= 𝜑 𝑥:     ٗؼغ  𝑒−𝑥 − 𝑥   

  .ℝ لأٜٗب كشم داُز٤ٖ ٓزظِز٤ٖ ػ٠ِ ℝ داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ 𝜑ُذ٣٘ب 

 ٚ٘ٓ ٝ :𝜑   ٍٓزظِخ ػ٠ِ أُغب  
1

𝑒
, 1 .   

 𝜑ُ٘ؾذد ا٥ٕ اشبسح ًَ ٖٓ  
1

𝑒
   ٝ  𝜑 1    

1−:  ُذ٣٘ب  < 𝑒−1  ارٕ  0 < 𝑒−1:     ٣ؼ٢٘ 1 − 1 < 0    

𝑒ٝ ُذ٣٘ب     >     ارٕ    1
1

𝑒
< 1    

𝜑 :ٝ ُذ٣٘ب   
1

𝑒
 = 𝑒

 
−1
𝑒

 
−

1

𝑒
=

1

𝑒
 

1
𝑒
 
−

1

𝑒
 

𝜑 1 = 𝑒−1 − 1 ٝ 

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝜑 1 < 0    1  

𝑒:  ٣ؼ٢٘ 
 

1

𝑒
 

< 𝑒 ٚ٘ٓ ٝ           : 
1

𝑒
 

1
𝑒
 

>
1

𝑒
 

𝜑 :ارٕ   2   
1

𝑒
 > 0 

× 𝜑 1 :  ٗغز٘زظ إٔ  2   ٝ   1 ٖٓ   𝜑  
1

𝑒
 < 0 

∎ 1  𝐈𝐈  ب 
⟺     𝑒−𝑥 = 𝑥 

⟺    
1

1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥
= 1 

⟺     1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 = 1 

𝛼𝜖∃  :ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُو٤ْ اُٞع٤ط٤خ   
1

𝑒
 ,1   ∶   𝜑 𝛼 = 0 

𝛼𝜖∃  :أٝ ثزؼج٤ش آخش   
1

𝑒
 ,1   ∶   𝑒−𝛼 = 𝛼 



 

  

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :     ُ٘جشٖٛ ػ٠ِ إٔ    
1

𝑒
≤ 𝑦𝑛 ≤ 1.   
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𝑛ٖٓ أعَ   =    ُذ٣٘ب    1
1

𝑒
≤ 𝑦1 = 1 ≤ 1.    

 .ٗؼِْ إٔ اُؼذد أُٞعت ٣ٌٕٞ دائٔب أًجش ٖٓ اُؼذد اُغبُت 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :     ٗلزشع إٔ    
1

𝑒
≤ 𝑦𝑛 ≤ 1  

1−:   ارٕ  ≤ −𝑦𝑛 ≤ −
1

𝑒
 ٚ٘ٓ ٝ         :𝑒−1 ≤ 𝑒−𝑦𝑛 ≤ 𝑒

− 
1

𝑒
 

   

ٝ ُذ٣٘ب    
1

𝑒
> 𝑒    ارٕ     0

 
1

𝑒
 

> 1     

  3  :      ارٕ 

1

𝑒
≤ 𝑦𝑛+1 ≤

1

𝑒
 

1
𝑒
 
 

 ٚ٘ٓ ٝ      :  4  
1

𝑒
 

1
𝑒
 

< 1 

 :       ٗغز٘زظ إٔ  4   ٝ   3 ٖٓ  
1

𝑒
≤ 𝑦𝑛+1 ≤ 1 

∶  ∗𝑛𝜖ℕ∀  :      ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓجذأ اُزشعغ    
1

𝑒
≤ 𝑦𝑛 ≤ 1 

∎  𝐈𝐈  2 أ 

∎  𝐈𝐈  2 ب 

= 𝜑 𝑥:   ٗؼغ  𝑒−𝑥.   

   ℝ داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝜑: ُذ٣٘ب 

, 𝛼  ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ   𝜑: ارٕ  𝑦𝑛                   

, 𝛼 :   لإٔ  𝑦𝑛                ⊂ ℝ   

 :ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ 

𝑒−:      ٗغز٘زظ إٔ  6   ٝ   5 ٖٓ  
− 

1

𝑒
 
≤ −𝑒−𝑐 ≤ 𝑒

− 
1

𝑒
 

.   

 𝜑′(𝑐) < 𝑒
− 

1
𝑒
 
 :٣ؼ٢٘  

𝑦𝑛 ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ك٢ اُؼذد أُٞعت   − 𝛼  ٗؾظَ ػ٠ِ  : 

 ∃! 𝑐𝜖 𝛼, 𝑦𝑛                 ∶   
 𝜑 𝑦𝑛 − 𝜑 𝛼  

 𝑦𝑛 − 𝛼 
=  𝜑′ 𝑐   

, 𝛼 ُوذ أدخِذ اُشٓض   𝑦𝑛   𝑦𝑛 أّ 𝛼  لأٗ٘ب لا ٗؼِْ ٖٓ الأًجش َٛ                

, 𝑐 𝜖  𝛼:  ثٔب إٔ  𝑦𝑛    كبٕ                    
1

𝑒
≤ 𝑐 ≤ 1 

 ٚ٘ٓ ٝ     :−𝑒
− 

1

𝑒
 
≤ −𝑒−𝑐 ≤ −𝑒−1   5  

𝑒−1−:     ارٕ   6  < 𝑒
− 

1

𝑒
 

  

 𝑦𝑛 − 𝛼  𝜑′(𝑐) < 𝑒
− 

1
𝑒
  𝑦𝑛 − 𝛼  

   : ⋆ ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُ٘ز٤غخ  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗  ∶    𝑦𝑛+1 − 𝛼 ≤ 𝑒
− 

1
𝑒
  𝑦𝑛 − 𝛼   ⋇⋇  

 𝐈𝐈  2  ∎ ج

 :  ٗغز٘زظ إٔ  ⋇⋇ اٗطلاهب ٖٓ اُ٘ز٤غخ  

𝑛  ثـ  𝑛ٝ رُي ثزؼ٣ٞغ  − 1    

ٗؼِْ إٔ    
1

𝑒
> :       ارٕ 0

−1

𝑒
< 0 ٚ٘ٓ ٝ        :𝑒

 
−1

𝑒
 

< 1   

𝑒 ارٕ   
 
−1

𝑒
 
 
𝑛−1

   1−  ٝ  1   ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب ٓؾظٞس ث٤ٖ  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗  ∶    𝑦𝑛 − 𝛼 ≤ 𝑒
− 

1
𝑒
  𝑦𝑛−1 − 𝛼  

𝑦𝑛    :ارٕ  − 𝛼 ≤  𝑒
− 

1
𝑒
 
 
𝑛−1

 𝑦1 − 𝛼  

𝑦𝑛    :٣ؼ٢٘  − 𝛼 ≤  𝑒
− 

1
𝑒
 
 
𝑛−1

 1 − 𝛼  

𝑒     :ُ٘ؾغت ا٥ٕ ٜٗب٣خ أُززب٤ُخ 
− 

1
𝑒
 
 
𝑛−1

 1 − 𝛼   

lim :ارٕ 
𝑛∞

 𝑒
 
−1
𝑒

 
 
𝑛−1

= 0 

 ٚ٘ٓ ٝ: lim
𝑛∞

 𝑒
 
−1
𝑒

 
 
𝑛−1

 1 − 𝛼 = 0 

 ⋆   ٚ٘ٓ ٝ:  ∃! 𝑐𝜖 𝛼, 𝑦𝑛                 ∶    𝑦𝑛+1 − 𝛼 =  𝜑′ 𝑐   𝑦𝑛 − 𝛼  

 

1

𝑒
≤ 𝛼 ≤ 1

1

𝑒
≤ 𝑦𝑛 ≤ 1

 أ 2 ب 1 :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئا٤ُٖ            ٝ             

𝑦𝑛    :ارٕ  − 𝛼 ≤ 𝑒
− 

1
𝑒
  𝑦𝑛−1 − 𝛼  

  ≤ 𝑒
− 

1
𝑒
 
𝑒

− 
1
𝑒
  𝑦𝑛−2 − 𝛼  

  ≤  𝑒
− 

1
𝑒
 
 

3

 𝑦𝑛−3 − 𝛼  

  ≤  𝑒
− 

1
𝑒
 
 

4

 𝑦𝑛−4 − 𝛼  

  ≤  𝑒
− 

1
𝑒
 
 
𝑛−1

 𝑦𝑛− 𝑛−1 − 𝛼  

⋮ ⋮ 
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   .𝛼   ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ ٝ ٜٗب٣زٜب ٢ٛ  𝑦𝑛 𝑛≥1 :   ٝ ثبُزب٢ُ 

  𝐈𝐈𝐈  أ 1 ∎

  ٌٖ٤ُ𝑡 > 𝑒−𝑡:      ارٕ 0 < 1   

𝑒−𝑡−:    ٣ؼ٢٘  > −1   

𝑒−𝑡−:      ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  < 0      

 :  ٗغز٘زظ إٔ  2   ٝ   1 ٖٓ  

1  𝐈𝐈𝐈  

 ∀𝑡 > 0  ∶
1

𝑡 + 1
<   𝑓 𝑡  <  

1

𝑡
 

 ب

 ٌٖ٤ُ  :𝑥 > 0   

𝑡∀  أ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ  > 0  ∶
1

𝑡 + 1
<   𝑓 𝑡  <  

1

𝑡
 

 :ٗذخَ اُزٌبَٓ ػ٠ِ ٛزا اُزؤؽ٤ش ٗؾظَ ػ٠ِ 

  
1

𝑡 + 1
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 <  𝑓 𝑡 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡   <    
1

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

⟹    ln 1 + 𝑡  𝑥
2𝑥 < 𝐹 𝑥  <   𝑙𝑛 𝑡  𝑥

2𝑥  

⟹  ln 1 + 2𝑥 − ln 1 + 𝑥 < 𝐹 𝑥  <  𝑙𝑛 2𝑥 − 𝑙𝑛 𝑥  

⟹    ln  
1 + 2𝑥

1 + 𝑥
 < 𝐹 𝑥  <  𝑙𝑛 2  

lim
𝑥→+∞

ln  
1 + 2𝑥

1 + 𝑥
   = lim

𝑥→+∞
𝑙𝑛  

1
𝑥 + 2

1
𝑥 + 1

 = ln 2  

 :ٝ ثٔب إٔ 

lim :كبٕ 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥   = ln 2  

  𝐈𝐈𝐈  أ ∎ 2

 ٌٖ٤ُ𝑡 ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب . 

,𝑡𝜖 0∀ :          كبٕ  +∞   ∶   𝑕(𝑡) ≤ 𝜑 𝑡  

 :ٗؼغ 

 
 

 
𝜑 𝑡 = 1 − 𝑡          

𝜓 𝑡 = 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
𝑕 𝑡 = 𝑒−𝑡             

  

  :ارٕ 

𝜑′ 𝑡 = −1               

𝜓′ 𝑡 = 𝑡 − 1           

𝑕′ 𝑡 = −𝑒−𝑡             

  

𝑡ُذ٣٘ب   ≥ 𝑡−  ارٕ   0 ≤ 0   

 ٚ٘ٓ ٝ   :−𝑒−𝑡 ≤ ≥ 𝑕′ 𝑡:        ٣ؼ٢٘ 1− 𝜑′(𝑡)    

= 𝑕 0ٝ ثٔب إٔ      𝜑 0 = 1      

𝑒−𝑡−:       ٗغزخِض  1 ٖٓ اُ٘ز٤غخ   ≥ 𝑡 − 1   

𝑕′(𝑡):     ارٕ  ≥ 𝜓′(𝑡)   

= 𝑕 0:   ٝ ثٔب إٔ  𝜓 0 = 𝑕(𝑡):         كبٕ 1 ≥ 𝜓(𝑡)    

,𝑡𝜖 0∀ :     ٣ؼ٢٘  +∞   ∶   𝑒−𝑡 ≥ 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
  

 :   ٗغز٘زظ إٔ  2   ٝ   1 ٖٓ  

𝑡∀           :ارٕ  ≥ 0  ∶    1 − 𝑡 +
𝑡2

2
 ≥ 𝑒−𝑡 ≥  1 − 𝑡  

 :     ُذ٣٘ب 

∎ 2  𝐈𝐈𝐈  ب 

⟹     ∀𝑡 ≥ 0   ;   1 − 𝑡 ≤ 𝑒−𝑡  

⟹     ∀𝑡 ≥ 0   ;   𝑡 − 1 ≥ −𝑒−𝑡  

⟹     ∀𝑡 ≥ 0   ;    𝑡 + 1 +  𝑡 − 1 ≥  𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡  

⟹     ∀𝑡 ≥ 0   ;   2𝑡 ≥ 𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡  

⟹      𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡 >  𝑡 + 1 − 1 

⟹     𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡 > 𝑡 

⟹     
1

𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡
<

1

𝑡
 

⟹     𝑓 𝑡 <
1

𝑡
  1  

⟹      𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡 <  𝑡 + 1  

⟹     
1

𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡
>

1

𝑡 + 1
 

⟹     𝑓(𝑡) >
1

𝑡 + 1
  2  

lim :كبٕ 
𝑛∞

 𝑦𝑛 − 𝛼 = 0 lim
𝑛∞

𝑦𝑛 = 𝛼  ٣ؼ٢٘: 

𝑦𝑛    :ٝ ثٔب إٔ  − 𝛼 ≤  𝑒
− 

1
𝑒
 
 
𝑛−1

 1 − 𝛼 
             

𝑡𝑒𝑛𝑑  𝑣𝑒𝑟𝑠  0

 

,𝑡𝜖 0∀ :          ارٕ  +∞   ∶   𝑒−𝑡 ≤ 1 − 𝑡  1  

 2  



 

  

< 𝑔 2𝑥:   ثٔب إٔ  0   ٝ   ∀𝑥𝜖ℝ+
∗   ∶   𝑔 𝑥 > 0   
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𝑡∀ :    ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ≥ 0  ∶    1 − 𝑡 +
𝑡2

2
 ≥ 𝑒−𝑡 

⟹     ∀𝑡 ≥ 0   ;  −𝑒−𝑡 ≥ −1 + 𝑡 −
𝑡2

2
 

⟹     ∀𝑡 ≥ 0   ;   1 + 𝑡 − 𝑒−𝑡 ≥  1 + 𝑡 − 1 + 𝑡 −
𝑡2

2
 

⟹     ∀𝑡 ≥ 0   ;   1 + 𝑡 − 𝑒−𝑡 ≥ 2𝑡 −
𝑡2

2
 

⟹     ∀𝑡 ≥ 0   ;   1 + 𝑡 − 𝑒−𝑡 ≥
4𝑡 − 𝑡2

2
 

⟹     ∀𝑡 ≥ 0   ;  
1

1 + 𝑡 − 𝑒−𝑡
≤

2

4𝑡 − 𝑡2
 

⟹     ∀𝑡 ≥ 0   ;  𝑓(𝑡) ≤
2

4𝑡 − 𝑡2
 

 :ٝ ُذ٣٘ب 
1

2
 

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
 =

2

4𝑡 − 𝑡2
 

    ∀𝑡 ≥ 0   ;  𝑓(𝑡) ≤
1

2
 

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
 :ارٕ   ∗∗   

 :  ٗغز٘زظ إٔ  ∗∗   ٝ   ∗ ٖٓ  

    ∀𝑡 ≥ 0   ;    
1

2𝑡
≤  𝑓(𝑡) ≤

1

2
 

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
  

2 ∎  𝐈𝐈𝐈  ج 

 ⟹        
1

2𝑡

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤
1

2
  

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

 ⟹       
1

2
 ln 𝑡 𝑥

2𝑥 ≤ 𝐹 𝑥 ≤
1

2
 ln 𝑡 𝑥

2𝑥 +
1

2
 ln 4 − 𝑡  𝑥

2𝑥  

 ⟹       
ln 2

2
≤ 𝐹 𝑥 ≤

ln 2

2
+

1

2
ln  

4 − 2𝑥

4 − 𝑥
  

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑥→0+

ln  
4 − 2𝑥

4 − 𝑥
 = 0 

lim :كبٕ 
𝑥→0+

𝐹(𝑥) =
ln 2

2
 

 .  ٓزظِخ ػ٠ِ ٤ٔ٣ٖ اُظلش𝐹ٝ ثبُزب٢ُ  

 ب :ٗ٘طِن ٖٓ ٗز٤غخ اُغئاٍ        

     
1

2𝑡
≤  𝑓(𝑡) ≤

1

2
 

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
 :ُذ٣٘ب   

 𝒯 ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ ٗشٓض ُٜب ثـ  ∗ℝ داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب 

𝒯:  ثؾ٤ش  ′ 𝑥 = 𝑓(𝑥).   

= 𝐹 𝑥 :ُذ٣٘ب   𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 =  𝒯(𝑡) 𝑥
2𝑥 = 𝒯 2𝑥 − 𝒯 𝑥  

3 ∎  𝐈𝐈𝐈  ب 

+𝑥𝜖ℝ∀  :     ثٔب إٔٝ
∗    ;   𝑒2𝑥 > 0   ٝ    𝑒𝑥 − 1 2 ≥ 0    

≤ 𝐹′ 𝑥:     كبٕ  0   

 𝐈𝐈𝐈  3  أ ∎
⟹     ∀𝑡 ≥ 0   ;   

1

2𝑡
≤

1

𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡
 

⟹     ∀𝑡 ≥ 0   ;   
1

2𝑡
≤ 𝑓(𝑡)  ∗  

+ℝ  رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝐹:  ٝ ثبُزب٢ُ 
∗   

𝑥:  ثٔب إٔ  → 2𝑥  ٝ  𝑥 → 𝒯 𝑥   داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ  

ℝ+
𝑥:    كبٕ ∗ → 𝒯 2𝑥 − 𝒯 𝑥   هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  ℝ+

∗ .  

= 𝐹′ 𝑥:  ٝ ُذ٣٘ب  2𝒯 ′ 𝑥 − 𝒯 ′ (𝑥).   

= 2𝑓 2𝑥 − 𝑓 𝑥  

=
2

𝑔 2𝑥 
−

1

𝑔 𝑥 
 

=
2𝑔 𝑥 − 𝑔 2𝑥 

𝑔 2𝑥 𝑔 𝑥 
 

=
2 1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 −  1 + 2𝑥 − 𝑒−2𝑥 

𝑔 2𝑥 𝑔 𝑥 
 

=
 1 − 2𝑒−𝑥+𝑒−2𝑥 

𝑔 2𝑥 𝑔 𝑥 
 

=
 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 + 1 

𝑒2𝑥𝑔 2𝑥 𝑔 𝑥 
 

=
 𝑒𝑥 − 1 2

𝑒2𝑥𝑔 2𝑥 𝑔 𝑥 
 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

  

 𝐸, +,×  

 الإمتحان الوطني الموحد
 لنيل شهادة البكالوريا

 2008الدورة العادية 

  ن0,75

 𝑰  

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 
 مسلك العلوم الرياضية أ و ب

 9المعامل 
 أربع ساعات: مدة الإنجاز 

 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

    (        ℝ , +,×) M2   ٕكؼبء ٓزغ٢ٜ ؽو٤و٢ ٝ                     ؽِوخ ٝاؽذ٣خ ٝ                            :   ٗزًش أ   ℝ,    عغْ رجبد٢ُ ×,+

( ن 3,25 ): انتمشٌه الأول   

,𝐼 ث٤ٖ إٔ الأعشح  𝐽  أعبط ك٢ اُلؼبء أُزغ٢ٜ  𝐸, +,∙ .  

  . ×,∗𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  ٖٓ   رشبًَ روبث𝑓٢ِث٤ٖ إٔ 

 . عغْ رجبد٢ُ                    ث٤ٖ إٔ 

𝐽    :   أُؼبدُخ𝐸ؽَ ك٢  × 𝒳3 = 𝐼     (  ؽ٤ش  :𝒳3 = 𝒳 × 𝒳 × 𝒳  ). 

( ن 3,75 ) : انثاوًانتمشٌه   
 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ ّٓشاكن اُؼذد     ػذدا ػوذ٣ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذ 𝑎.  

∶  𝐺 :   أُؼبدُخ ℂٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ    𝒾𝑧2 +  𝑎 + 𝑎 − 𝒾 𝑧 − 𝑎 − 𝒾𝑎𝑎 = 0.   

= ∆:     ٛٞ      رؾون إٔ ٤ٔٓض أُؼبدُخ   𝑎 − 𝑎 − 𝒾 2.  

  . 𝐺 :  أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢ أُغٔٞػخ 

= ℜ𝑒 𝑎 ارا ٝ كوؾ ارا ًبٕ        ؽَ ُِٔؼبدُخ 𝑎ث٤ٖ إٔ  𝔗𝑚 𝑎  

,𝒪 أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٓجبشش  𝑢  , 𝑣   ٕٗلزشع أ ℜ𝑒 𝑎 ≠ 𝔗𝑚 𝑎  . 

𝑎 ٝ 𝒾𝑎  ٝ  1 اُز٢ أُؾبهٜب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ ٢ٛ 𝐴 ٝ 𝐵 ٝ 𝐶ٗؼزجش اُ٘وؾ  + 𝒾𝑎   

    (        ℝ , +,∙) M2  

,𝐸 : ث٤ٖ إٔ  , ℝ        )        .                 كؼبء ٓزغ٢ٜ عضئ٢ ٖٓ اُلؼبء أُزغ٢ٜ اُؾو٤و٢   ∙,+ +,∙) M2  

  M2 (×, ℝ        )      .                    عضء ٓغزوش ٖٓ   𝐸ث٤ٖ إٔ 

𝑧 :ٗؼغ  =
 1 + 𝒾𝑎 − 𝑎

 𝒾𝑎  − 𝑎
 

= 𝑧 :رؾون إٔ 
 𝒾 − 1 𝑎 − 𝒾

𝒾𝑎 − 𝑎
 

𝐸 :ٗؼغ  =  𝑀 𝑎, 𝑏 =  
𝑎  3𝑏

−1

 3
𝑏 𝑎

 ∕  𝑎, 𝑏 𝜖ℝ2  𝐽 =  
0  3
−1

 3
0

𝐼  و    =  
1 0
0 1

  ٝ 

∗𝐸 :  ؽ٤ش  :ٗؼزجش اُزطج٤ن  = 𝐸 ∖  𝑀 0,0    .   
𝑓 ∶   ℂ∗ → 𝐸∗ 

𝑎 + 𝒾𝑏 → 𝑀 𝑎, 𝑏  

 𝑰𝑰  

 أ

1 

 أ

 ب

2 

1 

 أ

 ب

 أ 1

 ب

2 

3 

4 

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

𝑎  

 𝐺  

 𝐺  
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( ن 3,0 ) : انثانثانتمشٌه   

 ٝ صا٣ٝزٚ 𝐴 اُذٝسإ اُز١ ٓشًضٙ ℛ1ٗؼزجش 
−𝜋

2
 ٝ ℛ2 ٙاُذٝسإ اُز١ ٓشًض 𝐴 ٚصا٣ٝز ٝ  

𝜋

2
   

= ℛ1 𝐵:  ٗؼغ  𝐵′  ٝ  ℛ2 𝐶 = 𝐶′.   

  . 𝐵𝐶  ٓ٘زظق اُوطؼخ 𝐸ُزٌٖ اُ٘وطخ 

  ػ٠ِ اُزٞا٢ُ′𝐵′ ٝ 𝐶 ُؾو٢ اُ٘وطز٤ٖ ′𝑏′ ٝ 𝑐ؽذد 

𝐵′𝐶 ٓزؼبٓذإ ٝ إٔ   ′𝐵′𝐶  ٝ         ث٤ٖ إٔ أُغزو٤ٔ٤ٖ  ′ = 2 𝐴𝐸.   

∶  𝐸 :    أُؼبدُخ اُزب٤ُخ 2℞ٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ    35𝑢 − 96𝑣 = 1.  

  . 𝐸  ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ  11,4 رؾون إٔ اُضٝط 

  . 𝐸 اعز٘زظ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ 

∶  𝐹 :    أُؼبدُخ اُزب٤ُخ ℞ٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ    𝑥35 ≡ 2 97 .  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ؽلا ُِٔؼبدُخ  𝐹 .  

 . أ٤ُٝبٕ ك٤ٔب ث٤ٜ٘ٔب 𝑥 ٝ 97 أ٢ُٝ ٝ إٔ 97ث٤ٖ إٔ اُؼذد 

𝑥96:   ث٤ٖ إٔ  ≡ 1 97 .  

𝑥:   ث٤ٖ إٔ  ≡ 211 97 .  

𝑥 ٣ؾون  𝑥ث٤ٖ أٗٚ ارا ًبٕ اُؼذد اُظؾ٤ؼ اُطج٤ؼ٢  ≡   . 𝐹  ؽَ ُِٔؼبدُخ 𝑥  كبٕ  97 211

 ٢ٛ ٓغٔٞػخ الأػذاد اُظؾ٤ؾخ اُطج٤ؼ٤خ       ث٤ٖ إٔ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ 

11اُز٢ رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ  + 97𝑘 ؽ٤ش  :𝑘𝜖℞.  

= 𝔗𝑚 𝑎 : ٓغزو٤ٔ٤خ ارا ٝ كوؾ ارا ًبٕ 𝐴 ٝ 𝐵 ٝ 𝐶ث٤ٖ إٔ اُ٘وؾ 
1

2
 

≠ 𝔗𝑚 𝑎 :ٗلزشع ك٢ ٛزا اُغئاٍ إٔ 
1

2
 

 𝑰  

 𝑰𝑰  

 ب

2 

1 

 أ

 ب

2 

2 

1 

 أ

 ب

 ج

3 

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  𝐹   ن0,50

 𝐴𝐸  
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( ن 10 ) : انشاتغانتمشٌه   

  ن0,50

 : ثٔب ٢ِ٣ +ℝ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑥 اُذاُخ اُؼذد٣خ ُِٔزـ٤ش اُؾو٤و٢ 𝑓ُزٌٖ 

   𝑓 𝑥 = 2𝑥 − 𝑒−𝑥2
.  

lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 2𝑥   صْ أٍٝ اُ٘ز٤غخ أُؾظَ ػ٤ِٜب ٛ٘ذع٤ب                   :      أؽغت اُٜ٘ب٣خ          . 

  .𝑓 صْ ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ +𝑓′ 𝑥  ٌَُ 𝑥 ٖٓ ℝأؽغت 

= 𝑓 𝑥ث٤ٖ إٔ أُؼبدُخ  0 ٝ إٔ +ℝ ك٢ 𝛼 روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا 0 < 𝛼 < 1 .  

  . 0,1  ػ٠ِ أُغبٍ  𝑓 𝑥أدسط اشبسح 

 : ثٔب ٢ِ٣ +ℝ أُؼشف ػ٠ِ 𝑥 ُِٔزـ٤ش اُؾو٤و٢ 𝜑 ٝ 𝑔ٗؼزجش اُذاُز٤ٖ اُؼذد٣ز٤ٖ 

;   +𝑥𝜖ℝ∀ :    ٝ إٔ +ℝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑔ث٤ٖ إٔ اُذاُخ    𝑔′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 .  

= 𝑔 𝑥ث٤ٖ إٔ أُؼبدُخ    .              ك٢ أُغبٍ 𝛽 روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا 0

 .  ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝜑ث٤ٖ إٔ اُذاُخ 

⊃  𝜑  0,1:   ث٤ٖ إٔ   0,1 .  

 ∀nϵℕ   ;    un − β ≤  
2

3
 

n

 :ث٤ٖ إٔ  

 . ٓزوبسثخ ٝ ؽذد ٜٗب٣زٜب 𝑢𝑛 𝑛≥0 اعز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ 

;   nϵℕ∀  :ث٤ٖ إٔ    0 ≤ un ≤ 1 

;   𝑛𝜖ℕ∀  : أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑢𝑛 𝑛≥0 ٗؼزجش أُززب٤ُخ اُؼذد٣خ    𝑢𝑛+1 = 𝜑 𝑢𝑛    و   𝑢0 =
2

3
 

+𝑥𝜖ℝ∀  :ث٤ٖ إٔ 
∗    ;   𝜑 𝑥 = 𝑥  ⟺   𝑔 𝑥 = 0 

;    𝑥𝜖 0,1∀  :ث٤ٖ إٔ     𝜑′ 𝑥  ≤
2

3
   

𝑡2  : ُذ٣٘ب +𝑥 ٖٓ ℝث٤ٖ أٗٚ ٌَُ ػذد ؽو٤و٢ 
𝑥

0

𝑒−𝑡2
𝑑𝑡 ≤

𝑥3

3
 

+ℝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝜑ث٤ٖ إٔ اُذاُخ 
+𝑥𝜖ℝ∀  : ٝ إٔ ∗

∗    ;   𝜑′ 𝑥 =
−2

𝑥2
 𝑡2

𝑥

0

𝑒−𝑡2
𝑑𝑡 

+𝑥𝜖ℝ∀  :ثبعزؼٔبٍ أٌُبِٓخ ثبلأعضاء ث٤ٖ إٔ 
∗    ;   𝜑 𝑥 = 𝑒−𝑥2

+
2

𝑥
 𝑡2

𝑥

0

𝑒−𝑡2
𝑑𝑡 

= 𝑔 𝛼 :ث٤ٖ إٔ   𝑓 𝑡 
𝛼

0

𝑑𝑡 

𝑒−𝑡2  :اعز٘زظ إٔ 
1

0

𝑑𝑡 < 1 

+𝑥𝜖ℝ∀  :ث٤ٖ إٔ 
∗  ,  ∃𝑐𝜖 0, 𝑥    ;   

1

𝑥
 𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 = 𝑒−𝑐2
 

𝑔 𝑥 = 𝑥2 −  𝑒−𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 ٝ  
𝜑 𝑥 =

1

𝑥
 𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡  ;   𝑥 > 0

𝜑 0 = 1                                    

  

,𝒪  ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ 𝑓 أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ          ٝ ٤ٌُٖ 𝒾 , 𝒿  .  C          

𝛼: ٗؤخز  ) .               أٗش٠ء أُ٘ؾ٠٘  ≈ 0,4 ). C          

 𝑰  

 𝑰𝑰  

 أ 1

 ب

 ج

 أ 1

 ب

2 

 أ

 ب

 ج

2 

 أ 3

 ب

 ج

 أ 4

 ب

 ج

5 

 د

 د

 أ

 ب

 ج

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

 𝛼, 1  
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 ٌٖ٤ُ𝛾 ٝ 𝛽  ٝ ٖػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤  𝑎, 𝑏        ٝ 𝑀 𝑐, 𝑑  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤  𝐸.  

 :ارٕ 

    (        ℝ , +,∙) M2   ٕار  : 𝐸,     كؼبء ٓزغ٢ٜ عضئ٢ ٖٓ اُلؼبء أُزغ٢ٜ      ∙,+

 ∀𝛾, 𝛽𝜖ℝ  ,  ∀𝑀 𝑎, 𝑏 , 𝑀(𝑐, 𝑑  ∶   𝛾𝑀 𝑎, 𝑏 + 𝛽𝑀 𝑐, 𝑑   𝜖  𝐸 

 ب 1 ∎

,I ٖٓ اُٞاػؼ إٔ الأعشح   J   ُٓٞذح ُِلؼبء أُزغ٢ٜ   𝐸, +,∙ .   

   . ×,∗𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℂ  رشبًَ ٖٓ  𝑓: ارٕ 

,𝑀 𝑎∀ :  لإٔ  𝑏  𝜖 𝐸   ∶   𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑎𝐼 + 𝑏𝐽.   

𝛼𝐼ُزٌٖ   + 𝛽𝐽 ٖرؤ٤ُلخ خط٤خ ٓ٘ؼذٓخ ُِٔظلٞكز٤  𝐼 ٝ 𝐽.  

,I ارٕ   J  (أٝ ٓغزوِخ خط٤ب  )  أعشح ؽشح  

,I  ٝ ثبُزب٢ُ   J   أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ   𝐸, +,∙ .   

 أ 2 ∎

,𝑀(𝑎ُزٌٖ   𝑏)  ٝ  𝑀(𝑐, 𝑑) ٓظلٞكز٤ٖ ٖٓ اُلؼبء أُزغ٢ٜ  𝐸  

 :ٝ ُذ٣٘ب 

 ب ∎ 2

  ٌٖ٤ُ 𝑎 + 𝑖𝑏   ٝ   𝑐 + 𝑖𝑑 ٖػذد٣ٖ ػوذ٤٣ٖ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ٤ٓ  . 

 :ُذ٣٘ب 

⟺     𝛼𝐼 + 𝛽𝐽 = 0 

⟺      
𝛼  3𝛽

−1

 3
𝛽 𝛼

 =  
0 0
0 0

  

⟺     𝛼 = 𝛽 = 0 

,𝑀 𝑎 :ُذ٣٘ب  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 =  𝑎𝐼 + 𝑏𝐽 ×  𝑐𝐼 + 𝑑𝐽  

= 𝑎𝑐𝐼 + 𝑎𝑑𝐽 + 𝑏𝑐𝐽 + 𝑏𝑑𝐽2 

𝐽2 =  
0  3
−1

 3
0

 ×  
0  3
−1

 3
0

 =  
−1 0
0 −1

 = −𝐼 

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 =  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 𝐼 +  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 𝐽 

= 𝑀  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 , 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐   𝜖  𝐸 

  M2 (×, ℝ        )       عضء ٓغزوش ٖٓ       𝐸:  ارٕ 

,𝑀(𝑎ُزٌٖ   𝑏)  ٖٓ ٓظلٞكخ  𝐸∗.   

𝑓 𝑥:   ُ٘ؾَ أُؼبدُخ  + 𝑖𝑦 = 𝑀(𝑎, 𝑏).   

𝑥 ارٕ أُؼبدُخ   + 𝑖𝑦 = 𝑀 𝑎, 𝑏       روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا ك٢ ℂ∗   

⟺     𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑀(𝑎, 𝑏) 

⟺      
𝑥  3𝑦

−1

 3
𝑦 𝑥

 =  
𝑎  3𝑏

−1

 3
𝑏 𝑎

  

⟺      
𝑥 = 𝑎
𝑦 = 𝑏

  

   . ×,∗𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℂ  روبثَ ٖٓ  𝑓: ارٕ 

   . ×,∗𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℂ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝑓 : خلاطخ

∎ 3 

,𝐸 ٗؼِْ إٔ       كؼبء ٓزغ٢ٜ ؽو٤و٢ ∙,+

 .  صٓشح رجبد٤ُخ  ×,∗ℂ ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  

 . رشبًَ روبث٢ِ  𝑓  صٓشح رجبد٤ُخ لإٔ  ×,∗𝐸 :  ارٕ 

,𝐸 :   ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2  ٝ  1 ٖٓ   .  عغْ رجبد٢ُ  ×,+

  M2 (ℝ)      رٞص٣ؼ٢ ثبُ٘غجخ ُِغٔغ ك٢ ×ثٔب إٔ اُؼشة 

  M2 (×, ℝ        )      عضء ٓغزوش ٖٓ 𝐸ٝ ثٔب إٔ 

,𝐸 :  ارٕ    1    صٓشح رجبد٤ُخ  +

 2  

 ( ن 3,25 ):   التمرين الأول 

  𝑀 0,0 𝜖𝐸.       (ℝ) M2:    عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ              لإٔ 𝐸ُذ٣٘ب 
 ∎ أ 1

𝛾𝑀 𝑎, 𝑏 + 𝛽𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝛾  
𝑎  3𝑏

−1

 3
𝑏 𝑎

 + 𝛽  
𝑐  3𝑑

−1

 3
𝑑 𝑐

  

=  
𝛾𝑎 + 𝛽𝑐  3 𝛾𝑏 + 𝛽𝑑 

−1

 3
 𝛾𝑏 + 𝛽𝑑 𝛾𝑎 + 𝛽𝑐

  

= 𝑀 𝛾𝑎 + 𝛽𝑐  , 𝛾𝑏 + 𝛽𝑑  𝜖  𝐸   

  𝐸   3 رٞص٣ؼ٢ ثبُ٘غجخ ُِغٔغ ك٢ ×كبٕ 

𝑓  𝑎 + 𝑖𝑏 ×  𝑐 + 𝑖𝑑  = 𝑓  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝑖 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐   

= 𝑀  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  ,  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐   

= 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀(𝑐, 𝑑) 

= 𝑓(𝑎 + 𝑖𝑏) × 𝑓(𝑐 + 𝑖𝑑) 

𝑀 

𝑓 



 

  

 : رٌزت ػ٠ِ شٌَ  𝐺 ارٕ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ 
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𝐽:      أُؼبدُخ     ُ٘ؾَ ك٢ × 𝑋3 = 𝐼.  

∎ 4 

𝑧3:     أُؼبدُخ ℂُ٘ؾَ ارٕ ك٢  = −𝑖.  

𝑧:   ٗؼغ  = 𝑟𝑒𝑖𝜃 ٕار       :𝑟3𝑒3𝑖𝜃 = 𝑒
−𝜋𝑖

2.   

𝐽ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ   : خلاطخ  × 𝑋3 = 𝐼 ك٢   𝐸 ٌَرٌزت ػ٠ِ اُش : 

⟺    −𝐽 × 𝐽 × 𝑋3 = −𝐽 

⟺    −𝐽2 × 𝑋3 = −𝐽 

⟺    𝑋3 = −𝐽 

⟺     𝑀 𝑎, 𝑏  
3

= 𝑀 0, −1  

⟺     𝑓 𝑎 + 𝑖𝑏  
3

= 𝑓 −𝑖  

⟺    𝑓  𝑎 + 𝑖𝑏 3 = 𝑓 −𝑖  

⟺     𝑎 + 𝑖𝑏 3 = −𝑖 

⟺     
𝑟 = 1                                            

𝜃 =
−𝜋

6
+

2𝑘𝜋

3
  ,    𝑘 𝜖  0,1,2 

   

𝑘ٖٓ أعَ   = 𝑧0 :  ُذ٣٘ب 0 = 𝑒
−𝜋
6

𝑖 =
 3

2
−

1

2
𝑖 

𝑀               ؽَ ُِٔؼبدُخ الأ٠ُٝ ك٢           ارٕ أُظلٞكخ       
 3

2
,
−1

2
  

𝑘ارا ًبٕ    = 𝑧1 :  كبٕ 1 = 𝑒
𝜋
2
𝑖 = 𝑖 

  𝐸   𝑀 0,1         ؽَ ُِٔؼبدُخ الأ٠ُٝ ك٢  ارٕ أُظلٞكخ       

𝑘ارا ًبٕ   = 𝑧2 :   كبٕ 2 = 𝑒
7𝜋
6

𝑖 =
− 3

2
−

1

2
𝑖 

𝑀     ؽَ ُِٔؼبدُخ الأ٠ُٝ ك٢                        ارٕ أُظلٞكخ       
− 3

2
,
−1

2
  

𝒮 =   
 3

2
𝐼 −

1

2
𝐽   ,   𝐽   ,  

− 3

2
𝐼 −

1

2
𝐽   

 ∎  𝐈  1 ب

 ( ن 3,75 ):   التمرين الثاني 

 𝐈  1 أ ∎ 

𝒮 =  1 + 𝑎𝑖  , 𝑎 𝑖  

∆=  𝑎 − 𝑎 − 𝑖 2  ُذ٣٘ب: 

𝑧1 =
 𝑖 − 𝑎 − 𝑎  −  𝑎 − 𝑎 − 𝑖 

2𝑖
= 1 + 𝑎𝑖  ٕار: 

𝑧2 =
 𝑖 − 𝑎 − 𝑎  +  𝑎 − 𝑎 − 𝑖 

2𝑖
= 𝑎 𝑖 ٝ 

𝑎 𝑖  ٝ  1:   روجَ اُؾ٤ِٖ  𝐺 ُذ٣٘ب أُؼبدُخ  + 𝑎𝑖.   

∆=  𝑎 − 𝑎 − 𝑖 2 

 :ثؼذ ػ٤ِٔخ اُ٘شش ٝ اُزجغ٤ؾ ٗؾظَ ػ٠ِ 

∎ 2 

𝑎:   كبٕ         ؽلا ُِٔؼبدُخ 𝑎ارا ًبٕ  = 𝑎 𝑖  ٝأ  𝑎 = 1 + 𝑎𝑖.    

+ ℛ𝑒 𝑎:   ٣ؼ٢٘  𝑖 𝔗𝑚 𝑎 = 𝔗𝑚 𝑎 + 𝑖 ℛ𝑒 𝑎    

1 :   أٝ  − 𝔗𝑚 𝑎  + 𝑖 ℛ𝑒 𝑎 = ℛ𝑒 𝑎 + 𝑖 𝔗𝑚 𝑎   

= 𝔗𝑚 𝑎:   ارٕ ك٢ ًِزب اُؾبُز٤ٖ ٗؾظَ ػ٠ِ  ℛ𝑒 𝑎 .   

  :ػكسٍا

 ٌٖ٤ُ𝑎    ٌَػذدا ػوذ٣ب ٌٓزٞثب ػ٠ِ ش 𝑎 = 𝑟 + 𝑟𝑖.  

𝑎 𝑖:      ُذ٣٘ب  =  𝑟 − 𝑟𝑖 𝑖 = 𝑟𝑖 + 𝑟 = 𝑎.  

  .𝑎 𝑖 لأٗٚ ٌٓزٞة ػ٠ِ شٌَ  𝐺  ؽَ ُِٔؼبدُخ 𝑎ارٕ 

⟺    𝑎  ؽَ ُـ  𝐺 :     ٝ ثبُزب٢ُ      𝔗𝑚 𝑎 = ℛ𝑒 𝑎  .   

 𝐈𝐈  1 أ ∎ 

𝑧 =  
 1 + 𝑎𝑖 − 𝑎

𝑖𝑎 − 𝑎
 =

 1 − 𝑎 𝑖 − 𝑎 

−𝑖𝑎 − 𝑎 
=

1 − 𝑖𝑎 − 𝑎 

−𝑖𝑎 − 𝑎 
 

=
1 − 𝑎 (𝑖 + 1)

−𝑖𝑎 − 𝑎 
 

 :  ٗؾظَ ػ٠ِ  𝑖− ٗؼشة اُجغؾ ٝ أُوبّ ك٢ اُؼذد اُؼوذ١  

𝑧 =
−𝑖 + 𝑎 (𝑖 − 1)

−𝑎 + 𝑎 𝑖
 

 𝐺  

𝐸 

𝐸 

𝐸 
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 ب 1 ∎

𝐴 𝑎   ٝ  𝐵 𝑖𝑎    ٝ  𝐶 1ٗ٘طِن ٖٓ ًٕٞ   + 𝑎𝑖  ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ  . 

⟺       
𝑧𝑐 − 𝑧𝐴

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
  𝜖  ℝ 

⟺       
 1 + 𝑎𝑖 − 𝑎

𝑖𝑎 − 𝑎
  𝜖  ℝ 

⟺        
 1 + 𝑎𝑖 − 𝑎

𝑖𝑎 − 𝑎
  =   

 1 + 𝑎𝑖 − 𝑎

𝑖𝑎 − 𝑎
 

⟺       
 1 − 𝑎 𝑖 − 𝑎 

−𝑖𝑎 − 𝑎 
 =   

 1 + 𝑎𝑖 − 𝑎

𝑖𝑎 − 𝑎
 

⟺       
 1 − 𝑎 𝑖 − 𝑎 

−𝑖𝑎 − 𝑎 
 =   

 𝑖 − 𝑎 − 𝑎𝑖

−𝑎 − 𝑎𝑖
 

⟺        1 − 𝑎 𝑖 − 𝑎  =    𝑖 − 𝑎 − 𝑎𝑖 

⟺       𝑖 𝑎 − 𝑎  + (𝑎 − 𝑎 )  =    𝑖 − 1  

⟺       (𝑎 − 𝑎 )  =   
 𝑖 − 1 

 𝑖 + 1 
 

⟺        2𝔗𝑚 𝑎  𝑖 =   
−2𝑖

−2
= 𝑖 

 ∎ أ 2

   . 𝐵𝐶  ٢ٛ ٓ٘زظق اُوطؼخ  𝐸ُذ٣٘ب 

      ℛ1 𝐵 =   𝐵′  ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ: 

      ℛ2 𝐶 =   𝐶′  ث٘لظ اُطش٣وخ ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ: 

𝑧𝐸 :ارٕ   =     
𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

2
 =   

𝑖𝑎 + 𝑎𝑖 + 1

2
 

       :ارٕ 
𝑧𝑐′ − 𝑧𝐵′

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
 =   2𝑖  ⋕  

   ⋕ ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اُ٘ز٤غخ  

: 

       
𝑧𝑐′ − 𝑧𝐵′

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
  =   2 

    ⇔       𝐵′𝐶′  =   2𝐴𝐸 

      𝑧𝑐′ − 𝑧𝐵′    =   2 𝑧𝐸 − 𝑧𝐴   ٕار: 

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

 𝐈  ∎ 1 

35:             ُذ٣٘ب  × 11 − 96 × 4 = 1 

   . 𝐸   ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ   11,4 :   ارٕ 

 𝐈  ∎ 2 

35:    ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ         × 11 − 96 × 4 = 1  1 

𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡      :  35ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ   ∧ 96 = 1 

  ٌٖ٤ُ 𝑢, 𝑣   اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ   𝐸 .   

  :ُذ٣٘ب 
35𝑢 − 96𝑣 = 1             
35 × 11 − 96 × 4 = 1

  

⨂ ⟹       35 𝑢 − 11 =   96 𝑣 − 4  

 ب 2 ∎

       :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑧𝑐′ − 𝑧𝐵′

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
 =   

𝑖 1 − 𝑎 −  𝑎 + 𝑖𝑎 + 𝑎 

𝑖𝑎 + 𝑎𝑖 + 1
2

− 𝑎
 

       =   2  
𝑖 − 2𝑎𝑖 − 𝑎 − 𝑎

𝑖𝑎 + 𝑎𝑖 + 1 − 2𝑎
  

       =   2𝑖  
1 − 2𝑎 + 𝑎 𝑖 + 𝑎𝑖

𝑖𝑎 + 𝑎𝑖 + 1 − 2𝑎
  

       =   2𝑖 

     ⟺     𝑎𝑟𝑔  
𝑧𝑐′ − 𝑧𝐵′

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
   ≡  

𝜋

2
  2𝜋  

     ⟺      𝐴𝐸       , 𝐵′𝐶′          
              

≡  
𝜋

2
  2𝜋  

     ⟺      𝐴𝐸 ⊥  𝐵′𝐶′  

⟺        𝑧𝐵′ − 𝑧𝐴 =   𝑒
−𝜋
2

𝑖 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴  

⟺        𝑏′ − 𝑎 =  −𝑖 𝑖𝑎 − 𝑎  

⟺       𝑏′ =  𝑎 + 𝑖𝑎 + 𝑎 

⟺        𝑧𝐶′ − 𝑧𝐴 =   𝑒
𝜋
2
𝑖 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴  

⟺        𝑐′ − 𝑎 =  𝑖 1 + 𝑎𝑖 − 𝑎  

⟺       𝑐′ =  𝑖(1 − 𝑎) 

⟺       𝔗𝑚 𝑎 =   
1

2
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∶  ℞𝑘𝜖∃ :           ارٕ    𝑣 = 35𝑘 + 4 

 :  ٗؾظَ ػ٠ِ ⨂ ثو٤ٔزٚ ك٢ أُزغب٣ٝخ  𝑣ٗؼٞع 

 :  رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ  𝐸 ٝ ثبُزب٢ُ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ  

35 :ارٕ  ∕ 96 𝑣 − 4  

35 :ٝ ثٔب إٔ  ∧ 96 = 1 

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠.  35كبٗٚ ؽغت  ∕  𝑣 − 4  

      35 𝑢 − 11 =   96 × 35𝑘 

𝑢 :ارٕ  = 96𝑘 + 11 

𝒮 =   96𝑘 + 11 ; 35𝑘 + 4    ;   𝑘𝜖℞  

 𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

 ٢ٛ الأػذاد الأ٤ُٝخ اُز٢ ٓشثؼبرٜب 7 ٝ 5 ٝ 3 ٝ 2ُذ٣٘ب 

 97  ٝ لا أؽذ ٖٓ ٛزٙ الأػذاد ٣وغْ اُؼذد 97أطـش ٖٓ 

 . ػذد أ٢ُٝ 97: ارٕ 

 ٌٖ٤ُ  :𝑥 ∧ 97 = 𝑑 ٕار      :𝑑 ∕ 97  

 ػذد أ٢ُٝ كبٗٚ ٣ٔزِي هبع٤ٖٔ طؾ٤ؾ٤ٖ ؽج٤ؼ٤٤ٖ 97ٝ ثٔب إٔ 

  .1 ٝ 97كوؾ ٝ ٛٔب 

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑑 = 𝑑  أٝ  97 = 1.   

𝑑:  ٗلزشع إٔ  = 97.   

𝑥    ُذ٣٘ب  ∧ 97 = 𝑑 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑑 ∕ 𝑥  

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑥 ≡ 𝑥35:        أ١  97 0 ≡ 0 97    

 . ٝ ٛزا ٣ز٘بهغ ٓغ أُؼط٤بد اُظش٣ؾخ 𝐹   ٤ُظ ؽلا ُِٔؼبدُخ 𝑥:  ارٕ 

𝑑:  ٝ ثبُزب٢ُ  = 1 ٚ٘ٓ ٝ         :𝑥 ∧ 97 = 1.    

 𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

𝑥:    ُذ٣٘ب  ∧ 97 =       .97 ػذد أ٢ُٝ    ٝ   1

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡 :   𝑥97−1 ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ   ≡ 1 97    

     
𝑥96:    أ١  ≡ 1 97 .    

 𝐈𝐈  ∎ 1 ج 

   . 𝐸   ؽَ ُِٔؼبدُخ   11,4 ٗؼِْ إٔ  

35:     ٝ ٗؼِْ ًزُي إٔ  × 11 − 96 × 4 = 1.  

  . 𝐹   ؽَ ُِٔؼبدُخ  𝑥ُذ٣٘ب  

 :  ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  2   ٝ   1 ٗؼشة أُزٞاكوز٤ٖ   

 : ًٔب ٢ِ٣ 𝑓ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد 

𝑥35:    ارٕ  ≡ 2 97  ٚ٘ٓ ٝ           :𝑥35×11 ≡ 211 97 .    1  

𝑥96        :       ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ  ≡  ب 1 . 97 1

𝑥−96×4:      ارٕ  ≡ 1 97 .    2  

𝑥35×11−96×4 ≡ 211 97  

𝑥1:     ٝ ثبُزب٢ُ  ≡ 211 97 .   

 𝐈𝐈  ∎ 2 
𝑥:       ُذ٣٘ب  ≡ 211 97   

 : ػذدإ أ٤ُٝبٕ 2 97ٝٝ ٗؼِْ إٔ 

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡    :  296ارٕ ؽغت   ≡ 1 97 .    

4×296:    ٣ؼ٢٘  ≡ 4×296:         أ١  97 1 × 2 ≡ 2 97   

. 
𝑥35:       ٗؾظَ ػ٠ِ  ⋇ ثبُشعٞع ا٠ُ أُزٞاكوخ   ≡ 2 97    

. 
   . 𝐹   ؽَ ُِٔؼبدُخ  𝑥:  ٝ ثبُزب٢ُ 

3  𝐈𝐈  ∎ 

 :ك٢ الأعئِخ اُغبثوخ رٌٔ٘ب ٖٓ اصجبد اُزٌبكئ اُزب٢ُ 

𝑥35 ≡ 2 97   ⟺   𝑥 ≡ 211 97  

 : ٗغزؼ٤ٖ ثب٥ُخ اُؾبعجخ ُِؾظٍٞ ػ٠ِ 

  211 = 211:             ٝ ٓ٘ٚ ًزُي 2048 ≡ 11 97 .   

𝑥:      ارٕ  ≡ 11 97 .  

 :  رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ  𝐹 ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ  : ٝ ٓ٘ٚ 

∶  ℞𝑘𝜖∃ :          أ١    𝑥 = 97𝑘 + 11 

𝒮 =   97𝑘 + 11  ;   𝑘𝜖℞   

 ( ن 10 ):   التمرين الرابع 

 𝐈  ∎ 1 أ 

C           ٣ؼ٢٘  إٔ أُغزو٤ْ  رٝ أُؼبدُخ𝑦 = 2𝑥  ثغٞاس           ٓوبسة ُـ   +∞ 

. 

 𝐈  ∎ 1 ب 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ ػ٘ظشا ℝ+.   

𝑓:      ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 = 2 + 2𝑥𝑒−𝑥2
> 0.  

   .+ℝ  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓ارٕ  

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 2𝑥 = lim
𝑥→+∞

 2𝑥 − 𝑒−𝑥2
− 2𝑥 = 0 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 2𝑥 − 𝑒−𝑥2
 = +∞ 

𝑥 0 +∞ 

−1 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

+∞ 

⟹       𝑥35 ≡ 211×35 97  

⟹       𝑥35 ≡ 296×4+1 97  

⟹       𝑥35 ≡ 296×4 × 2 97   ⋇  



 

  

𝑓 

,0 :   رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓: ُذ٣٘ب  +∞    
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 𝐈  ∎ 1  ج

    0,1  رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓: ارٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑓  ٍ1−   ٗؾٞ طٞسرٚ    0,1  روبثَ ٖٓ أُغب , 2 −
1

𝑒
   

2:  ٝ ُذ٣٘ب  −
1

𝑒
≈ 𝜖 0:        ارٕ 1,6  −1 , 2 −

1

𝑒
      

. 
 𝑓  ثبُزوبثَ  0,1  ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا ك٢ أُغبٍ  0: ٝ ثبُزب٢ُ 

. 
!∃:          ٣ؼ٢٘   𝛼 𝜖  0,1  ∶ 𝑓 𝛼 = 0   

= 𝑓 𝛼:   ُذ٣٘ب  0     ٝ   𝛼 𝜖  0,1   
 𝐈  ∎ 1  د

0ارا ًبٕ    < 𝑥 < 𝛼 ٕكب     :𝑓 𝑥 < 𝑓 𝛼  ٕلأ  𝑓رضا٣ذ٣خ . 

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑓 𝑥 < 0  

𝛼ارا ًبٕ    < 𝑥 < < 𝑓 𝑥:    كبٕ 1 𝑓 𝛼  ٕلأ   𝑓رضا٣ذ٣خ . 

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑓 𝑥 > 0   

,𝛼  ٓٞعجخ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ   𝑓 ٝ ثبُزب٢ُ   1   

,0  عبُجخ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ    ٝ    𝛼   

  ٝ𝑓   ر٘ؼذّ ك٢  𝛼   

 𝐈  ∎ 1  د
         C :اٗشبء 

𝑡:  ُذ٣٘ب  → 𝑒−𝑡2
,0  ٝ ثبُخظٞص ػ٠ِ  ℝ  داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ  𝑥    

𝓲 

𝓳 

𝒚 = 𝟐𝒙 

𝛂 

 𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

,0  ػ٠ِ أُغبٍ  𝑕ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ  𝑥  ثؾ٤ش    :𝑕′ 𝑥 = 𝑒−𝑥2
   

 ٚ٘ٓ ٝ𝑕   0  ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ, 𝑥   

 :ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ 

 ∃ 𝑐 𝜖  0, 𝑥    ∶    
𝑕 𝑥 − 𝑕 0 

𝑥 − 0
= 𝑕′(𝑐) 

⟺     ∃ 𝑐 𝜖  0, 𝑥    ∶    
1

𝑥
 𝑕 𝑥 − 𝑕 0  = 𝑒−𝑐2

 

⟺     ∃ 𝑐 𝜖  0, 𝑥    ∶    
1

𝑥
 𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
𝑥

0

= 𝑒−𝑐2
 

 𝐈𝐈  ∎ 1  ب

0:    ُذ٣٘ب  < 𝑐 < 𝑥 ٕار        :−𝑥2 < −𝑐2 < 0    

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑒−𝑥2
< 𝑒−𝑐2

< 1   

 ∎  𝐈𝐈  أ 2

 أ 1 :ثبعزؼٔبٍ ٗز٤غخ اُغئاٍ            ٗؾظَ ػ٠ِ 

    ∀ 𝑥 > 0   ∶    
1

𝑥
 𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
𝑥

0

< 1 

𝑥ٝ ٖٓ أعَ    = 𝑒−𝑡2      :   ٗؾظَ ػ٠ِ 1
𝑑𝑡

1

0

< 1 

𝑓 𝑡 𝑑𝑡      :ُذ٣٘ب 
𝛼

0

=   2𝑡 − 𝑒−𝑡2
 𝑑𝑡

𝛼

0

 

    = 2  𝑡𝑑𝑡
𝛼

0

−  𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

𝛼

0

 

    =
2𝛼2

2
−  𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
𝛼

0

 

    = 𝛼2 −  𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

𝛼

0

 

    = 𝑔(𝛼) 

2  𝐈𝐈  ∎ ب 

𝑡:  ُذ٣٘ب  → 𝑒−𝑡2
 ٝ ثبُخظٞص ℝ  داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ 

,0 ػ٠ِ   𝑥  ثؾ٤ش   :𝑥 > 0  

,0  ػ٠ِ أُغبٍ  𝑕ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ  𝑥   

= 𝑕′ 𝑥:  ثؾ٤ش  𝑒−𝑥2
   

  لأٜٗب كشم داُز٤ٖ +ℝ داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝑔ُذ٣٘ب 

𝑕  ٝ  𝑥هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ٝ ٛٔب   → 𝑥2.   

= 𝑔 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب  𝑥2 − 𝑕(𝑥) 

⟹    𝑔′ 𝑥 = 2𝑥 − 𝑕′(𝑥) 

= 2𝑥 − 𝑒−𝑥2
 

= 𝑓(𝑥) 



 

  

,𝛼  ٓٞعجخ ػ٠ِ أُغبٍ   𝑓ُذ٣٘ب  1   
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2  𝐈𝐈  ∎ ج 

 ٚ٘ٓ ٝ      : ∀𝑥 𝜖  𝛼, 1   ∶   𝑔′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 > 0.  

,𝛼   داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑔:  ٣ؼ٢٘  1 .   

  ٚ٘ٓ ٝ𝑔  ٍروبثَ ٖٓ أُغب   𝛼, ,𝑔(𝛼)   ٗؾٞ أُغبٍ    1 𝑔(1) .   

,0  عبُجخ ػ٠ِ أُغبٍ  𝑓ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  𝛼    

,𝑥 𝜖  0∀ :       ارٕ  𝛼   ∶   𝑔′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 < 0.  

,0   داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغبٍ  𝑔:  ٣ؼ٢٘  𝛼    

𝛼:   ٝ ثٔب إٔ  > > 𝑔 𝛼:     كبٕ     0 𝑔(0)  

> 𝑔 𝛼:    أ١  0  

< 𝑔 1:   ٣ؼ٢٘  0   

, 𝜖  𝑔 𝛼 0   ٗغز٘زظ إٔ     2   ٝ  1 ٖٓ   𝑔(1)   

,𝛼  ك٢ أُغبٍ  𝛽ارٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا    .𝑓  ثبُزوبثَ  1

!∃ :      أٝ ثزؼج٤ش أ٤ٗن  𝛽𝜖 𝛼, 1    ;   𝑓 𝛽 = 0  

 ∎  𝐈𝐈  أ 3

0:      ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  < 𝑐 < 𝑥.  

𝑒−𝑥2:        ارٕ 
< 𝑒−𝑐2

< 1.   

 .  داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝜑:  ٝ ثبُزب٢ُ 

 أ 𝐈𝐈  1  :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ 

 ∀ 𝑥 > 0     ∃ 𝑐 𝜖  0, 𝑥    ∶    
1

𝑥
 𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
𝑥

0

= 𝑒−𝑐2
 

⟺   𝑒−𝑥2
<    

1

𝑥
 𝑒−𝑡2

𝑑𝑡 
𝑥

0

 < 1 

⟺     𝑒−𝑥2
<   𝜑 𝑥  < 1 

lim :ثٔب إٔ 
𝑥→0+

 𝑒−𝑥2
 = lim

𝑥→0
1 = 1 

lim :كبٗٚ ثبُؼشٝسح 
𝑥→0+

𝜑 𝑥 = 1 = 𝜑 0  

3  𝐈𝐈  ∎ ب 

𝜓(𝑥) :ٗؼغ  =  𝑡2𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

𝑥

0

 

ψ:          ُذ٣٘ب 
′
 𝑥 = 𝑥2e−𝑥2

  

 ∎  𝐈𝐈  3 ج

𝜑 𝑥 = 𝑒−𝑥2
+

2𝜓(𝑥)

𝑥
 :ٗ٘طِن ٖٓ  

3  𝐈𝐈  ∎ د 

𝑥∀ :      ٗغز٘زظ إٔ           اٗطلاهب ٖٓ رؼج٤ش   > 0  ∶   𝜑′ 𝑥 < 0  

∗ℝ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ   𝜑ارٕ 
+.    

   0,1   ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغبٍ       ٝ ثبُخظٞص  

 ٌٖ٤ُ  :𝑥𝜖 0,1  0:      ٣ؼ٢٘ ≤ 𝑥 ≤ 1.    

⟹      𝜑 0 ≥ 𝜑 𝑥 ≥ 𝜑 1  

⟹      1 ≥ 𝜑 𝑥 ≥  𝑒−𝑡2
𝑑𝑡 > 0

1

0

 

   𝜑 𝑥  𝜖  0,1:       ارٕ 

⊃    𝜑  0,1:        ٝ ثبُزب٢ُ    0,1   

= 𝜑 𝑥 :ُذ٣٘ب 
1

𝑥
 1 ∙ 𝑒−𝑡2

 
𝑥

0

𝑑𝑡     ;      𝑥 > 0 

𝑢′ 𝑣 

=
1

𝑥
  𝑢𝑣 −  𝑢𝑣′  

=
1

𝑥
  𝑡𝑒−𝑡2

 
0

𝑥
+ 2  𝑡2𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
𝑥

0

  

= 𝑒−𝑥2
+

2

𝑥
 𝑡2𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
𝑥

0

 

= −2𝑥𝑒−𝑥2
+ 2𝑥e−𝑥2

−
2

𝑥2
𝜓(𝑥) 

=
−2

𝑥2
𝜓(𝑥) 

=
−2

𝑥2
 𝑡2𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
𝑥

0

 

𝜑′ 𝑥 = −2𝑥𝑒−𝑥2
+

2𝑥3e−𝑥2
− 2𝜓(𝑥)

𝑥2
 :ارٕ  

𝜑′ 𝑥  

1 −  𝑒−𝑡2
1

1

𝑑𝑡 >  ب 𝐈𝐈  1  :  ٗغز٘زظ إٔ          ٖٝٓ اُغئاٍ       0

 1  

 2  

 𝑥 > 0 ; 

 𝑥 > 0 ; 

𝜑 



 

  

𝑇𝐴𝐹 
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𝑡2−:        ُذ٣٘ب  ≤ 0   

4  𝐈𝐈  ∎ أ 

⟺      𝑒−𝑡2
≤ 1 

⟺      𝑡2𝑒−𝑡2
≤ 𝑡2 

⟺       𝑡2𝑒−𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 

⟺       𝑡2𝑒−𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
𝑥3

3
 

4  𝐈𝐈  ∎ ب 

0      :ُذ٣٘ب  ≤  𝑡2𝑒−𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
𝑥3

3
 

0     :ارٕ  ≤    𝑡2𝑒−𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  
𝑥3

3
  

      
2

𝑥2 ×   𝑡2𝑒−𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  
𝑥3

3
 ×  

2

𝑥2  
 ٚ٘ٓ ٝ: 

      𝜑′ 𝑥  =  
2

𝑥2 ×   𝑡2𝑒−𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡   ٕٗؼِْ أ ٝ: 

      𝜑′ 𝑥  ≤
2

3
 𝑥   ٕار: 

0:  ٝ ثٔب إٔ  < 𝑥 < > 𝑥 :       كبٕ 1 1   

;    𝑥 𝜖  0,1∀ :          ٝ ثبُزب٢ُ     𝜑′(𝑥) ≤
2

3
 

4  𝐈𝐈  ∎ ج 

   ٌٖ٤ُ𝑥 > 0  

= 𝜑 𝑥:    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  𝑥.  

⟺      
1

𝑥
 𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 = 𝑥 

⟺       𝑒−𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 = 𝑥2 

⟺      𝑥2 −  𝑒−𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 = 0 

⟺      𝑔(𝑥) = 0 

 ٗغزؼَٔ ك٢ ٛزا اُغئاٍ اُجشٛبٕ ثبُزشعغ

5  𝐈𝐈  ∎ أ 

𝑛ٖٓ أعَ    = ≥0:       ُذ٣٘ب    0 𝑢0 ≤ 1  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :     ٗلزشع إٔ    0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1.  

⟺      𝑢𝑛  𝜖  0,1  

⟺      𝜑 𝑢𝑛  𝜖  0,1  

⊃    𝜑  0,1:     لإٔ    0,1   

⟺      0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :       ٝ ثبُزب٢ُ    0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1.   

5  𝐈𝐈  ∎ ب 

 :ُذ٣٘ب ؽغت ٗزبئظ الأعئِخ اُغبثوخ 

 𝜑 ػ٠ِ     ُلإشزوبم  داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ℝ+
∗.  

+ℝ ػ٠ِ أ١ ٓغبٍ ٖٓ   𝜑  ثبُ٘غجخ ُِذاُخ        ارٕ ٣ٌٖٔ رطج٤ن  
∗.  

𝑢𝑛:  ُذ٣٘ب   𝜖 ℝ+
∗  ٝ  𝛽 𝜖 ℝ+

∗.   

 :ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ 

 :ثؾ٤ش   𝛽   ٝ𝑢𝑛 ٓؾظٞس ث٤ٖ ٣𝜆ٞعذ ػذد ؽو٤و٢ 

     
𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛽 

𝑢𝑛 − 𝛽
= 𝜑′ 𝜆  

    ⟺        𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛽  =  𝜑′ 𝜆   𝑢𝑛 − 𝛽  

𝑢𝑛+1 :             ارٕ  − 𝛽 <  𝜑′(𝜆) ∙  𝑢𝑛 − 𝛽    

     0,1  ػ٘ظش٣ٖ ٖٓ  𝛽 ٝ 𝑢𝑛  لإٔ  𝜆 𝜖  0,1ٝ ُذ٣٘ب   

>  𝜑′ 𝜆 :         ارٕ 
2

3
  

 ٚ٘ٓ ٝ         : 𝜑′ 𝜆  ∙  𝑢𝑛 − 𝛽 <
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛽    

= 𝑔 𝛽:  ثٔب إٔ  = 𝜑 𝛽  كبٗٚ ؽغت                    0 𝛽 4  𝐈𝐈  ج 

 ب  𝐈𝐈  4 ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ 

            ∀𝑥 𝜖  0,1    ;    𝜑′ (𝑥) ≤
2

3
 

𝑢𝑛+1 :     ٝ ثبُزب٢ُ  − 𝛽 <
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛽    
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𝑛 ٖٓ أعَ   −  :  ٗؾظَ ػ٠ِ  1

0:     ٝ ثٔب إٔ  < 𝛽 < 1   

:       كبٕ 
−1

3
<

2

3
− 𝛽 <

2

3
    

1−:      ارٕ  <
2

3
− 𝛽 < 1  

𝑢0 :       أ١  − 𝛽 < 1   

 ٚ٘ٓ ٝ         : 
2

3
 
𝑛
 𝑢0 − 𝛽 <  

2

3
 
𝑛

   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :         ٝ ثبُزب٢ُ     𝑢𝑛 − 𝛽 ≤  
2

3
 
𝑛

 

 ∎  𝐈𝐈  5 ج

  .𝛽  ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ ٝ رئٍٝ ا٠ُ 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ :   ٝ ثبُزب٢ُ 

;    𝑛𝜖ℕ∀  :ثٔب إٔ     𝑢𝑛 − 𝛽 ≤  
2

3
 
𝑛

 

  1ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ رئٍٝ ا٠ُ اُظلش لإٔ أعبعٜب ػذد ٓٞعت أطـش ٖٓ  ٝ
2

3
 
𝑛

 

lim :ارٕ ثبُؼشٝسح ٗغز٘زظ إٔ 
𝑛∞

 𝑢𝑛 − 𝛽 = 0 

lim :٣ؼ٢٘ 
𝑛∞

 𝑢𝑛 = 𝛽 

 𝑢𝑛 − 𝛽 ≤
2

3
 𝑢𝑛−1 − 𝛽  

≤
2

3
∙

2

3
 𝑢𝑛−2 − 𝛽  

≤
2

3
∙

2

3
∙

2

3
 𝑢𝑛−3 − 𝛽  

≤
2

3
∙

2

3
∙

2

3
∙

2

3
 𝑢𝑛−4 − 𝛽  

≤  
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛽  

⋮ 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

 الإمتحان الوطني الموحد  
 لنيل شهادة البكالوريا

 2008الدورة الاستدراكية 

( ن 3,5 ): انتمشٌه الأول   

 أ

 ب

,𝒪 أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٓجبشش  𝑢  , 𝑣  .  

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 
 مسلك العلوم الرياضية أ و ب

 9المعامل 
 أربع ساعات: مدة الإنجاز 

 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

𝑧2:  ؽ٤ش  𝑀2 𝑧2 ثبُ٘وطخ 𝑀(𝑧) اُز١ ٣شثؾ اُ٘وطخ 𝑕ٝ اُزطج٤ن  = −2𝑧 + 3𝒾 ٗؼغ ٝ 𝐹 = 𝑕 ∘ 𝑟 

 . ٝ ػ٘بطشٛٔب ا٤ُٔٔضح 𝑟 ٝ 𝑕ؽذد ؽج٤ؼخ ًَ ٖٓ اُزطج٤و٤ٖ  .

  .𝒾 ػذد ػوذ١ ٓؼِّٞ ٓخبُق ُِؼذد 𝑎 ؽ٤ش Ω 𝒾  ٝ 𝐴(𝑎)ٗؼزجش اُ٘وطز٤ٖ 

𝐵: ٝ ٗؼغ  = 𝐹(𝐴)   ٝ𝐶 = 𝐹(𝐵)   ٝ𝐷 = 𝐹 𝐶  

. 

= 𝐹 Ω:    ٢ٛ اُ٘وطخ اُٞؽ٤ذح اُز٢ رؾون Ωرؾون إٔ  Ω.  

 . ػ٠ِ اُزٞا٢ُ 𝐵 ٝ 𝐶 ٝ 𝐷 أُؾبم اُ٘وؾ 𝑏 ٝ 𝑐 ٝ 𝑑 الأػذاد اُؼوذ٣خ 𝑎ؽذد ثذلاُخ اُؼذد اُؼوذ١ 

 . ٓغزو٤ٔ٤خ Ω ٝ 𝐴 ٝ 𝐷ث٤ٖ إٔ اُ٘وؾ 

,𝐵   ٛٞ ٓشعؼ اُ٘ظٔخ أُزضٗخ   Ωث٤ٖ إٔ  4 ;  𝐶, 2 ;  𝐷, 1  .  

 . ر٘ز٢ٔ ا٠ُ أُؾٞس اُؾو٤و٢ 𝐷 ٢ٌُ رٌٕٞ اُ٘وطخ 𝐴(𝑎)ؽذد ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ 

( ن 4,0 ) : انثاوًانتمشٌه   

,𝑥 ∀ :   رؾون إٔ  𝑦 𝜖ℝ2   ;    1 − 3𝑥  1 − 3𝑦 = 1 − 3 𝑥 ∗ 𝑦 .  

  .𝑥 ٝ 𝑛  ثذلاُخ  𝑥 𝑛اعز٘زظ  

𝑧1 :ؽ٤ش              ثبُ٘وطخ 𝑀(𝑧) اُز١ ٣شثؾ اُ٘وطخ 𝑟ٗؼزجش اُزطج٤ن  =
1 +  3𝒾

2
𝑧 +

 3 + 𝒾

2
 

′𝑧 : كبٕ 𝐹 ثبُزطج٤ن 𝑀(𝑧) ٢ٛ طٞسح اُ٘وطخ  ′𝑀′ 𝑧ث٤ٖ أٗٚ ارا ًبٗذ اُ٘وطخ  − 𝒾 = 2𝑒𝒾
4𝜋
3  𝑧 − 𝒾  

ℝ  .     صٓشح رجبد٤ُخ          :         ث٤ٖ إٔ  ∖  
1

3
  ,∗  

+𝜑−1 ℝ :ث٤ٖ إٔ 
∗  =  −∞;

1

3
  

 ٌَُ𝑥 أُغٔٞػخ ٖٓ                 : ٌَُ ٝ𝑛 ٖٓ ℕ ٗؼغ  :𝑥 0 = 0 ٝ  ∀𝑛𝜖ℕ   ;  𝑥 𝑛+1 = 𝑥 𝑛 ∗ 𝑥 .  ℝ ∖  
1

3
  

𝑥𝜖ℝ∀  :ث٤ٖ إٔ  ∖  
1

3
    ;    ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝜑 𝑥 𝑛  =  𝜑 𝑥  

𝑛
 

 : أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ ∗ ثوبٕٗٞ اُزش٤ًت اُذاخ٢ِ ℝٗضٝد أُغٔٞػخ 

 ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖ℝ2   ;   𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦 

  ثبُؼذد اُؾو٤و𝑥٢ اُز١ ٣شثؾ ًَ ػذد ؽو٤و٢ 𝜑ث٤ٖ إٔ اُزطج٤ن 

  𝜑 𝑥 = 1 − 3𝑥          ٖٓ ٗؾٞ        رشبًَ روبث٢ِ           ℝ∗,× .    ℝ ∖  
1

3
  ,∗  

ℝ          .                    صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح         :    ث٤ٖ إٔ  ∖  
1

3
  ,∗    −∞;

1

3
  ,∗  

 ب

 أ

 ب

 أ 1

 ب

 ج

 د

 أ

 ب

 ج

2 

3 

1 

 أ

2 

3 

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن1,00

𝑀1 𝑧1  
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( ن 2,5 ) : انثانثانتمشٌه   

  ن0,50

 . عغْ رجبد٢ُ  ∗,⊺,ℝ : ث٤ٖ إٔ 

 . صٓشح رجبد٤ُخ  ⊺,ℝ : ث٤ٖ إٔ 

 .ًشح ث٤ؼبء ٝ صلاس ًشاد ؽٔشاء ؿ٤ش هبثِخ ُِز٤٤ٔض ثبُِٔظ: ٣ؾز١ٞ ط٘ذٝم ػ٠ِ أسثغ ًشاد 

 .ٗغؾت ػشٞائ٤ب ًشح ٖٓ اُظ٘ذٝم ٝ ٗغغَ ُٜٞٗب صْ ٗؼ٤ذٛب ا٠ُ اُظ٘ذٝم

 .ٗغش١ ٗلظ اُزغشثخ ُٔشاد ٓززبثؼخ ا٠ُ إٔ ٗؾظَ لأٍٝ ٓشح ػ٠ِ ًشر٤ٖ ٓززبثؼز٤ٖ ٖٓ ٗلظ إُِٞ ٝ ٗٞهق اُزغشثخ 

 ٌٖ٤ُ𝑋 أُزـ٤ش اُؼشٞائ٢ اُز١ ٣غب١ٝ سرجخ اُغؾجخ اُز٢ رٞهلذ ػ٘ذٛب اُزغشثخ . 

𝑋 : أؽغت اؽزٔبٍ ًَ ؽذس ٖٓ اُؾذص٤ٖ اُزب٤٤ُٖ  = 2  ٝ  𝑋 = 3   

 ٌٖ٤ُ𝑘 ّػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذ . 

( ن 10 ) : انشاتغانتمشٌه   

 . ٓزظِخ ك٢ اُظلش𝑓ث٤ٖ إٔ اُذاُخ 

 𝐼 أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑥 ُِٔزـ٤ش اُؾو٤و٢ 𝑕𝑎 ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ 𝐼 ٖٓ أُغبٍ 𝑎ٌَُ ػذد ؽو٤و٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ 

= 𝑕𝑎 𝑥:   ثٔب ٢ِ٣   ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎 𝑥2 −  ln 1 + 2𝑥 − 2𝑥 𝑎2.  

= 𝑓′ 0:  هبثِخ ُلإشزوبم ك٢ اُظلش ٝ إٔ 𝑓اعز٘زظ إٔ اُذاُخ  −2.  

𝐼 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  ∖  0 .  

𝑥𝜖𝐼∀ :   ث٤ٖ إٔ  ∖  0    ;   𝑔 𝑥 < 0.  

  .𝐼 ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓اعز٘زظ رـ٤شاد اُذاُخ 

,𝒪  ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ  𝑓  أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ      ٝ ٤ٌُٖ   𝒾 , 𝒿  .   C          

𝑥𝜖𝐼∀  :ؽ٤ش  :ٝ إٔ  ∖  0    ;   𝑓′ 𝑥 =
𝑔(𝑥)

𝑥2 1 + 2𝑥 
 𝑔 𝑥 = 2𝑥 −  1 + 2𝑥 ln 1 + 2𝑥  

 : ثؾ٤ش 𝑎 ٝ 0 ٓؾظٞس ث٤ٖ 𝑏 صْ اعز٘زظ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢  𝑕𝑎 𝑎  ٝ 𝑕𝑎 0أؽغت 

ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎

𝑎2
=

−2

1 + 2𝑏
 

𝑋 ث٤ٖ إٔ اؽزٔبٍ اُؾذس  = 2𝑘 + 1  ٞٛ : 𝑝2k+1 =  
3

16
 

k

 

𝑋 ث٤ٖ إٔ اؽزٔبٍ اُؾذس  = 2  ٞٛ : 𝑝2k =
5

8
 

3

16
 

k−1

 

𝐼 :        ثٔب ٢ِ٣              :        ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ  =  
−1

2
; +∞  

𝑓 𝑥 =
ln 1 + 2𝑥 

𝑥
  ;   𝑥 ≠ 0 𝑓 0 = 2 ٝ 

 أ

 ب

1 

 أ

 ب

2 

1 

 أ

2 

4 

 أ

 ب

 ج

3 

 𝑰  

  ن0,50 ب

  ن1,00

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

 : أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ ⊺ ثوبٕٗٞ اُزش٤ًت اُذاخ٢ِ ℝٗضٝد أُغٔٞػخ 

 ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖ℝ2   ;   𝑥 ⊺ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 −
1

3
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  ن0,50

;1  ٖٓ أُغبٍ 𝛼ث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢ ٝؽ٤ذ  = 𝑓 𝛼:  ثؾ٤ش  2 1.  

 

;1  ٖٓ أُغبٍ 𝛼ث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢ ٝؽ٤ذ  = 𝑓 𝛼:  ثؾ٤ش  2 1.  
𝐽: ٗؼغ  =  1; 𝛼    ٝ    ∀𝑥𝜖𝐼   ;   𝜑 𝑥 = ln 1 + 2𝑥 .  

 

𝐽: ٗؼغ  =  1; 𝛼  ٝ  ∀𝑥𝜖𝐼   ;   𝜑 𝑥 = ln 1 + 2𝑥 .  

𝑥∀ :  ٝ إٔ 𝐼 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ 𝜑ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  ≥ 1   ;   0 < 𝜑′ 𝑥 ≤
2

3
.  

 

𝑥∀ :  ٝ إٔ 𝐼 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ 𝜑ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  ≥ 1   ;   0 < 𝜑′ 𝑥 ≤
2

3
.  

= 𝜑 𝛼:    رؾون إٔ  𝛼      ٕأ ٝ     𝜑 𝐽 ⊂ 𝐽.  

 

= 𝜑 𝛼:    رؾون إٔ  𝛼      ٕأ ٝ     𝜑 𝐽 ⊂ 𝐽.  

𝑢0:  أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑢n nϵℕ ٗؼزجش أُززب٤ُخ اُؼذد٣خ  = 1 ٝ  ∀𝑛 ≥ 0   ;   𝑢𝑛+1 = ln 1 + 2𝑢𝑛 .  

 

𝑢0:  أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑢n nϵℕ ٗؼزجش أُززب٤ُخ اُؼذد٣خ  = 1 ٝ  ∀𝑛 ≥ 0   ;   𝑢𝑛+1 = ln 1 + 2𝑢𝑛 .  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

𝑛∀ ث٤ٖ إٔ      ≥ 0   ;   𝑢𝑛𝜖𝐽.  

 

𝑛𝜖𝐽.  
 .  ٓزوبسثخ ٝ ؽذد ٜٗب٣زٜب𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ اعز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ 

 

;1  ٖٓ أُغبٍ 𝛼ث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢ ٝؽ٤ذ  2  

= 𝑓 𝛼: ثؾ٤ش  1.  

 

𝑢𝑛𝑛𝜖ℕ ٓزوبسثخ ٝ ؽذد ٜٗب٣زٜب . 

′𝐹 صْ أؽغت 𝐼 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ 𝐹ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  (𝑥).  

 

= 𝜑 𝛼:    رؾون إٔ  هبثِخ ُلإشزوبم ػ𝐹٠ِث٤ٖ إٔ اُذاُخ  𝛼      ٕأ ٝ     

𝜑 𝐽 ⊂ 𝐽.  

 

′𝐹 صْ أؽغت 𝐼 أُغبٍ  (𝑥).  

  𝐼 ػ٠ِ أُغبٍ  𝐹اعز٘زظ ٓ٘ؾ٠ رـ٤شاد اُذاُخ 

 

𝑛∀ :   ث٤ٖ إٔ  ≥ 0   ;   𝑢𝑛𝜖𝐽.  

 

:  أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑢n nϵℕ ٗؼزجش أُززب٤ُخ اُؼذد٣خ 

𝑢0 = 1 ٝ  ∀𝑛 ≥ 0   ;   𝑢𝑛+1 = ln 1 + 2𝑢𝑛 .  

 

 ٍ𝐼.  

 . ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢     ℓ روجَ ٜٗب٣خ ٓ٘ز٤ٜخ 𝐹ٗلزشع إٔ اُذاُخ 

 

𝑛∀ :   ث٤ٖ إٔ  ≥ 0   ;   𝑢𝑛𝜖𝐽.  

 

𝑢0:  أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑢n nϵℕ ٗؼزجش أُززب٤ُخ اُؼذد٣خ  = 1 ٝ 

 ∀𝑛 ≥ 0   ;   𝑢𝑛+1 = ln 1 + 2𝑢𝑛 .  

 

 ٍ𝐼.  

−1

2
 

 :ثبعزؼٔبٍ ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ ث٤ٖ إٔ 

 

𝑛∀ :   ث٤ٖ إٔ  ≥ 0   ;   𝑢𝑛𝜖𝐽.  

 

 أُؼشكخ ثٔب 𝑢n nϵℕ ٗؼزجش أُززب٤ُخ اُؼذد٣خ 

 ٢ِ٣ :𝑢0 = 1 ٝ  ∀𝑛 ≥ 0   ;   𝑢𝑛+1 =

 ∀𝑥𝜖𝐼   ;   𝐹 𝑥 − ℓ ≥  𝑥 +
1

2
 𝑓 𝑥  

 :اعز٘زظ إٔ 

 

اعز٘زظ 

اعز٘زظ إٔ أ

أُززب٤ُخ 

 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ 

ٓزوبسثخ ٝ 

 .ؽذد ٜٗب٣زٜب 

 

 ٕ: 

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = +∞ 

 :ث٤ٖ إٔ 

 

 :ث٤ٖ إٔ 

 ∀𝑥 ≥ 1   ;   𝐹(𝑥) ≥  
ln 1 + 2𝑡 

 1 + 2𝑡 

𝑥

1

𝑑𝑡 

𝛼: ٗؤخز  )             أٗش٠ء أُ٘ؾ٠٘   ≈ 1,3 ).  

 

𝛼: ٗؤخز  )       أٗش٠ء أُ٘ؾ٠٘   ≈ 1,3 ).  

C          

 :ث٤ٖ إٔ 

 

 :ث٤ٖ إٔ 

 ∀𝑛 ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
2

3
 

𝑛

 

 : ثٔب ٢ِ٣ 𝐼 أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝐹ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ 

 

𝐽: ٗؼغ  =  1; 𝛼  ٝ  ∀𝑥𝜖𝐼   ;   𝜑 𝑥 =

ln 1 + 2𝑥 .  

 

 : ثٔب ٢ِ٣ 

𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 

  ؿ٤ش هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢     𝐹اعز٘زظ إٔ اُذاُخ 

 

𝑛∀ :   ث٤ٖ إٔ  ≥ 0   ;   𝑢𝑛𝜖𝐽.  

 

−1

2
 

 أ

 ب

2 

 أ

 ب

 ج

1 

 أ

 ب

 أ

 ب

3 

1 

 أ

 ب

 ج

2 

4 

 𝑰𝑰  

 𝑰𝑰𝑰  

 أ

 ب

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝐹  𝑥 = 𝐹 𝑥  ;    ∀𝑥𝜖𝐼  𝐹  
−1

2
 = ℓ ٝ 

 

ا

ط

د

ٕ

د

ط 

اأ

ط

 : أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ                     ثٔب ٢ِ٣  𝐹ٝ ٗؼزجش اُذاُخ 

 

𝑛∀ :   ث٤ٖ إٔ  ≥ 0   ;   𝑢𝑛𝜖𝐽.  

 

𝑢0:  أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑢n nϵℕ ٗؼزجش أُززب٤ُخ اُؼذد٣خ  = 1 ٝ 

 ∀𝑛 ≥ 0   ;   𝑢𝑛+1 = ln 1 + 2𝑢𝑛 .  

 

 ٍ𝐼.  

 
−1

2
و  + ∞  

 : أؽغت اُٜ٘ب٣ز٤ٖ 

 

صْ أٍٝ : أؽغت اُٜ٘ب٣ز٤ٖ 

اُ٘ز٤غز٤ٖ أُؾظَ 

 .ػ٤ِٜٔب ٛ٘ذع٤ب 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) lim
𝑥→

−1
2

𝑥>
−1
2

𝑓(𝑥) ٝ 

 

ا

ط

د

ٕ

د

ط 

اأ

ط

د

ٕ

د

ط 

أ

 ٕ

ا

ُْ

د

رب

ٍ

٣خ 

 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ 

ّ

د

هب

س

ثخ 

 ٝ

ػ

د

د 

ٕ

ٙ

ا

١

د

ٙ

ا 

. 

 

 ٕ

: 

 .صْ أٍٝ اُ٘ز٤غز٤ٖ أُؾظَ ػ٤ِٜٔب ٛ٘ذع٤ب 

 

 .صْ أٍٝ اُ٘ز٤غز٤ٖ أُؾظَ ػ٤ِٜٔب ٛ٘ذع٤ب : أؽغت اُٜ٘ب٣ز٤ٖ 
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= 𝑟 𝑀:   ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  𝑀1  
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 ( ن 3,5 ):   التمرين الأول 

∎ 1 

⟺      𝑧1 =  
1

2
+

 3

2
𝑖 𝑧 +  

 3

2
+

1

2
𝑖  

⟺      𝑧1 = 𝑒𝑖
𝜋
3𝑧 +  

 3

2
+ 𝑖 −

1

2
𝑖  

⟺      𝑧1 = 𝑒𝑖
𝜋
3𝑧 + 𝑖 −  

− 3

2
+

1

2
𝑖  

⟺      𝑧1 = 𝑒𝑖
𝜋
3𝑧 + 𝑒𝑖

𝜋
2 − 𝑒𝑖

5𝜋
6  

⟺      𝑧1 =  𝑒𝑖
𝜋
3𝑧 − 𝑒𝑖

5𝜋
6  + 𝑒𝑖

𝜋
2  

⟺      𝑧1 =  𝑒𝑖
𝜋
3𝑧 − 𝑒𝑖

𝜋
2𝑒𝑖

𝜋
3 + 𝑒𝑖

𝜋
2  

⟺       𝑧1 − 𝑒𝑖
𝜋
2 = 𝑒𝑖

𝜋
3  𝑧 − 𝑒𝑖

𝜋
2  

⟺       𝑧1 − 𝑖 = 𝑒𝑖
𝜋
3 𝑧 − 𝑖  

⟺      𝑉𝑀1
         = 𝑒𝑖

𝜋
3  𝑉𝑀        

  ٝ صا٣ٝزٚ   𝑉 𝑖 دٝسإ ٓشًضٙ  𝑟: ٝ ثبُزب٢ُ 
𝜋

3
.   

⟺      𝑧2 = −2𝑧 + 3𝑖 

= 𝑕 𝑀:   ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  𝑀2  

   2−  ٝ ٗغجزٚ   𝑉 𝑖 رؾب٢ً ٓشًضٙ  𝑕ٝ ثبُزب٢ُ 

⟺      𝑧2 = −2𝑧 + 2𝑖 + 𝑖 

⟺      𝑧2 = −2 𝑧 − 𝑖 + 𝑖 

⟺       𝑧2 − 𝑖 = −2 𝑧 − 𝑖  

⟺      𝑉𝑀2
         = −2 𝑉𝑀        

= 𝐹 𝑀:    ُ٘ؾَ أُؼبدُخ  𝑀 

 أ 2 ∎
 : ٗ٘طِن ٖٓ اُشٌَ اُزب٢ُ 

𝑀′ 𝑀1 𝑀 𝑟 𝑕 

𝑧′ 𝑧1 𝑧 

𝐹 = 𝑕𝜊𝑟 

= 𝑟 𝑀:    ُذ٣٘ب  𝑀1  

⟺       𝑧1 − 𝑖 = 𝑒𝑖
𝜋
3 𝑧 − 𝑖  

⟺      𝑧1 = 𝑒𝑖
𝜋
3 𝑧 − 𝑖 + 𝑖  1  

= 𝑕 𝑧1:    ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  𝑧′  

 : ارٕ 

⟺       𝑧′ − 𝑖 = −2 𝑧1 − 𝑖  

      𝑧′ − 𝑖 = 2𝑒
4𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑖  

∎ 2 

 أ

 ب

 ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ 

𝑀′ 𝑀 𝐹 

𝑧′ = 2𝑒
4𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑖 + 𝑖 𝑧 

⟺      𝑧  2𝑒
4𝑖𝜋

3 − 1 = 2𝑖𝑒
4𝑖𝜋

3 − 𝑖 

⟺      𝑧  2𝑒
4𝑖𝜋

3 − 1 = 𝑖  2𝑒
4𝑖𝜋

3 − 1  

⟺      𝑧 = 𝑖 

⟺      𝑀 ≡ Ω 

= 𝐹 𝑀 ٢ٛ اُ٘وطخ اُٞؽ٤ذح اُز٢ رؾون  Ω: ٝ ثبُزب٢ُ  𝑀   

 3 أ ∎

= 𝐹 𝐴:    ُذ٣٘ب  𝐵  

⟺      𝑧𝐵 − 𝑖 = 2𝑒
4𝑖𝜋

3  𝑧𝐴 − 𝑖  

⟺      𝑧𝐵 = 2𝑒
4𝑖𝜋

3  𝑎 − 𝑖 + 𝑖 

⟺      𝑧𝐵 = 2  
−1

2
− 𝑖

 3

2
  𝑎 − 𝑖 + 𝑖 

⟺      𝑧𝐵 =  1 + 𝑖 3  𝑖 − 𝑎 + 𝑖 

⟺      𝑧𝐵 = 𝑖 − 𝑎 −  3 − 𝑎 3𝑖 + 𝑖 

⟺      𝑧𝐵 = − 𝑎 +  3 + 𝑖 2 − 𝑎 3  

⟺       𝑧′ − 𝑖 = −2𝑒𝑖
𝜋
3 𝑧 − 𝑖  

 𝟏  

𝑒𝑖− : ٝ ُذ٣٘ب 
𝜋
3 = −𝑐𝑜𝑠  

𝜋

3
 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛  

𝜋

3
  

= 𝑐𝑜𝑠  𝜋 +
𝜋

3
 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛  𝜋 +

𝜋

3
  

= 𝑐𝑜𝑠  
4𝜋

3
 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛  

4𝜋

3
  

= 𝑒
4𝑖𝜋

3  
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= 𝐹 𝐵ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثز٤ٖ   𝐶  ٝ  𝐹 𝐶 = 𝐷  

 : ُ٘ؾظَ ػ٠ِ 

 𝑧𝐶 = 2  3 − 𝑎 + 𝑖 2𝑎 3 + 3    

   ٝ𝑧𝐷 = 8𝑎 − 7𝑖  

 ب 3 ∎

⟺       𝑧Ω − 𝑧𝐴 =
−1

7
 𝑧𝐷 − 𝑧𝐴   

⟺      𝐴Ω      =
−1

7
𝐴𝐷       

 . ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ 𝐴 ٝ Ω ٝ 𝐷اُ٘وؾ : ٝ ثبُزب٢ُ 

 :ُذ٣٘ب 
4𝑧𝐵 + 2𝑧𝐶 + 𝑧𝐷

7
=

7𝑖

7
= 𝑧Ω  

  𝐵, 4 ;  𝐶, 2 ;  𝐷, 1   

 : ٢ٛ ٓشعؼ اُ٘ظٔخ أُزضٗخ Ωاُ٘وطخ : ٗغز٘زظ ارٕ إٔ 

 

 ج 3 ∎

 د 3 ∎

𝑎:  ٝ ٗؼغ   .  ٗوطخ ٖٓ أُؾٞس اُؾو٤و𝐷٢ٗ٘طِن ٖٓ ًٕٞ  = 𝑥 + 𝑖𝑦  

⟺      𝑧𝐷𝜖 ℝ  

⟺       8𝑎 − 7𝑖   𝜖 ℝ  

⟺      8𝑥 + 𝑖 8𝑦 − 7   𝜖 ℝ  

⟺     8𝑦 − 7  = 0  

⟺    𝑦 =
7

8
  

 ( ن 4,0 ):   التمرين الثاني 

 1 أ ∎

 ب 1 ∎

ℝ هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢   ∗ُ٘ج٤ٖ إٔ  ∖  
1

3
  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦  ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ ∖  
1

3
    

⟺      𝑥 ≠
1

3
    ٝ     𝑦 ≠

1

3
  

⟺       1 − 3𝑥 ≠ 0    ٝ      1 − 3𝑦 ≠ 0  

⟺       1 − 3𝑥  1 − 3𝑦 ≠ 0  

⟺      1 − 3 𝑥 ∗ 𝑦 ≠ 0  

⟺       𝑥 ∗ 𝑦 ≠
1

3
  

⟺       𝑥 ∗ 𝑦  𝜖  ℝ ∖  
1

3
   

ℝ هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢    ∗ارٕ  ∖  
1

3
  

ℝ صلاصخ ػ٘بطش ٖٓ ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٝ 𝑧ٌٖ  :انتجمٍؼٍح  ∖  
1

3
  

𝑥:    ُذ٣٘ب  ∗  𝑦 ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗  𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧   

𝑥 :    ٝ ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦 ∗ 𝑧  

ℝ هبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ∗: ٝ ثبُزب٢ُ  ∖  
1

3
  

ℝارٕ  رجبد٢ُ ك٢  ∖  
1

3
  

= 𝑥 +  𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧 − 3𝑥 𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧  

= 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧 − 3𝑥𝑦 − 3𝑥𝑧 + 9𝑥𝑦𝑧 

=  𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦 + 𝑧 − 3𝑧 𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦  

= 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧 − 3𝑥𝑦 − 3𝑥𝑧 + 9𝑥𝑦𝑧 

⟺    ∀ 𝑥 𝜖 ℝ ∖  
1

3
   ;   𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 

⟺    𝑥 + 𝑒 − 3𝑥𝑒 = 𝑥 

⟺    𝑒 1 − 3𝑥 = 0 

𝑥ثٔب إٔ   ≠
1

3
1   كبٕ     − 3𝑥 ≠ 0   

𝑒:   ارٕ  = 0  

𝑒 𝜖 ℝ:   ٓغ  ∖  
1

3
0:     لإٔ   ≠

1

3
   

𝑧Ω − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
=

𝑖 − 𝑎

8𝑎 − 7𝑖 − 𝑎
=

−1

7
 𝜖 ℝ  ُذ٣٘ب: 

1 − 3 𝑥 ∗ 𝑦 = 1 − 3 𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦  

= 1 − 3𝑥 − 3𝑦 + 9𝑥𝑦 

=  1 − 3𝑥 − 3𝑦 1 − 3𝑥  

=  1 − 3𝑥  1 − 3𝑦  

𝑥:    ُذ٣٘ب  :انتثادنٍح  ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦  

= 𝑦 + 𝑥 − 3𝑦𝑥 

= 𝑦 ∗ 𝑥 

 ر٘ز٢ٔ ا٠ُ أُؾٞس 𝐷اُز٢ ٖٓ أعِٜب اُ٘وطخ      𝑎 ارٕ ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ  

𝑦:  ٝ ٓؼبدُزٚ . اُؾو٤و٢ رشٌَ ٓغزو٤ٔب ٓٞاص٣ب ُِٔؾٞس اُؾو٤و٢ =
7

8
   

𝐴 

ℝ  ك٢  اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ٤ُ𝑒ٌٖ  :انؼىصش انمحاٌذ  ∖  
1

3
  



 

  

1:     ٝ ُذ٣٘ب  ≠ 0    ⟹     1 − 3𝑥 ≠ −3𝑥 

𝑥 ٖٓ ℝًَ ػ٘ظش : ٝ ٓ٘ٚ  ∖  
1

3
  ٣وجَ ٓٔبصلا   

−𝑥

1−3𝑥
ℝ  ك٢    ∖  

1

3
   

  .∗ثبُ٘غجخ ُِوبٕٗٞ 

ℝ     :خلاصح  ∖  
1

3
 .صٓشح رجبد٤ُخ  ∗ ;  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦  ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ ∖  
1

3
  

𝜑 𝑥:   ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦 = 1 − 3 𝑥 ∗ 𝑦   

ℝ  رشبًَ ٖٓ  𝜑ارٕ  ∖  
1

3
    × ; ∗ℝ   ٗؾٞ   ∗; 

 ٌٖ٤ُ𝑦 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ∗ 

ℝ  روبثَ ٖٓ  𝜑ارٕ  ∖  
1

3
    × ; ∗ℝ   ٗؾٞ   ∗; 

 : ٓؼشف ثٔب ٢ِ٣ 𝜑−1ٝ روبثِٚ اُؼٌغ٢ 

𝜑 𝑥 ∗ 𝑦 =  1 − 3𝑥  1 − 3𝑦 = 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑦  

= φ′ 𝑥:    ُذ٣٘ب  −3 < 0  

  ℝ داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ 𝜑ارٕ 

;∞− :  ُذ٣٘ب 
1

3
ℝ  عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ     ∖  

1

3
   

;∞− :    ٣ؼ٢٘ 
1

3
 ⊂ ℝ ∖  

1

3
    

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦   ٖٓ ٖػ٘ظش٣  −∞;
1

3
   

; ∞−  ػ٘ظش٣ٖ ٖٓ  𝑥 ٝ 𝑦ٝ ُذ٣٘ب   
1

3
    

𝑥:  ارٕ  <
1

3
  ٝ  𝑦 <

1

3
   

 ٚ٘ٓ ٝ  :3𝑥 < 1  ٝ  3𝑦 < 1   

 :   ك٢ اُؼذد أُٞعت  1 ٗؼشة ؽشك٢ أُزلبٝرخ 
1

1−3𝑦
 :  ٗؾظَ ػ٠ِ  

∎ 
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  ∗ ثبُ٘غجخ ُـ 𝑥 ٓٔبصَ ′٤ُ𝑥ٌٖ  :انتماثم 

 أ 1 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُغئاٍ

 ℝ ∖  
1

3
  ; ∗  

𝜑−1 

1 − 𝑦

3
 𝑦 

 ℝ∗ ; ×  

 ب 2 ∎

 ج 2

= 𝑥 أُؼبدُخ   𝑦       ٍٜٞراد أُغ𝑥 ٞٛ ٝ روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا   :𝑥 =
1−𝑦

3
   𝜑 

3𝑥:  ارٕ  − 3𝑦 < 1 − 3𝑦  ٝ   1 − 3𝑦 > 0   

 1   2  

ℝ  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح ∖  
1

3
; ∞−   :ٝ ثبُزب٢ُ   ∗ ;    

1

3
  ; ∗  

3𝑥 − 3𝑦

1 − 3𝑦
< 1 

⟺      
𝑥 − 𝑦

1 − 3𝑦
<

1

3
 

⟺      
𝑥 − 𝑦

1 − 3𝑦
 𝜖  −∞ ;  

1

3
  

⟺      𝑥 ∗ 𝑦′ 𝜖  −∞ ;  
1

3
  

𝑥 :ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦′ = 𝑥 ∗  
−𝑦

1 − 3𝑦
  

= 𝑥 −
𝑦

1 − 3𝑦
+

3𝑥𝑦

1 − 3𝑦
 

=
𝑥 1 − 3𝑦 − 𝑦 + 3𝑥𝑦

1 − 3𝑦
 

=
𝑥 − 𝑦

1 − 3𝑦
 

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝜑−1 ℝ+
∗  = 𝜑−1  0; +∞    

=  lim
𝑦→+∞

𝜑−1 𝑦  ;  𝜑−1 0   

=  lim
𝑦→+∞

 
1

3
−

𝑦

3
  ;  

1

3
  

=  −∞ ;  
1

3
  

⟺     𝑥 ∗ 𝑥′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 = 𝑒 

⟺     𝑥′ 1 − 3𝑥 = −𝑥 

⟺     𝑥 + 𝑥′ − 3𝑥𝑥 ′ = 0 

⟺     𝑥′ =
−𝑥

 1 − 3𝑥 
 

⟺     
1

1 − 3𝑥
≠

−1

3𝑥
 

⟺     
−𝑥

1 − 3𝑥
≠

1

3
 

⟺     
−𝑥

1 − 3𝑥
 𝜖 ℝ ∖  

1

3
  

 : ُذ٣٘ب 

 2 أ ∎

 ℝ ∖  
1

3
  ; ∗  

𝜑 

1 − 3𝑥 𝑥 

 ℝ∗ ; ×  
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 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ ػ٘ظشا ℝ ∖  
1

3
  ٝ  𝑛ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب . 

 3 ∎ أ

 ب 3 ∎

  ℝ هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ⊺ُذ٣٘ب 

 4 أ ∎

,𝑥∀:     لإٔ  𝑦 𝜖 ℝ    ;     𝑥 + 𝑦 −
1

3
 𝜖 ℝ  

 ⊺ رجبد٢ُ ك٢ ℝ ٕرجبد٢ُ ك٢ + لأ ℝ.  

  ٕهبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢  ⊺ار ℝ   

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ ٝ 𝑥′   ٓٔبصِٚ ثبُ٘غجخ ُـ⊺  

𝑥:   ٗغز٘زظ ارٕ إٔ  ∗  𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 ⊺  𝑥 ∗ 𝑧    

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٝ 𝑧 ٖٓ صلاصخ ػ٘بطش ℝ  

 .  عغْ رجبد٢ُ  ∗,⊺,ℝ  ٗغز٘زظ إٔ   2  ٝ  1 ارٕ ٖٓ 

 ( ن 2,5 ):   التمرين الثالث 

∎ 1 

 ب 4 ∎

𝑥 :     ٝ ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦 ⊺  𝑥 ∗ 𝑧 =  𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦 ⊺  𝑥 + 𝑧 − 3𝑥𝑧   

= 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 −
1

3
 

𝑥:     ُذ٣٘ب  ∗  𝑦 ⊺ 𝑧 = 𝑥 ∗  𝑦 + 𝑧 −
1

3
   

= 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 −
1

3
 

=  𝜑 𝑥 𝑛  :    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ     𝜑 𝑥  
𝑛
 

⟺  1 − 3𝑥 𝑛 =    1 − 3𝑥 𝑛  

⟺  𝑥 𝑛 =   
1 −  1 − 3𝑥 𝑛

3
 

  1   ⊺ رٞص٣ؼ٢ ػ٠ِ اُوبٕٗٞ ∗ارٕ اُوبٕٗٞ 

ℝ,⊺   ٝ   ℝ :  ٝ ُذ٣٘ب  ∖  
1

3
  2  .  صٓشربٕ رجبد٤ُزبٕ ∗ ;  

 𝑝 𝑋 =   .2 ٛٞ اؽزٔبٍ رٞهق اُزغشثخ ك٢ اُغؾجخ سهْ  2

 :ٗغزؼَٔ ٗٔٞرط اُشغشح اُزب٢ُ 

 :ٝ ٓ٘ٚ اؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ٖٓ ٗلظ إُِٞ ٣غب١ٝ 

 𝑝 𝑋 =   .3 ٛٞ اؽزٔبٍ رٞهق اُزغشثخ ك٢ اُغؾجخ سهْ  3

 :ٗغزؼَٔ ٗٔٞرط اُشغشح اُزب٢ُ 

𝑩 

𝑅 

𝐵 

𝑹 

𝑩 

𝑹 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

اُغؾجخ 

 الأ٠ُٝ

ُْ ٗلؼَ 

 ش٤ئب ثؼذ

اُغؾجخ 

 اُضب٤ٗخ
رٞهق 

 اُزغشثخ

𝑝 𝑋 = 2 =  
1

4
×

1

4
 +  

3

4
×

3

4
 =

5

8
 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝟏

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝑅 

𝟑

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

=  𝜑 𝑥 𝑛:     ُذ٣٘ب  𝜑  𝑥 ∗ 𝑥 ∗ ⋯∗ 𝑥         
𝑛 ٓشح 

   

⟺  𝜑 𝑥 𝑛  =   𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑥 × ⋯ × 𝜑 𝑥  

⟺  𝜑 𝑥 𝑛  =    𝜑 𝑥  
𝑛
 

  ثبُزب٢ُ ٝ  : ℝ ,⊺ صٓشح رجبد٤ُخ  . 

⟺       𝑥 ⊺ 𝑥′ = 𝑥′ ⊺ 𝑥 =
1

3
 

⟺       𝑥 + 𝑥′ −
1

3
=

1

3
 

⟺       𝑥′ =  
2

3
− 𝑥  𝜖 ℝ 

 ٌٖ٤ُ𝑒 ك٢ ⊺ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـ ℝ.  ⟺       𝑥 ⊺ 𝑒 = 𝑒 ⊺ 𝑥 = 𝑥 

⟺       𝑥 + 𝑒 −
1

3
= 𝑥 

⟺    𝑒 =
1

3
 𝜖 ℝ 

𝑥:     ٝ ُذ٣٘ب  ⊺  𝑦 ⊺ 𝑧 = 𝑥 ⊺  𝑥 + 𝑦 −
1

3
   

= 𝑥 + 𝑥 + 𝑦 −
1

3
−

1

3
 

=  𝑥 ⊺ 𝑦 ⊺ 𝑧 
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𝑝 𝑋 :ارٕ  = 3 =  
1

4
×

3

4
×

3

4
 +  

3

4
×

1

4
×

1

4
 =

3

16
 

 2 أ ∎

  𝑝 𝑋 = 2𝑘  ٖاؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ٖٓ ٗلظ إُِٞ ك٢ اُغؾجز٤ ٞٛ  

 2𝑘 − 1  ٝ 2𝑘ٖٛ٘ب ٗلظَ ث٤ٖ ؽبُز٤ٖ ٝ رُي ؽغت ُٕٞ اٌُشر٤ ٝ  

رٞهلذ اُزغشثخ اصش اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ث٤ؼب٣ٖٝ  :انحانح الأونى 

 : ٝ ٛزا ٓب ٣غغذٙ اُزغِغَ اُزب٢ُ 

𝑘 أٗ٘ب ٗؾظَ ػ٠ِ : ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘  + 𝑘  ًشح ث٤ؼبء ٝ  1 −  . ًشح ؽٔشاء 1

رٞهلذ اُزغشثخ اصش اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ؽٔشا٣ٖٝ  :انحانح انثاوٍح 

 : ٝ ٛزا ٓب ٣غغذٙ اُزغِغَ اُزب٢ُ 

𝑘 أٗ٘ب ٗؾظَ ػ٠ِ : ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘  + 𝑘  ًشح ؽٔشاء ٝ  1 −  . ًشح ث٤ؼبء 1

ٝ ثبُزب٢ُ اؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ٖٓ ٗلظ إُِٞ ك٢ 

2𝑘 اُغؾجز٤ٖ  − 1  ٝ  2𝑘  ٞٛ : 

 :ث٘لظ اُطش٣وخ ٗلظَ ث٤ٖ ؽبُز٤ٖ 

رٞهلذ اُزغشثخ اصش اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ث٤ؼب٣ٖٝ  :انحانح الأونى 

 : ٝ ٛزا ٓب ٣غغذٙ اُزغِغَ اُزب٢ُ 

𝑘  ًشح ؽٔشاء ٝ 𝑘أٗ٘ب ٗؾظَ ػ٠ِ : ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘  +  . ًشح ث٤ؼبء 1

𝑅𝐵  𝑅𝐵  ⋯⋯𝑅𝐵  𝑅𝐵  𝑅𝐵  𝑹𝑹                    
2𝑘  ًشح 

 

𝟏 𝟐 . . . 𝒌 

𝐵𝑅  𝐵𝑅  ⋯⋯𝐵𝑅  𝐵𝑅  𝐵𝑅  𝑩𝑩                    
2𝑘  ًشح 

 

𝟏 𝟐 . . . 𝒌 

𝑝 𝑋 = 2𝑘 =  
1

4
 
𝑘+1

×  
3

4
 
𝑘−1

+  
1

4
 
𝑘−1

×  
3

4
 
𝑘+1

 

⟺    𝑝 𝑋 = 2𝑘 =  
1

4
 
𝑘−1

×  
3

4
 
𝑘−1

  
1

4
 

2

+  
3

4
 

2

  

⟺    𝑝 𝑋 = 2𝑘 =  
3

16
 
𝑘−1

×  
5

8
  

 ب 2 ∎

𝑅𝐵  𝑅𝐵  ⋯⋯𝑅𝐵  𝑅𝐵  𝑅𝑩  𝑩                    
2𝑘+1  ًشح 

 

𝟏 𝟐 . . 𝒌 

رٞهلذ اُزغشثخ اصش اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ؽٔشا٣ٖٝ  :انحانح انثاوٍح 

 : ٝ ٛزا ٓب ٣غغذٙ اُزغِغَ اُزب٢ُ 

𝐵𝑅  𝐵𝑅  ⋯⋯𝐵𝑅  𝐵𝑅  𝐵𝑹  𝑹                    
2𝑘+1  ًشح 

 

𝟏 𝟐 . . 𝒌 

𝑘 أٗ٘ب ٗؾظَ ػ٠ِ : ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘  +  . ًشح ث٤ؼبء𝑘 ًشح ؽٔشاء ٝ  1

ٝ ثبُزب٢ُ اؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ٖٓ ٗلظ إُِٞ ك٢ 

2𝑘 ٝ  2𝑘اُغؾجز٤ٖ  + 1  ٞٛ : 

𝑝 𝑋 = 2𝑘 + 1 =  
1

4
 
𝑘+1

×  
3

4
 
𝑘

+  
1

4
 
𝑘

×  
3

4
 
𝑘+1

 

⟺   𝑝 𝑋 = 2𝑘 + 1 =  
1

4
 
𝑘

×  
3

4
 
𝑘

 
1

4
+

3

4
  

⟺   𝑝 𝑋 = 2𝑘 + 1 =  
3

16
 
𝑘

 

  :ارٕ اؽزٔبٍ ٛزٙ اُؾبُخ ٛٞ 
1

4
 
𝑘

×  
3

4
 
𝑘+1

 

  :ارٕ اؽزٔبٍ ٛزٙ اُؾبُخ ٛٞ 
1

4
 
𝑘−1

×  
3

4
 
𝑘+1

 

  :ارٕ اؽزٔبٍ ٛزٙ اُؾبُخ ٛٞ 
1

4
 
𝑘+1

×  
3

4
 
𝑘

 

  :ارٕ اؽزٔبٍ ٛزٙ اُؾبُخ ٛٞ 
1

4
 
𝑘+1

×  
3

4
 
𝑘−1
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 ( ن 10):   التمرين الرابع 

∎  𝐈  1 

∎  𝐈  2 أ 

𝑕𝑎 𝑎 =  ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎 𝑎2 −  ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎 𝑎2 = 0 

𝑕𝑎 0 = − ln 1  𝑎2 = 0 

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑕𝑎ٝ ثٔب إٔ  𝑎 .  

  ٝ𝑕𝑎 0 = 𝑕𝑎 𝑎    

,𝑏 ٖٓ  0كبٗٚ ؽغت ٓجشٛ٘خ سٍٝ ٣ٞعذ ػ٘ظش  𝑎  ثؾ٤ش   :𝑕𝑎
′  𝑏 = 0   

  ٣ئٍٝ ًزُي ا٠ُ اُظلش 𝑏 ٣ئٍٝ ا٠ُ اُظلش كبٕ 𝑎ارا ًبٕ 

𝑎:   ٝ رُي ثغجت اُزؤؽ٤ش  < 𝑏 < 0    

𝑓 داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ك٢ اُظلش ٝ   𝑓ارٕ  ′ 0 = −2  

⟺     2 ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎 𝑏 = 𝑎2  −2 +
2

1 + 2𝑏
  

⟺     
ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎

𝑎2
=

−2

1 + 2𝑏
 

𝑎:   ثؾ٤ش 𝑎 ٓشرجؾ ثـ 𝑏ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ     ٣ٞعذ  < 𝑏 <  أ   0

∎  𝐈  2 ب 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥⟶0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶0
 

ln 1 + 2𝑥 − 2𝑥

𝑥2   

= 𝑙𝑖𝑚
𝑎⟶0
𝑎=𝑥

 
ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎

𝑎2   

 :ٝ ثبُزب٢ُ اُٜ٘ب٣خ رظجؼ 

𝑙𝑖𝑚
𝑎⟶0

 
ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎

𝑎2  = lim
𝑏⟶0

 
−2

1 + 2𝑏
 = −2 𝜖 ℝ 

ٝ 
𝑙𝑛 1 + 2𝑎 − 2𝑎

𝑎2
=

−2

1 + 2𝑏
 

∎  𝐈  3 أ 

𝐼 داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب  ∖  لأٜٗب ٓغٔٞع دٝاٍ اػز٤بد٣خ  0 

𝐼هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ   ∖  0 .  

∎  𝐈  3 ب 

  .𝐼 داُخ ٓؼشكخ ٝ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑔ُذ٣٘ب 

ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

 : 

   𝑔′ 𝑥 = 2 −  2 ln 1 + 2𝑥 +
2 1 + 2𝑥 

 1 + 2𝑥 
 

= −2 ln 1 + 2𝑥  

 . داُخ ٓزظِخ ك٢ اُظلش𝑓ارٕ 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

 
ln 1 + 2𝑥 

𝑥
 = lim

𝑢→1
𝑢=1+2𝑥

 
2 ln 𝑢

𝑢 − 1
  

= 2lim
𝑢→1

 
ln 𝑢 − ln 1

𝑢 − 1
  

= 2  
1

1
 = 2 = 𝑓(0) 

 ∀𝑥0 > 0     ;      lim
𝑥→𝑥0

 
ln 𝑥 − ln 𝑥0

𝑥 − 𝑥0
 =

1

𝑥0
 :لأٗٚ ُذ٣٘ب  

𝑓 :ٝ ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 =  

2𝑥
1 + 2𝑥

− ln 1 + 2𝑥 

𝑥2
  

⟺    𝑓 ′ 𝑥 =  
2𝑥 −  1 + 2𝑥 ln 1 + 2𝑥 

𝑥2 1 + 2𝑥 
  

⟺    𝑓 ′ 𝑥 =
𝑔(𝑥)

𝑥2 1 + 2𝑥 
 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥⟶+∞

𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶+∞

2𝑥 −  1 + 2𝑥 ln 1 + 2𝑥  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶+∞

𝑥  2 −  
1

𝑥
+ 2 ln 1 + 2𝑥   

=  +∞  −∞  

= −∞ 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥⟶

−1
2

+
𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶
−1
2

+
2𝑥 −  1 + 2𝑥 ln 1 + 2𝑥  

= −1 − 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶

−1
2

+
 1 + 2𝑥 𝑙𝑛 1 + 2𝑥  

= −1 − 𝑙𝑖𝑚
𝑢⟶0+

𝑢=1+2𝑥

𝑢 𝑙𝑛 𝑢  

= −1 − 0 

= −1 

𝑥ارا ًبٕ   = = 𝑔′ 𝑥  كبٕ  0 0   

𝑥ارا ًبٕ   > > 𝑔′ 𝑥  كبٕ  0 0   

𝑥ارا ًبٕ   < < 𝑔′ 𝑥  كبٕ  0 0   
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C         

 . ًٔب ٢ِ٣ 𝑔ٗغز٘زظ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

  ًو٤ٔخ هظ٣ٞخ0 ٝ روجَ 𝐼 ٓزظِخ ػ٠ِ 𝑔ٗلاؽع ؽغت ٛزا اُغذٍٝ إٔ اُذاُخ 

;   𝑥𝜖𝐼∀ :     ارٕ    𝑔(𝑥) ≤ 0  

𝑥 𝜖 𝐼 ∀:      ٝ ثبُزب٢ُ  ∖  0   ;   𝑔 𝑥 < 0  

𝑔(𝑥) ٝ  1  ٓزؼِوخ ثبشبسر٢  𝑓′ 𝑥ارٕ اشبسح   + 2𝑥   

 :ٝ ٛٞ ٓب ِٗخظٚ ك٢ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

∎  𝐈  3 ج 

𝑓    :ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 =
𝑔(𝑥)

𝑥2 1 + 2𝑥 
 

∎  𝐈  4 أ 

lim
𝑥→

−1
2

+
𝑓(𝑥) = lim

𝑢→0+

𝑢=2𝑥+1

 
2 ln 𝑢

𝑢 − 1
 =

2 −∞ 

 −1 
= +∞ 

  داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓ُذ٣٘ب 
−1

2
; +∞   

∎  𝐈  4 ب 

;1  ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓ارٕ  ;1 :   لإٔ  2 2 ⊂  
−1

2
; +∞   

 ٚ٘ٓ ٝ𝑓  ٖٓ َ1  روبث; ; 𝑓 2   ٗؾٞ طٞسرٚ   2 𝑓(1)    

;1  روبثَ ٖٓ  ٣𝑓ؼ٢٘  ;  0,8   ٗؾٞ   2   1,1    

;  0,8  ٣٘ز٢ٔ ا٠ُ أُغبٍ  1ٝ ثٔب إٔ اُؼذد    1,1    

;1  ٖٓ أُغبٍ 𝑓كبٗٚ ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا ثبُزوبثَ  2   

∎  𝐈  4 ج 

𝓞 𝟏 

𝟏 

𝛂 −𝟏

𝟐
 −𝟏 

𝟐 

𝑥ارٕ أُغزو٤ْ رٝ أُؼبدُخ   =
−1

2
         C   ٓوبسة ػٔٞد١ ُِٔ٘ؾ٠٘  

         C  .∞+ ثغٞاس        ارٕ ٓؾٞس الأكبط٤َ ٓوبسة أكو٢ ُِٔ٘ؾ٠٘ 

!∃:   أٝ ثزؼج٤ش س٣بػ٤بر٢ ع٤َٔ   𝛼 𝜖  1; 2  ∶     𝑓 𝛼 = 1  

∎  𝐈𝐈  1 أ 

  𝐼 ػجبسح ػٖ ٓشًت داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝜑اُذاُخ 

  .𝐼 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝜑ارٕ 

𝑥:  ُذ٣٘ب ٖٓ أعَ  ≥ 1    :  6 ≤ 2 + 4𝑥  

𝑥:     ارٕ 𝑥𝜖𝐼:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  >
−1

2
    

 ٚ٘ٓ ٝ   :1 + 2𝑥 > :       ارٕ 0
2

1+2𝑥
> 0      

= 𝜑′ 𝑥 : ٝ ُذ٣٘ب 
2

1 + 2𝑥
 

 :  ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ 

 ∀𝑥 ≥ 1    ;    0 < 𝜑′ 𝑥 ≤
2

3
 

0 𝑥 

0 

−1

2
 +∞ 

−∞ −1 

𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 0 − 

lim :ُذ٣٘ب ًزُي 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑢→+∞

𝑢=2𝑥+1

 
2 ln 𝑢

𝑢 − 1
  

= lim
𝑢→+∞

2  
ln 𝑢

𝑢
 

   
 

𝑢

𝑢 − 1
 

     
= 0 

0 1 

+∞ +∞ 

⟺    6 ≤ 2 1 + 2𝑥  

⟺    
2

1 + 2𝑥
≤

2

3
 

⟺    𝜑′(𝑥) ≤
2

3
  1  

< 𝜑′ 𝑥:    ٣ؼ٢٘  0   2  

0 𝑥 

2 

+∞ 

0 

1 

𝑓 

− 𝑔(𝑥) 0 − 

 1 + 2𝑥  

𝑓′(𝑥) 

+∞ 

− − 

+ + 

−1

2
 

0 
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∎  𝐈𝐈  1 ب 

 ٚ٘ٓ ٝ        :𝜑  1; 𝛼  =  𝜑 1  ;  𝜑 𝛼  =  ln 3  ;  𝛼   

 𝐈𝐈  2  ∎ أ

 ثبعزؼٔبٍ اُجشٛبٕ ثبُزشعغ 

𝑛ٖٓ أعَ  : ُذ٣٘ب  = 0  :        𝑢0 = 1 𝜖  1; 𝛼 = 𝐽  

𝑛∀      :  ٗلزشع أٗٚ  ≥ 0   ;   𝑢𝑛  𝜖 𝐽   

   𝜑 𝑢𝑛  𝜖 𝜑 𝐽:   ارٕ 

⊃ 𝜑 𝐽:   ٝ ثٔب إ  𝐽 ٕكب        :𝜑 𝑢𝑛  𝜖 𝐽   

ln 1:   ٣ؼ٢٘  + 2𝑢𝑛  𝜖 𝐽 ٚ٘ٓ ٝ         :𝑢𝑛+1 𝜖 𝐽   

∎  𝐈𝐈  2 ب 

  𝐼 هبثِخ ُلإعزوبم ػ٠ِ أُغبٍ 𝜑ُذ٣٘ب اُذاُخ 

  𝐼ٗغزط٤غ ارٕ رطج٤ن ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ ػ٠ِ أ١ ٓغبٍ ٣ٞعذ ػٖٔ 

  .𝑢𝑛 ٝ 𝛼ٗخزبس أُغبٍ اُز١ ؽشكبٙ 

= 𝑓 𝛼:   ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ                     1   ∎  𝐈  4 ب 

= 𝐼  𝜑′ 𝑥 داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝜑: ارٕ  :ٝ ُذ٣٘ب 
2

1 + 2𝑥
> 0 

ln :      ٝ ُذ٣٘ب  3 ;  𝛼 ≈  1,1  ;   𝛼 ⊂  1; 𝛼   

𝑛∀ :    ٝ ثبُزب٢ُ  ≥ 0   ;   𝑢𝑛  𝜖 𝐽   

 أ 𝐈𝐈  1  ∎ :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ 

 ∀𝑥 ≥ 1   ;   0 < 𝜑′ 𝑥 ≤
2

3
 

𝑢𝑛:   ٝ ثٔب إٔ  ≥ 𝑢𝑛:  لإٔ  )  1  𝜖 𝐽  ) 

𝑐:   كبٕ  > 𝑢𝑛 ≥ 𝑐:        ٣ؼ٢٘ 1 ≥ 1    

 ٚ٘ٓ ٝ    :0 < 𝜑′ 𝑐 ≤
2

3
    

≥  𝜑′ 𝑐 :   ٣ؼ٢٘ 
2

3
   

𝑢𝑛 ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ك٢ اُؼذد أُٞعت   − 𝛼  ٗؾظَ ػ٠ِ   : 

𝑛 ٝ ٖٓ أعَ   −  :  ٗغذ  1

𝛼:  ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب  > 𝛼−:     ٣ؼ٢٘ 0 < 0  

1:  أ١  − 𝛼 < 1 ٚ٘ٓ ٝ     : 1 − 𝛼 < 1    

𝑢0 :  أ١  − 𝛼 < 1     

 ( 1لأٜٗب ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب ٓٞعت ٝ أطـش ٖٓ  )

⟺     𝜑′ 𝑐   𝑢𝑛 − 𝛼 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼  

⟺     𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼  

𝑢𝑛  :ارٕ  − 𝛼 ≤  
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼  

 ٚ٘ٓ ٝ  :  
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 ≤  
2

3
 
𝑛

 

 :     ٗغز٘زظ إٔ  4  ٝ  3 ٖٓ 

 ∀𝑛 ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
2

3
 
𝑛

 

∎  𝐈𝐈  2 ب 

𝑛∀  :ثٔب إٔ  ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
2

3
 
𝑛

 

 ٝ lim
𝑛∞

 
2

3
 
𝑛

= 0 

lim :ارٕ 
𝑛∞

 𝑢𝑛 − 𝛼 = 0 

lim : أ١ 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛼 

⟺       
ln 1 + 2𝛼 

𝛼
= 1 

⟺       ln 1 + 2𝛼 = 𝛼 

⟺       𝜑 𝛼 = 𝛼 

 :      ثؾ٤ش 𝑢𝑛 ٝ 𝛼 ٓؾظٞس ث٤ٖ ٣𝑐ٞعذ : ارٕ 
𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝜑′ 𝑐  

⊃ 𝜑 𝐽       : ارٕ  𝐽   

⟺     𝑢𝑛 − 𝛼 ≤
2

3
 𝑢𝑛−1 − 𝛼  

≤
2

3

2

3
 𝑢𝑛−2 − 𝛼  

≤
2

3

2

3

2

3
 𝑢𝑛−3 − 𝛼  

≤  
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼  

⋮ ⋮ ⋮ 

 4  

 3  

⟹      
𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
 =  𝜑′ 𝑐   

⟹      𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛼  =  𝜑′ 𝑐   𝑢𝑛 − 𝛼  
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∎  𝐈𝐈𝐈  1 أ 

  .𝐼 داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ 𝑓: ُذ٣٘ب ؽغت الأعئِخ اُغبثوخ 

   𝑥 𝜖 𝐼 :   ثؾ٤ش               ٓزظِخ ػ٠ِ أ١ ٓغبٍ ػ٠ِ شٌَ 𝑓ارٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ𝑓 روجَ داُخ أط٤ِخ 𝐹 ثؾ٤ش   :𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥)   

 ٚ٘ٓ ٝ :𝐹 ٍهبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغب 𝐼.  

 𝐈𝐈𝐈  1  ∎ ب

;   𝑥𝜖𝐼∀ :    ٗؼِْ إٔ    𝑓 𝑥 > 0   

;   𝑥𝜖𝐼∀ :    ارٕ    𝐹′ 𝑥 > 0   

 ٚ٘ٓ ٝ𝐹 داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝐼  

∎  𝐈𝐈𝐈  2 أ 

𝑡∀ :      ٝ ُذ٣٘ب  ≥ 1   ;   2𝑡 + 1 ≥ 3 > 1 

𝑡∀ :     ارٕ  ≥ 1   ;  ln 2𝑡 + 1 > 0  

ln 2𝑡 ك٢ اُؼذد أُٞعت   ∗ ٗؼشة ؽشك٢ أُزلبٝرخ  +  :    ٗؾظَ ػ٠ِ  1

;0  ٓزظِخ ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب  1   

ln 2𝑡 + 1 

𝑡
>

ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

⟹       
ln 2𝑡 + 1 

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 ≥   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

⟹      𝑓(𝑡)
𝑥

1

𝑑𝑡 ≥   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

𝑓(𝑥)   ٣ؼَُجِّشُ ػٖ ه٤بط ُٔغبؽخ ٓٞعجخ :ارٕ اُزٌبَٓ 
𝑥

1

𝑑𝑡 

𝑓(𝑥)   : أ١ 
𝑥

1

𝑑𝑡 ≥ 0  ٚ٘ٓ ٝ: − 𝑓(𝑥)
𝑥

1

𝑑𝑡 ≤ 0 

 : ٗغز٘زظ إٔ  ⋆⋆  ٝ  ⋆ ٖٓ 

 ∀𝑥 ≥ 1   ;    𝐹 𝑥 ≥   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

⟹    𝐹 𝑥 −   𝑓(𝑥)
𝑥

1

𝑑𝑡 ≥   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡  ⋆  

− 𝐹 𝑥    : ٣ؼ٢٘    𝑓(𝑥)
𝑥

1

𝑑𝑡 ≤ 𝐹(𝑥)  ⋆⋆  

∎  𝐈𝐈𝐈  2 ب 

ln 1   : لاؽع إٔ  + 2𝑡  2 ′ =
4 ln 1 + 2𝑡 

 1 + 2𝑡 
 

⟹     
ln 1 + 2𝑡 

 1 + 2𝑡 
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =
1

4
  ln 1 + 2𝑡  2 1

𝑥  

⟹      
ln 1 + 2𝑡 

 1 + 2𝑡 
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =
1

4
  ln 1 + 2𝑥  2 −  ln 3 2  

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑥→+∞

 
1

4
  ln 1 + 2𝑥  2 −  ln 3 2  = +∞ 

 

 𝐈𝐈𝐈  3  ∎ أ

 ٗؼزجش أُغبٍ  
−1

2
 ; 𝑥  ثؾ٤ش    :𝑥 𝜖 𝐼   

  داُخ ٓؼشكخ ٝ ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ   𝐹: ُذ٣٘ب 
−1

2
 ; 𝑥    

 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝐼 ٝ 𝐹 ٓزظِخ ػ٠ِ 𝐹: لإٔ 
−1

2
  ؽغت الإكزشاع

 :ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ 

  𝑐 𝜖:   ٝ ُذ٣٘ب ٖٓ عٜخ أخشٟ 
−1

2
 ; 𝑥  ٣ؼ٢٘     :𝑥 > 𝑐  

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑓 𝑥 < 𝑓 𝑐  ٕلأ   𝑓 ر٘بهظ٤خ . 

𝑥 :   ارٕ  +
1

2
 𝑓 𝑥 <  𝑥 +

1

2
 𝑓 𝑐     

 :  ٗؾظَ ػ٠ِ  ⋕ ٝ ٓ٘ٚ ثبعزؼٔبٍ اُ٘ز٤غخ  

:  ؿ٤ش هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ 
−1

2
   

  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ   𝐹ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
−1

2
 ; 𝑥     ٕلأ :𝐹 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝐼  

⟺        ∃ 𝑐 𝜖  
−1

2
 ; 𝑥   ;   

𝐹  𝑥 − 𝐹  
−1
2  

𝑥 −  
−1
2

 
= 𝐹 ′ 𝑐  

⟺       ∃ 𝑐 𝜖  
−1

2
 ; 𝑥   ;   

𝐹 𝑥 − ℓ

𝑥 +
1
2

= 𝑓 𝑐  

    𝐹 𝑥 − ℓ  ≥ 𝑓(𝑥)  𝑥 +
1

2
   ⋇  

∃ 𝑐 𝜖  
−1

2
 ; 𝑥   ;    𝐹 𝑥 − ℓ = 𝑓 𝑐  𝑥 +

1

2
   ⋕  

 𝐈𝐈𝐈  3 ∎ ب 

     : رظجؼ  ⋇ أُزلبٝرخ 
𝐹 𝑥 − ℓ 

𝑥 +
1
2

 ≥ 𝑓(𝑥) 

lim : ٝ ٗؼِْ إٔ 
𝑥→

−1
2

𝑓(𝑥) = +∞ 

𝑡 ∀  :ُذ٣٘ب  ≥ 1   ;   
1

𝑡
≥

1

2𝑡 + 1
  ∗  

lim :كبٗٚ ثبُؼشٝسح ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = +∞ 

 :ٝ رُي ثغجت أُزلبٝرخ اُزب٤ُخ  

 ∀𝑥 ≥ 1   ;    𝐹 𝑥 ≥   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

 0, 𝑥  



 

  

𝑀 

 الإمتحان الوطني الموحد
 لنيل شهادة البكالوريا

 2009الدورة العادية 

( ن 4,5 ): انتمشٌه الأول   

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 
 مسلك العلوم الرياضية أ و ب

 9المعامل 
 أربع ساعات: مدة الإنجاز 

 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 .  صٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ  ×,ℱ ث٤ٖ إٔ  

,𝑀 𝑥 ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد 𝐺ُزٌٖ  0  ٖٓ ℱ ؽ٤ش 𝑥𝜖ℝ∗  

   . ×,ℱ  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح  𝐺ث٤ٖ إٔ 

  ٌٖ٤ُ𝐸 = ℝ∗ × ℝ.   

⊥ 1,1 :   أؽغت   2,3    ٝ   2,3 ⊥  1,1 .   

 . رشبًَ روبث٢ِ 𝜑ث٤ٖ إٔ 

,𝐸 اعز٘زظ ث٤٘خ    ⊥ .  

( ن 4,0 ) : انثاوًانتمشٌه   
 𝑚 1 ػذد ػوذ١ ٣خبُق.  

= ∆:      ٛٞ        رؾون إٔ ٤ٔٓض أُؼبدُخ     1 + 𝒾  𝑚 − 1  2.  

  . 𝐸  أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢ أُغٔٞػخ 

∶  𝑧.   𝐸 أُؼبدُخ راد أُغٍٜٞ ℂٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ    𝑧2 −  1 − 𝒾  𝑚 + 1 𝑧 − 𝒾 𝑚2 + 1 = 0 

 : أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ ⊥ ثوبٕٗٞ اُزش٤ًت اُذاخ٢ِ 𝐸ٗضٝد أُغٔٞػخ 

 ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐸  ;   ∀ 𝑎, 𝑏 𝜖𝐸  ∶    𝑥, 𝑦 ⊥  𝑎, 𝑏 =  𝑎𝑥 , 𝑏𝑥 +
𝑦

𝑎
  

  M2 (×, ℝ        )        .                 عضء ٓغزوش ٖٓ  ℱث٤ٖ إٔ 

  M2 (ℝ)     .2     ٢ٛ ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد أُشثؼخ ٖٓ اُشرجخ 

, ℝ        )        ؽِوخ ٝاؽذ٣خ ٝؽذرٜب                         :   ٗزًش إٔ  +,×) M2  𝐼 =  
1 0
0 1

  

 𝐈  

 أ

 ج

 أ

 ب

3 

1 

 ب

2 

 أ

 ب

1 

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,25

 𝐸  

,𝑥  ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد  ℱُزٌٖ  𝑦      ٖٓ                              ٓغ               ثؾ٤ش      𝑥, 𝑦 ϵℝ∗ × ℝ.  𝑀 𝑥, 𝑦 =  
𝑥 𝑦

0
1

𝑥

      (ℝ) M2  

 :ٗؼزجش اُزطج٤ن 
𝜑 ∶    ℱ,× →  𝐸, ⊥  

𝑀 𝑥, 𝑦 → 𝜑 𝑀 𝑥, 𝑦  =  𝑥, 𝑦  
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( ن 3,0 ) : انثانثانتمشٌه   

 1 ٣غب١ٝ  𝐸  ٢ٌُ ٣ٌٕٞ عذاء ؽ٢ِ أُؼبدُخ 𝑚ؽذد ػ٠ِ اُشٌَ اُغجش١ ه٤ٔز٢ اُؼذد اُؼوذ١ 

𝑧1ٗؼغ     = 1 − 𝒾𝑚    ٝ    𝑧2 = 𝑚 − 𝒾.     

𝑚ك٢ ؽبُخ   = 𝑒𝒾𝜃  ٝ  
𝜋

2
< 𝜃 < 𝜋 أًزت ،  𝑧1 ٝ 𝑧2 ػ٠ِ اُشٌَ أُضِض٢ . 

,𝒪  ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٓجبشش   𝒫 أُغزٟٞ اُؼوذ١  𝑒1    , 𝑒2     .   

𝑚   ٝ  𝑧1:   اُز٢ أُؾبهٜب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ ٢ٛ 𝑀 ٝ 𝑀1 ٝ 𝑀2ٗؼزجش اُ٘وؾ  = 1 − 𝒾𝑚   ٝ   𝑧2 = 𝑚 − 𝒾.  

 . ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ𝑀 ٝ 𝑀1 ٝ 𝑀2 ثؾ٤ش رٌٕٞ اُ٘وؾ 𝑀ؽذد ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ 

′𝑧 اُز٢ ُؾوٜب  ′𝑀 ثبُ٘وطخ 𝑧 ُؾوٜب 𝑀 اُز١ ٣شثؾ ًَ ٗوطخ ℛث٤ٖ إٔ اُزؾ٣َٞ  = 1 − 𝒾𝑧  

 . ٝ ه٤بعب ُضا٣ٝزΩٚٛٞ دٝسإ ٣٘جـ٢ رؾذ٣ذ ُؾن ٓشًضٙ 

( ℜ𝑒 𝑚  اُغضء اُؾو٤و٢ ُِؼذد ٞٛ 𝑚 ٝ 𝔗𝑚 𝑚  عضءٙ اُزخ٢ِ٤ ٞٛ ) 

 . ٓزذاٝسح Ω ٝ 𝑀 ٝ 𝑀1 ٝ 𝑀2 ثؾ٤ش رٌٕٞ اُ٘وؾ 𝑀اعز٘زظ ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ 

 ٌَُ𝑛 ٖٓ ℕ∗ ٗؼغ             :𝑎𝑛 = 2𝑛 + 3𝑛 + 6𝑛 − 1.   

  .∗𝑛 ٖٓ ℕ ػذد صٝع٢ ٌَُ 𝑎𝑛رؾون إٔ 

𝑎𝑛 اُز٢ ٣ٌٕٞ ٖٓ أعِٜب  𝑛ؽذد ه٤ْ  ≡ 0 3 .   

 ٌٖ٤ُ𝑝 ػذدا أ٤ُٝب ثؾ٤ش 𝑝 > 3.  

2𝑝−1:   ث٤ٖ إٔ  ≡ 1 𝑝    ٝ   3𝑝−1 ≡ 1 𝑝    ٝ   6𝑝−1 ≡ 1 𝑝 .    

  .         ٣وغْ 𝑝ث٤ٖ إٔ 

𝑎𝑛 ثؾ٤ش   𝑛 ٣ٞعذ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ 𝑞ث٤ٖ أٗٚ ٌَُ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ أ٢ُٝ  ∧ 𝑞 = 𝑞.  

(   𝑎𝑛 ∧ 𝑞 ٖاُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣ ٞٛ  𝑎𝑛 ٝ  𝑞) 

( ن 10 ) : انشاتغانتمشٌه    𝑛 ّػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ . 

٣𝑥ٌٖٔ ٝػغ   ) 0 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢       ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  = 𝑡𝑛  ). 

  .0 ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝑓𝑛أدسط هبث٤ِخ اشزوبم اُذاُخ 

lim ٝ ٝ ٝ :ؽذد اُٜ٘ب٣بد اُزب٤ُخ 
𝑥→+∞

𝑓1(𝑥) lim
𝑥→+∞

𝑓2(𝑥) lim
𝑥→+∞

𝑓2(𝑥)

𝑥
 lim

𝑥→+∞

𝑓1(𝑥)

𝑥
 

,𝒪  ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ   𝑓 أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ       ٤ٌُٖ     𝒾 , 𝒿  .  C          𝑛 

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ  𝑥 ُِٔزـ٤ش اُؾو٤و٢       ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ   .  ثٔب ٢ِ٣  ∞+

 ∀𝑥 > 0   ;   𝑓𝑛 𝑥 = 𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛 = 𝑓𝑛 0      و    0 

+ ℜ𝑒 𝑚:   رخ٢ِ٤ طشف ارا ٝ كوؾ ارا ًبٕ  :ث٤ٖ إٔ اُؼذد اُؼوذ١  𝔗𝑚 𝑚 = 1   

. 

z2 − z1

z2 − 𝑚
 

 𝐈  

 𝐈𝐈  

 ج

 أ

 ب

 أ

 ب

 ج

 أ

 ب

 ب

1 

 أ

 ج

2 

 ج

2 

1 

2 

1 

  ن1,00

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,50

𝑎𝑝−2 

𝑓𝑛  

𝑓𝑛  
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  .𝑓1أدسط رـ٤شاد اُذاُخ   ن0,50

  .𝑓2أدسط رـ٤شاد اُذاُخ 

,∞− :   ػ٠ِ أُغبٍ 𝐹اعز٘زظ ٓ٘ؾ٠٘ رـ٤شاد اُذاُخ  0    

  .∞− ا٠ُ 𝑥 ػ٘ذٓب ٣ئٍٝ ℓ روجَ ٜٗب٣خ ٓ٘ز٤ٜخ 𝐹ٗلزشع إٔ اُذاُخ 

𝑛∀ :    ث٤ٖ إٔ  ≥ 1   ;   𝑢𝑛 ≥ 0.  

− 𝑓𝑛+1 𝑥ؽذد اشبسح   𝑓𝑛 𝑥    ٍ1   ػ٠ِ أُغب, 𝑒 .  

𝑛∀ :    ث٤ٖ إٔ  ≥ 1   ;   𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛.  

 .   ٓزوبسثخ 𝑢𝑛 𝑛≥1 اعز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ   

 𝑎 ػذد ؽو٤و٢ ٓخبُق ُِؼذد 𝑢1.  

𝑑𝑛:   ٗؼغ 𝑛ٝ ٌَُ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  =  𝑣𝑛 − 𝑢𝑛  .  

 .  ٓزجبػذح𝑣𝑛 𝑛≥1 اعز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ  

lim :ث٤ٖ إٔ 
𝑛→+∞

𝑑𝑛 = +∞ 

𝑛∀  :ث٤ٖ إٔ  ≥ 1   ;   𝑑𝑛 =
𝑛!

2 𝑛−1 
𝑑1 

𝑛∀  :  أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑣𝑛 𝑛≥1 ٗؼزجش أُززب٤ُخ   ≥ 1   ;   𝑣𝑛+1 =
−1

2
+

 𝑛 + 1 

2
𝑣𝑛 𝑣1   و   = a 

lim ٝ :ؽذد 
𝑥→+∞

𝑢𝑛  lim
𝑥→+∞

𝑛𝑢𝑛  

𝑛∀  :ث٤ٖ إٔ  ≥ 2  ;  
1

 𝑛 + 1 
≤ 𝑢𝑛 ≤

1

 𝑛 − 1 
 

𝑥  ٝ أُغزو٤ٔ٤ٖ           ٝ          ٓغبؽخ ؽ٤ض أُغزٟٞ أُؾظٞس ث٤ٖ  𝑐𝑚2اعز٘زظ ثـ  = 1  ٝ  𝑥 = 𝑒.   C          1 2 C          

𝑛∀  :ث٤ٖ إٔ  ≥ 1   ;   𝑢𝑛+1 =
−1

2
+

 𝑛 + 1 

2
𝑢𝑛    

𝑢𝑛 : ٗؼغ 𝑛ٌَُ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  =  𝑓𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝑒

1

 

 :ث٤ٖ إٔ 
3

8
≤ ℓ ≤

3

4
 

lim :ث٤ٖ إٔ 
𝑥→−∞

 𝑓1 𝑡 
1

𝑒𝑥

𝑑𝑡 =
3

4
 

,0  ػ٠ِ أُغبٍ  ٢ٛ𝑓1 داُخ أط٤ِخ ُِذاُخ :                                      رؾون إٔ اُذاُخ  +∞ .   𝑥 → 𝑥2  
3

4
−

ln 𝑥

2
  

𝑥∀  :ث٤ٖ إٔ  < 0   ;   
1

2
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝐹(𝑥) ≤
1

1 + 𝑒2𝑥
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥

𝑑𝑡 

,∞−  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ  𝐹ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  𝑥∀  : ٝإٔ    . 0 < 0   ;   𝐹′ 𝑥 =
 𝑥 − 1 𝑒2𝑥

 1 + 𝑒2𝑥 
 

,∞−  أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ  𝑥 ُِٔزـ٤ش اُؾو٤و٢ 𝐹ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  = 𝐹 𝑥 :  ثٔب ٢ِ٣  0  
𝑓1 𝑡 

1 + 𝑡2

1

𝑒𝑥

𝑑𝑡 

          C          1 2 C .أدسط اُٞػغ اُ٘غج٢ ُِٔ٘ؾ٤٤ٖ٘         ٝ          

=  𝒾 :  ٗؤخز  )  𝒿  = 2𝑐𝑚  

) 

  ٗوطخ اٗؼطبف ُِٔ٘ؾ٠٘             𝐴 1,1ٗوجَ )أٗشئ أُ٘ؾ٤٤ٖ٘         ٝ         
2 C          C          1 2 C          

𝑛∀  :ث٤ٖ إٔ  ≥ 2   ;   
𝑛!

2
≥ 3𝑛−2 

 𝐈𝐈𝐈  

 𝐈𝐈  

 أ

4 

 أ

 ب

 ج

 أ

 ب

 أ

 ب

3 

1 

 أ

 ب

2 

 ب

2 

 ب

3 

 1 أ

 ب

 ج

 د

 2 أ

3 

 ب

 أ

 ج

 د

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,25
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,𝑀 𝑥 ُزٌٖ 𝑦  ٝ 𝑀 𝑎, 𝑏  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤ 𝐹  
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 ( ن 4,5 ):   التمرين الأول 

 أ 1 ∎

 ب 1 ∎

  𝐹 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ×ارٕ 

,𝑀 𝑎ُزٌٖ  𝑏  ٝ 𝑀 𝑐, 𝑑  ٝ 𝑀 𝑒, 𝑓  ٖٓ صلاصخ ػ٘بطش 𝐹  

 :      ُذ٣٘ب 

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

 :ٝ ثبُزب٢ُ 

  .𝐹 هبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ×٣ؼ٢٘ 

 ٌٖ٤ُ𝑀 𝑒1; 𝑒2  اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِؼشة ك٢ 𝐹  

  .𝐹  ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُؼشة أُظلٞكبد ك٢                     ارٕ  

′𝑀 𝑥ُزٌٖ أُظلٞكخ  , 𝑦′ ٓٔبصِخ أُظلٞكخ  𝑀 𝑥, 𝑦  ك٢ ×  ُـ  ثبُ٘غت 𝐹.  

 : ٤ُظ رجبد٤ُب لإٔ ×ُذ٣٘ب 

𝑥∀ :     ٗلاؽع ارٕ إٔ  ≠ 𝑦 ≠ ±1    ;    𝑥2 + 1 ≠ 𝑦2 + 1  

 .  صٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ ×,𝐹  :  خلاصح

∎ 2 

,𝑀 𝑎ُزٌٖ   0   ٝ  𝑀 𝑏,   𝐺  ٓظلٞكز٤ٖ ٖٓ  0

𝑎ُذ٣٘ب   ≠   ارٕ  0
𝑏

𝑎
≠ 0 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑀  

𝑏

𝑎
, 0  𝜖 𝐺   

   . ×,𝐹   صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ×,𝐺 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

 3 أ ∎

 ب 3 ∎

,𝑀 𝑎ُزٌٖ   𝑏   ٝ  𝑀 𝑐, 𝑑  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤  𝐹  

,𝐸   ٗؾٞ   ×,𝐹  رشبًَ ٖٓ  𝜑ارٕ  ⊥ .   

 ٌٖ٤ُ 𝑎, 𝑏  ٖٓ ػ٘ظشا 𝐸.  

  M2 (×, ℝ        )      عضء ٓغزوش 𝐹ٖٓارٕ 

  M2 (×, ℝ        )      عضء ٓغزوش 𝐹ُٖٓذ٣٘ب 

  𝑀 𝑎, 𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑  ×  𝑀 𝑒, 𝑓 =  𝑀 𝑎, 𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 ×  𝑀 𝑒, 𝑓   

⟺     𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑥′ , 𝑦′ = 𝑀 𝑥′ , 𝑦′ × 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝐼 

⟺     𝑀  𝑥𝑥′ , 𝑥𝑦′ +
𝑦

𝑥′
 = 𝑀 1,0  

⟺      
𝑥′ =

1

𝑥
 𝜖 ℝ∗

𝑦′ = −𝑦 𝜖 ℝ

  

     
𝑀 𝑥, 𝑦 × 𝑀 𝑦, 𝑥 = 𝑀 𝑥𝑦 , 𝑥2 + 1 

𝑀 𝑦, 𝑥 × 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑀 𝑥𝑦, 𝑦2 + 1 
  ٝ 

 1,1 ⊥  2,3 =  2  ;   3 +
1

2
 =  2 ; 

7

2
  

 2,3 ⊥  1,1 =  2  ;   2 +
3

1
 =  2 , 5  

⟺     𝑥, 𝑦 =  𝑎, 𝑏  

𝑀 1,0 = 𝐼 

𝑀  رٔزِي ٓظلٞكخ ٓٔبصِخ            ارٕ ًَ ٓظلٞكخ    
1

𝑥
; −𝑦  ثبُ٘غجخ  

  .𝐹ُِؼشة ك٢ 

𝑀 𝑥, 𝑦  

  𝑀 1,0   ػ٠ِ الأهَ             لأٜٗب رؼْ اُؼ٘ظش  𝐹 عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ 𝐺ُذ٣٘ب 

𝜑 𝑀 𝑥, 𝑦  =  𝑎, 𝑏    ٍٜٞاُزب٤ُخ          ٗش٣ذ ؽَ أُؼبدُخ راد أُغ   : 𝑀 𝑥, 𝑦  

,𝑀 𝑥:             ُذ٣٘ب  𝑦 × 𝑀 𝑎, 𝑏 =  
𝑥 𝑦

0
1

𝑥

 ×  
𝑎 𝑏

0
1

𝑎

   

=  
𝑥𝑎 𝑥𝑏 +

𝑦

𝑎

0
1

𝑥𝑎

  

= 𝑀  𝑥𝑎 ;  𝑥𝑏 +
𝑦

𝑎
  

  𝑀 𝑎, 𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑  ×  𝑀 𝑒, 𝑓 =  𝑀  𝑎𝑐 , 𝑎𝑑 +
𝑏

𝑐
 ×  𝑀 𝑒, 𝑓  

=  𝑀  𝑒𝑎𝑐 , 𝑎𝑐𝑓 +
𝑎𝑑

𝑒
+

𝑏

𝑐𝑒
  

 𝑀 𝑎, 𝑏 ×  𝑀 𝑐, 𝑑 ×  𝑀 𝑒, 𝑓  =  𝑀 𝑎 , 𝑏 ×  𝑀  𝑐𝑒, 𝑐𝑓 +
𝑑

𝑒
  

=  𝑀  𝑒𝑎𝑐 , 𝑎𝑐𝑓 +
𝑎𝑑

𝑒
+

𝑏

𝑐𝑒
  

⟺     ∀ 𝑀 𝑎, 𝑏  𝜖 𝐹   ;    𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑒1; 𝑒2 

= 𝑀 𝑒1; 𝑒2 × 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑀 𝑎, 𝑏  

⟺     𝑀  𝑎𝑒1 ; 𝑎𝑒2 +
𝑏

𝑒1
 = 𝑀 𝑎, 𝑏  

⟺      

𝑎𝑒1 = 𝑎         

𝑎𝑒2 +
𝑏

𝑒1
= 𝑏

  

⟺      
𝑒1 = 1 𝜖 ℝ∗

𝑒2 = 0 𝜖 ℝ 
  

= 𝜑 𝑀 𝑐, 𝑑  ⊥ 𝜑 𝑀 𝑎, 𝑏   

,𝜑 𝑀 𝑐:         ُذ٣٘ب  𝑑 × 𝑀 𝑎, 𝑏  = 𝜑  𝑀  𝑎𝑐 ; 𝑏𝑐 +
𝑑

𝑎
    

=  𝑎𝑐 ; 𝑏𝑐 +
𝑑

𝑎
  

=  𝑐, 𝑑 ⊥  𝑎, 𝑏  

,𝑀 𝑏:       ُذ٣٘ب  0 ×  𝑀 𝑎, 0  
′

= 𝑀 𝑏, 0 × 𝑀  
1

𝑎
, 0   

= 𝑀  
𝑏

𝑎
 ;  0  
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 ٚ٘ٓ ٝ    :∀ 𝑎, 𝑏 𝜖𝐸 , ∃! 𝑀 𝑥, 𝑦 𝜖𝐹  ;   𝜑 𝑀 𝑥, 𝑦  =  𝑎, 𝑏   

 .ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح

   𝑀 1,0  صٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ أُظلٞكخ   ×,𝐹  :  تما أن

,𝑀 𝑥ٝ ًَ ٓظلٞكخ   𝑦   روجَ ٓٔبصِخ  𝑀  
1

𝑥
, −𝑦  ك٢ ×  ثبُ٘غجخ ُـ 𝐹.  

,𝐸  :  فئن     𝜑 𝑀 1,0  صٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ اُضٝط   ⊥

,𝑥 ٝ ًَ صٝط   𝑦   ٣وجَ ٓٔبصلا  𝜑 𝑀  
1

𝑥
, −𝑦  .   

 :          ٝ ُذ٣٘ب 
𝜑 𝑀 1,0  =  1,0              

𝜑  𝑀  
1

𝑥
, −𝑦  =  

1

𝑥
, −𝑦 

   

𝑚:  ٗؼغ  = 𝑟𝑒𝑖𝜃 ٖٓ ٗ٘طِن ٝ    :𝑧1𝑧2 = 1   

∎ 1  𝐈  ب 

∎ 1  𝐈  ج 

 .ك٢ ٛزا اُغئاٍ ٣غت ػجؾ ع٤ٔغ هٞاػذ اُظ٤ؾ أُضِض٤خ 

𝑧1:     ٗؼغ  = 𝑟𝑒𝑖𝜑  

 : ثؾ٤ش 𝜃 ثذلاُخ 𝑟 ٝ 𝜑ارٕ ٛذك٘ب ٛٞ ا٣غبد أُغ٤ُٜٖٞ 

𝑟 :         ُذ٣٘ب  cos 𝜑 2 +  𝑟 sin 𝜑 2 = 𝑟2  

1 :        ارٕ  + sin 𝜃 2 + cos2 𝜃 = 𝑟2  

 : ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٖٓ اُ٘ظٔخ ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑟ٗؼٞع 

⟺     
𝑥 = 𝑎
𝑦 = 𝑏

  

𝑧1 =  1 − 𝑖𝑚          و           𝑧2 =  𝑚 − 𝑖  

⟺      1 − 𝑖𝑚  𝑚 − 𝑖 = 1 

⟺     𝑚 − 𝑖 − 𝑚2𝑖 − 𝑚 = 1 

⟺     𝑚2 = −1 + 𝑖 

⟺     𝑟2𝑒2𝑖𝜃 =  2  
− 2

2
+

 2

2
𝑖  

⟺     𝑟2𝑒2𝑖𝜃 =  2𝑒
3𝑖𝜋

4  

⟺      
𝑟2 =  2                                 

𝜃 =
3𝜋

8
+ 𝑘𝜋    ;    𝑘 𝜖  0,1 

  

⟺      
𝑟 =  2

4
                                 

𝜃 =
3𝜋

8
𝜃      أٝ       =

11𝜋

8

  

⟺     

 
  
 

  
 

𝑚1 =  2
4

   
1

2 2 + 4
+ 𝑖 

 2 + 2

4
 

𝑚2 =  2
4

  − 
1

2 2 + 4
− 𝑖 

 2 + 2

4
 

  

⟺      
𝑚1 =  2

4
 𝑒

3𝑖𝜋
8

𝑚2 =  2
4

 𝑒
11𝑖𝜋

8

  

 1 + sin 𝜃 − 𝑖 cos 𝜃 = 𝑟 cos 𝜑 + 𝑖 sin 𝜑 

⟺       
𝑟 cos 𝜑 = 1 + sin 𝜃
𝑟 sin 𝜑 = − cos 𝜃   

  

𝑟:             ارٕ  = 2 sin  
𝜋

4
+

𝜃

2
   

,𝑀 𝑎         ارٕ أُؼبدُخ روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا ٝ ٛٞ   𝑏  

,𝐸   ٗؾٞ   ×,𝐹  روبثَ ٖٓ  𝜑: ٝ ثبُزب٢ُ  ⊥    

,𝑬   وحى   ×,𝑭  تشاكم تقاتهً مه  𝝋: خلاصح  ⊥ .   

∆=  1 − 𝑖 2 𝑚 + 1 2 + 4𝑖 𝑚2 + 1  

= −2𝑖 𝑚2 + 2𝑚 + 1 + 4𝑖𝑚2 + 4𝑖 

= 2𝑖𝑚2 − 4𝑖𝑚 + 2𝑖 

= 2𝑖 𝑚2 − 2𝑚 + 1  

=  1 + 𝑖 2 𝑚 − 1 2 

 ( ن 4,0 ):   التمرين الثاني 

  𝐈  أ 1 ∎

sin 𝜑 =
− cos 𝜃

2 sin  
𝜋
4 +

𝜃
2 

 

  =
cos 𝜋 − 𝜃 

2 sin  
𝜋
4 +

𝜃
2 

 

  =
sin  

−𝜋
2 + 𝜃 

2 sin  
𝜋
4 +

𝜃
2 

 

  =
− sin  

𝜋
2 − 𝜃 

2 sin  
𝜋
4 +

𝜃
2 

 

 ٚ٘ٓ ٝ        :𝑟2 = 2 1 + sin 𝜃 = 2  sin
𝜋

2
+ sin 𝜃   

= 2  2 sin  
𝜋

4
+

𝜃

2
 cos  

𝜋

4
−

𝜃

2
   

= 4 sin  
𝜋

4
+

𝜃

2
 sin  

𝜋

4
+

𝜃

2
  

= 4 sin2  
𝜋

4
+

𝜃

2
  

∎  𝐈  2 

𝑧1                      :      ُذ٣٘ب  = 1 − 𝑖𝑚  

= 1 − 𝑖𝑒𝑖𝜃  

= 1 − 𝑖 cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃  

=  1 + sin 𝜃 − 𝑖 cos 𝜃 
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𝑧2:      ث٘لظ اُطش٣وخ ٗؼغ  = 𝑟𝑒𝑖𝜑  

𝑟 :            ُذ٣٘ب  cos 𝜑 2 +  𝑟 sin 𝜑 2 = 𝑟2  

 : ثؾ٤ش 𝜃 ثذلاُخ 𝑟 ٝ 𝜑ٛذك٘ب ٛٞ اُجؾش ػٖ 

cos :           ارٕ  𝜃 2 +  sin 𝜃 − 1 2 = 𝑟2   

 ٚ٘ٓ ٝ           :𝑟2 = 2 1 − sin 𝜃   

 :ٗؼِْ ؽغت اُغضء الأٍٝ ٖٓ ٛزا اُغئاٍ إٔ 

𝑟2:           أ١   = 2 1 + sin −𝜃    

 لإٔ ٓؼ٤بس ػذد ػوذ١ 𝑟ُوذ رْ اخز٤بس اُو٤ٔخ أُٞعجخ ُـ  : ملاحظح

 .٣ٌٕٞ دائٔب ػذدا ٓٞعجب

 : ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ٖٓ اُ٘ظٔخ ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑟ٗؼٞع 

∎ 1  𝐈𝐈  

𝑚:   ٗؼغ  = 𝑥 + 𝑖𝑦  

𝑦 رشٌَ ٓغزو٤ٔب ٓؼبدُزٚ   𝑀ارٕ ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ  = 𝑥 − 1.  

∎  𝐈𝐈  2 أ 

′𝑧ٗ٘طِن ٖٓ      = 1 − 𝑖𝑧  

 :ٗش٣ذ ًزبثخ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ػ٠ِ شٌَ 

e𝑖𝜃 :          ُذ٣٘ب  = −𝑖
−ωe𝑖𝜃 + ω = 1

   

𝜑:            ارٕ  ≡  
−𝜋

4
+

𝜃

2
  𝑘𝜋   

𝑧1:        ٝ ثبُزب٢ُ  =  2 sin  
𝜋

4
+

𝜃

2
  𝑒

𝑖 
−𝜋

4
+

𝜃

2
 

  

𝑧2 = 𝑚 − 𝑖 = 𝑒𝑖𝜃 − 𝑖 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 − 1  

𝑟 cos 𝜑 + 𝑖 𝑟 sin 𝜑 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 − 1  

⟺     
cos 𝜃 = 𝑟 cos 𝜑       
sin 𝜃 − 1 = 𝑟 sin 𝜑

  

2 1 + sin 𝜃 = 4 sin2  
𝜋

4
+

𝜃

2
  

1 2 :      ارٕ  + sin −𝜃  = 4 sin2  
𝜋

4
−

𝜃

2
  

𝑟2 :٣ؼ٢٘  = 4 sin2  
𝜋

4
−

𝜃

2
  

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑟 = 2 sin  
𝜋

4
−

𝜃

2
  

𝑧2 :      ٝ ثبُزب٢ُ  = 2 sin  
𝜋

4
−

𝜃

2
 𝑒

𝑖 
−𝜋
4

+
𝜃
2
 
 

𝜑:     ارٕ  ≡  
−𝜋

4
+

𝜃

2
  𝑘𝜋   

cos 𝜑 =
cos 𝜃

2 sin  
𝜋
4 −

𝜃
2 

 

=
−2 sin  

𝜋
4 −

𝜃
2 cos  

𝜋
4 −

𝜃
2 

2 sin  
𝜋
4

+
𝜃
2
 

 

= − cos  
𝜋

4
+

𝜃

2
 = sin  

−𝜋

4
+

𝜃

2
  

=
−2 cos  

𝜋
4 +

𝜃
2 sin  

𝜋
4 +

𝜃
2 

2 sin  
𝜋
4

+
𝜃
2
 

 

⟺      cos 𝜑 =
−cos 𝜋 − 𝜃 

2 sin  
𝜋
4

−
𝜃
2
 
 

⟺      cos 𝜑 =
−sin 

−𝜋
2

+ 𝜃 

2 sin  
𝜋
4

−
𝜃
2
 

 

⟺      cos 𝜑 =
−2sin 

−𝜋
4 +

𝜃
2 cos  

−𝜋
4 +

𝜃
2 

2 sin  
𝜋
4

−
𝜃
2
 

 

⟺      cos 𝜑 =
2sin  

𝜋
4

−
𝜃
2
 cos  

−𝜋
4

+
𝜃
2
 

2 sin  
𝜋
4 −

𝜃
2 

 

⟺      cos 𝜑 = cos  
−𝜋

4
+

𝜃

2
  

 𝑀 ٝ 𝑀1 ٝ 𝑀2 ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ . ⟺      𝑀 𝜖  𝑀1𝑀2  

⟺      
𝑧1 − 𝑚

𝑧2 − 𝑚
 𝜖 ℝ 

⟺      
1 − 𝑖𝑚 − 𝑚

𝑚 − 𝑖 − 𝑚
 𝜖 ℝ 

⟺      𝑖 + 𝑚 − 𝑖𝑚 𝜖 ℝ 

⟺       𝑥 + 𝑦 + 𝑖 𝑦 − 𝑥 + 1   𝜖  ℝ 

⟺      𝑦 − 𝑥 + 1 = 0 

⟺      𝑦 = 𝑥 − 1 

𝑧′ = 𝑒𝑖𝜃  𝑧 − 𝜔 + 𝜔 

 . ػذد ػوذ١ ωثؾ٤ش 
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           :     ارٕ 
𝜃 =

−𝜋

2
       

𝜔 =
1

2
−

1

2
𝑖
   

Ω ػجبسح ػٖ دٝسإ ٓشًضٙ اُ٘وطخ  𝑅ارٕ اُزؾ٣َٞ   
1

2
−

𝑖

2
  ٝ صا٣ٝزٚ   

−𝜋

2
   

∎  𝐈𝐈  2 ب 

= ℑ𝑚 𝑚:    ٗؼغ  𝑦     ٝ    ℜ𝑒 𝑚 = 𝑥       ٝ 𝑚 = 𝑥 + 𝑖𝑦     

∎  𝐈𝐈  2 ج 

  ٓزذاٝسحΩ ٝ 𝑀 ٝ 𝑀1 ٝ 𝑀2ٗ٘طِن ٖٓ ًٕٞ اُ٘وؾ 

 ٓزذاٝسح Ω ٝ 𝑀 ٝ 𝑀1 ٝ 𝑀2 اُز٢ ٖٓ أعِٜب 𝑀ارٕ ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ 

َُ أُغزو٤ْ  ٌِّ ∶ Δ :            اُز١ ٓؼبدُزٚ  Δ رشَُ 𝑦 = −𝑥 + 1  

 ( ن 3,3 ):   التمرين الثالث 

 أ 1 ∎

2:   ُذ٣٘ب  ≡ 0 2    ٝ   3 ≡ 1 2     

2𝑛:   ارٕ  ≡ 0 2     ٝ   3𝑛 ≡ 1 2    

2𝑛 :   ٗؾظَ ػ٠ِ  4  ٝ  1 ٝ ٖٓ  − 1 + 3𝑛 1 + 2𝑛 ≡ 2 2    

2𝑛 :    ٣ؼ٢٘  − 1 + 3𝑛 1 + 2𝑛 ≡ 2:       لإٔ  2 0 ≡ 0 2     

 ب 1 ∎

𝑎𝑛:         ُذ٣٘ب  = 2𝑛 + 3𝑛 + 3𝑛2𝑛 − 1  

𝑎𝑛:       ٣ؼ٢٘  = 2𝑛 3𝑛 + 1  +  3𝑛 − 1  

3:   ٗؼِْ إٔ  ≡ 3𝑛:       ارٕ  3 0 ≡ 0 3    

2𝑛 3𝑛:  ٗؾظَ ػ٠ِ  6  ٝ  5 ٖٓ  + 1 +  3𝑛 − 1 ≡ 2𝑛 − 1 3   

2:    ٝ ُذ٣٘ب ك٢ الأخ٤ش  ≡ 2𝑛:         ارٕ  3 1− ≡  −1 𝑛  3      

𝑎𝑛:        ٗغز٘زظ إٔ  8  ٝ  7 ٖٓ أُزٞاكوز٤ٖ  ≡  −1 𝑛 − 1 3   

2𝑘 1− :     ػذد صٝع٢ ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑛ٖٓ أعَ  − 1 = 0   

2𝑘+1 1− :        ػذد كشد١ ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑛: ٖٓ أعَ  − 1 = −2  

 :  ٓشر٤ٖ ٗؾظَ ػ٠ِ  𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡 ثزطج٤ن ٓجشٛ٘خ  

 : ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  2  ٝ  1 ٗؼشة أُزٞاكوز٤ٖ 

∎  𝐈𝐈  2 أ 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑧′ = 𝑒
−𝜋𝑖

2  𝑧 −
1

2
+

𝑖

2
 +  

1

2
−

𝑖

2
  

 .رخ٢ِ٤ طشف 
𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
 ⟺     

𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
 

            
= − 

𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
  

⟺    
𝑚 + 𝑖 − 1 − 𝑖𝑚 

𝑖
=

𝑚 − 𝑖 − 1 + 𝑖𝑚

𝑖
 

⟺     𝑥 − 𝑖𝑦 + 𝑖 − 1 − 𝑖 𝑥 − 𝑖𝑦 =  𝑥 + 𝑖𝑦 − 𝑖 − 1 + 𝑖 𝑥 + 𝑖𝑦  

⟺   −2𝑖𝑥 + 2𝑖 − 2𝑖𝑦 = 0 

⟺   𝑥 + 𝑦 = 1 

⟺   ℜ𝑒 𝑚 + ℑ𝑚 𝑚 = 1 

⟺   𝑎𝑟𝑔  
𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
 ≡ 𝑎𝑟𝑔  

𝑧2 − 𝑧Ω

𝑧1 − 𝑧𝛺
  𝜋  

  : ٝ ُذ٣٘ب 
𝑧2 − 𝑧Ω

𝑧1 − 𝑧𝛺
 =

−𝑖 1
2
− 𝑖

2
− 𝑚 

 1
2
− 𝑖

2
− 𝑚 

= −𝑖 

 .ػذد رخ٢ِ٤ طشف:                 ارٕ 
𝑧2 − 𝑧𝛺

𝑧1 − 𝑧𝛺
 

 .ػذد رخ٢ِ٤ طشف ًزُي:                 ٝ ٓ٘ٚ 
𝑧2 − 𝑧1

𝑧2 − 𝑚
 

⟺   ℜ𝑒 𝑚 + ℑ𝑚 𝑚 = 1 

⟺   𝑦 = −𝑥 + 1 

 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑎𝑛 ≡ −2 3   

𝑎𝑛:         أ١  ≡ 0 3   

ٝ 

 
    𝑝  أولً
𝑝 ∧ 2 = 1

       ⟹        2𝑝−1 ≡ 1 𝑝  

 
    𝑝  أولً
𝑝 ∧ 3 = 1

       ⟹        3𝑝−1 ≡ 1 𝑝   2  

 1  

3𝑝−1 ∙ 2𝑝−1 ≡ 1 𝑝  

6𝑝−1:        ٣ؼ٢٘  ≡ 1 𝑝    ٚ٘ٓ ٝ  :       
2𝑛 − 1 ≡ 1 2 

2𝑛 + 1 ≡ 1 2 
              ٝ 3𝑛 ≡ 1 2     

 2  

 1  
 3  

3𝑛 1        :    ٗؾظَ ػ٠ِ  2  ٝ  3 ٖٓ  + 2𝑛 ≡ 1 2     4  

  .𝑛 ػذد صٝع٢ ٤ًلٔب ًبٕ اُؼذد اُظؾ٤ؼ اُطج٤ؼ٢ 𝑎𝑛: ٝ ثبُزب٢ُ 

 ٚ٘ٓ ٝ  :       3𝑛 − 1 ≡ −1 3        ٝ        3𝑛 + 1 ≡ 1 3       6   5  

𝑎𝑛:       ٣ؼ٢٘  ≡  2𝑛 − 1  3    7  

2𝑛 :         أ١  − 1 ≡   −1 𝑛 − 1  3    8  

𝑎𝑛 :ُذ٣٘ب  = 2𝑛 + 3𝑛 + 6𝑛 − 1 

=  2𝑛 − 1 + 3𝑛 1 + 2𝑛  

 ٚ٘ٓ ٝ           :𝑎𝑛 ≡ 0 2   
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∎  𝐈𝐈  2 ب 

 : ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  4  ٝ  3  ٝ  2  ٝ  1 ٗغٔغ أُزٞاكوبد 

6:     ا٠ُ عذاء ػٞآَ أ٤ُٝخ ٗغذ 6ٗلٌَُي اُؼذد  = 21 × 31  

∎  𝐈𝐈  2 ج 

 ٌٖ٤ُ𝑞 ػذدا أ٤ُٝب . 

  :𝑞ٗلظَ ك٢ ٛزا اُغئاٍ ث٤ٖ صلاس ؽبلاد ُِؼذد 

𝒒إرا كان  : انحانح الأونى  = 𝟐  

𝒒إرا كان  : انحانح انثاوٍح  = 𝟑  

𝒒إرا كان  : انحانح انثانثح  > 3  

𝑥:   ٗؼغ  = 𝑡𝑛 ٕار        :ln 𝑥 = 𝑛 ln 𝑡   

 ٚ٘ٓ ٝ        :𝑡 = 𝑒
 

ln 𝑥

𝑛
 

  

 . داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ ٤ٔ٣ٖ اُظلش𝑓𝑛ارٕ 

 أ 2 ∎

 ( ن 10 ):   التمرين الرابع  الجزء الأول

 1 أ ∎

 ب 1 ∎

 . ؿ٤ش هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝑓𝑛ارٕ 

 ج 1 ∎

= 𝑓1 𝑥:          ُذ٣٘ب  𝑥 1 − ln 𝑥   

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑓1
  1 ر٘ؼذّ ك٢ اُؼذد ′

𝑥:     ارا ًبٕ  > 𝑓1:          كبٕ 1
′ 𝑥 < 0    

2𝑝−1:    ُذ٣٘ب  ≡ 1 𝑝  ٕ3:        ار ∙ 2𝑝−1 ≡ 3 𝑝      1  

3𝑝−1:     ٝ ُذ٣٘ب  ≡ 1 𝑝  ٕ2:         ار ∙ 3𝑝−1 ≡ 2 𝑝        2  

6𝑝−1:    ٝ ُذ٣٘ب  ≡ 1 𝑝  ٕ6:           ار ∙ 6𝑝−2 ≡ 1 𝑝       3  

6−:        ٝ ُذ٣٘ب  ≡ −6 𝑝           4  

3 ∙ 2𝑝−1 + 2 ∙ 3𝑝−1 + 6 ∙ 6𝑝−2 − 6 ≡ 0 𝑝  

⟺       6 ∙ 2𝑝−2 + 6 ∙ 3𝑝−2 + 6 ∙ 6𝑝−2 − 6 ≡ 0 𝑝  

⟺       6 2𝑝−1 + 3𝑝−1 + 6𝑝−2 − 1 ≡ 0 𝑝  

⟺       6 𝑎𝑝−2 ≡ 0 𝑝  

6:     ارٕ 3 ػذد أ٢ُٝ أًجش ٖٓ 𝑝ٝ ُذ٣٘ب  ∧ 𝑝 = 1   6  

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠      : 𝑝  ٗغز٘زظ ؽغت  6  ٝ  5 ٖٓ  ∕ 𝑎𝑝−2  

∶  ∗𝑛𝜖ℕ∀ :     كبٗٚ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ              2 ∕ 𝑎𝑛   1 أ 

∶  ∗𝑛𝜖ℕ∃ :        ارٕ    𝑎𝑛 ∧ 𝑞 = 𝑞  

∶  ∗𝑛𝜖ℕ∀ :     كبٗٚ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ              3 ∕ 𝑎𝑛   1 ب 

∶  ∗𝑛𝜖ℕ∃ :        ارٕ    𝑎𝑛 ∧ 𝑞 = 𝑞  

𝑞∀ :       سأ٣٘ب ك٢ اُغئاٍ          إٔ  > 3   ;   𝑞 ∕ 𝑎𝑞−2   2 ب 

∶  ∗𝑛𝜖ℕ∃ :        ارٕ    𝑎𝑛 ∧ 𝑞 = 𝑞  

 : ٗغز٘زظ ٖٓ ٛزٙ اُؾبلاد اُضلاس إٔ  :خلاصح 

 ∀𝑞𝜖ℙ  ,  ∃𝑛𝜖ℕ∗   ∶    𝑎𝑛 ∧ 𝑞 = 𝑞 

lim
𝑥→0+

 
𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓𝑛 0 

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+
 1 − ln 𝑥 𝑛 = +∞ ∉  ℝ 

lim
𝑥→+∞

 
𝑓2 𝑥 

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 1 − ln 𝑥 2 = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓2 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 1 − ln 𝑥 2 = +∞ 

lim
𝑥→+∞

 
𝑓1 𝑥 

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 1 − ln 𝑥 = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓1 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 1 − ln 𝑥 = −∞ 

𝑥:     ارا ًبٕ  < 𝑓1:          كبٕ 1
′ 𝑥 > 0    

⟺    𝑝 ∕ 6 𝑎𝑝−2   5  

lim : ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑓𝑛 𝑥 = lim
𝑥→0+

𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛  

= lim
𝑡→0+

𝑡𝑛 1 − 𝑛 ln 𝑡 𝑛  

= lim
𝑡→0+

 𝑡 − 𝑛𝑡 ln 𝑡    
𝑛

= 0 = 𝑓𝑛 0  

0 0 

𝑓1:          ارٕ 
′ 𝑥 =  𝑥 − 𝑥𝑙𝑛 𝑥 ′  

= 1 −  ln 𝑥 + 1  

= − ln 𝑥 
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 ب 2 ∎

𝑓2: ٗلاؽع إٔ 
 ر٘ؼذّ ك٢ ′

1

𝑒
 ٝ 𝑒.  

 3 أ ∎

 ب 3 ∎

 الجزء الثاني
 1 أ ∎

 : ثؾ٤ش 𝜓ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ 

;∞−  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝐹: ارٕ  0 .   

𝑥   ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح  𝐹′ 𝑥كبٕ اشبسح   − 1   

𝑥:      ٝ ُذ٣٘ب  < 1  ⟸   𝑥 ≤ 0   

 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑥 − 1 < 0  

> 𝐹′ 𝑥:    ٝ ثبُزب٢ُ  0.     

𝑒 𝑥 
1

𝑒
 0 +∞ 

0 

0 

𝑓2
′ 𝑥  

+ 

−1 − ln 𝑥 

0 

− 1 − ln 𝑥 

𝑓2 

+ 

+ 

+ − 

− − 

+ 

0 

0 

4

𝑒
 +∞ 

0 

𝑥 1 +∞ 0 

0 

𝑥 1 − ln 𝑥 ln 𝑥 

− 

 1 − ln 𝑥  

ln 𝑥 

𝑒 

+ 

− + 

+ 

+ + 

− 

− 0 

0 

0 

;𝑒 ٝ           ٣ٞعذ أعلَ         ػ٠ِ أُغب٤ُٖ   +∞    ٝ   0; 1 .   1 C          2 C          

;1    ػ٠ِ أُغبٍ          ٣ٞعذ كٞم        ارٕ       𝑒 .   1 C          2 C          

𝓞 𝟏 

𝟏 

𝐞 𝟏

𝐞
 

2 C          

1 C          

𝟒

𝐞
 

1 𝑥 

1 

0 +∞ 

−∞ 0 

𝑓1 

+ 𝑓1
′ 𝑥  0 − 

𝑒 

− 

0 

,0                ٓزظِخ ػ٠ِ           ُذ٣٘ب اُذاُخ         +∞   𝑥  →   
𝑓1 𝑥 

1 + 𝑥2
 

𝑥∀  :ُذ٣٘ب  < 0   ;   𝐹′ 𝑥 =
 𝑥 − 1 𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
 

𝑥∀  :ٝ ثٔب إٔ  ≤ 0   ;   
𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
> 0 

 𝑓1 : ًٔب ٢ِ٣     ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

− 𝑓1 𝑥                       :    ُذ٣٘ب  𝑓2 𝑥    

= 𝑥 1 − ln 𝑥 − 𝑥 1 − ln 𝑥 2 

= 𝑥 1 − ln 𝑥  ln 𝑥  

𝑓2
′ 𝑥 =  𝑥 1 − ln 𝑥 2 ′  

=  1 − ln 𝑥 2 −
2𝑥

𝑥
 1 − ln 𝑥  

=  1 − ln 𝑥 2 − 2 1 − ln 𝑥  

=  1 − ln 𝑥  1 − ln 𝑥 − 2  

=  1 − ln 𝑥  −1 − ln 𝑥  

 ب 1 ∎

= 𝐹′ 𝑥:         ٝ ُذ٣٘ب   𝜓 1  
′
−  𝜓 𝑒𝑥  

′
  

= 0 − 𝑒𝑥𝜓′ 𝑒𝑥  

=
−𝑒𝑥𝑓1 𝑒

𝑥 

1 + 𝑒2𝑥
 

=
 𝑥 − 1 𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
 

ٝ 𝐹 𝑥 = 𝜓 1 − 𝜓 𝑒𝑥  𝜓′ 𝑥 =
𝑓1 𝑥 

 1 + 𝑥2 
 

;∞−  داُخ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ  𝐹: ٣ؼ٢٘  0 .   
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 2 أ ∎

𝑒𝑥:       ٣ؼ٢٘  < 𝑡 < 1   

 ٚ٘ٓ ٝ        :1 + 𝑒2𝑥 < 1 + 𝑡2 < 2   

 ب 2 ∎

 ج 2 ∎

∎ 3 

 الجزء الثالث

 1 أ ∎

   ٌٖ٤ُ1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑒   ٝ   𝑛 ≥ 1   

0:  ارٕ  ≤ ln 𝑥 ≤ 1 ٚ٘ٓ ٝ       : 1 − ln 𝑥 ≥ 0   

𝑥 1:     أ١  − ln 𝑥 𝑛 ≥ ∫:           ٝ ثبُزب٢ُ 0 𝑓𝑛 𝑥 𝑑𝑥
𝑒

1
≥ 0   

𝑢𝑛:    أ١  ≥ 0   

 ب 1 ∎

1:    ٝ ثٔب إٔ  ≤ 𝑥 ≤ 𝑒 ٕ1 :       كب − ln 𝑥 ≥ 0   ٝ   − ln 𝑥 ≤ 0  

 ج 1 ∎

,𝑥 𝜖  1 ∀:           ثٔب إٔ  𝑒   ;   𝑓𝑛+1 𝑥 ≤ 𝑓𝑛 𝑥   

∫:         كبٕ  𝑓𝑛+1 𝑥 
𝑒

1
𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑓𝑛 𝑥 

𝑒

1
𝑑𝑥  

 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑢𝑛+1 ≤ 𝑢𝑛  

 د 1 ∎

𝑢𝑛+1:   ُذ٣٘ب  ≤ 𝑢𝑛 ٕار     : 𝑢𝑛 𝑛≥1 ٓززب٤ُخ ر٘بهظ٤خ  . 

𝑛∀ :    ٝ ُذ٣٘ب  ≥ 1   ;   𝑢𝑛 ≥  0 ٓظـٞسح ثـ 𝑢𝑛 𝑛≥1 :    ارٕ 0

 . ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ𝑢𝑛 𝑛≥1 : ٝ ثبُزب٢ُ 

 2 أ ∎

⟺     
1

2
<

1

1 + 𝑡2
<

1

1 + 𝑒2𝑥
 

⟺     
1

2
𝑓1 𝑡 <

𝑓1 𝑡 

1 + 𝑡2
<

𝑓1 𝑡 

1 + 𝑒2𝑥
 

⟺     
1

2
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 <   

𝑓1 𝑡 

1 + 𝑡2 
1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 <   

𝑓1 𝑡 

1 + 𝑒2𝑥 
1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 

⟺     
1

2
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 < 𝐹(𝑥) <

1

 1 + 𝑒2𝑥 
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡  ∗  

;0    ػ٠ِ 𝑓1                 داُخ أط٤ِخ ُِذاُخ           ارٕ اُذاُخ           +∞ .  𝑥 →  𝑥2  
3

4
−

ln 𝑥

2
  

lim ٝ :ثٔب إٔ 
𝑥⟶−∞

𝑒2𝑥 = 0+ = 0 lim
𝑥⟶−∞

𝑥𝑒2𝑥 = 0− = 0 

lim : كبٕ 
𝑥⟶−∞

 𝑓1 𝑡 
1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 = lim

𝑥⟶−∞
 

3

4
−

3𝑒2𝑥

4
+

𝑥𝑒2𝑥

2
 =

3

4
 

 : ُذ٣٘ب 
1

2
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 < 𝐹(𝑥) <

1

 1 + 𝑒2𝑥 
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

 
1

2
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 < 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝐹(𝑥) < 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
 

1

 1 + 𝑒2𝑥 
 𝑓1 𝑡 

1

𝑒𝑥
𝑑𝑡  

⟺      
3

8
< 𝑙 <

3

4
 

=
−1

2
+

 𝑛 + 1 

2
𝑢𝑛  

𝑛∀  :ٝ ثبُزب٢ُ  ≥ 1   ;   𝑢𝑛+1 =
−1

2
+

 𝑛 + 1 

2
𝑢𝑛  

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑓𝑛+1 𝑥 − 𝑓𝑛 𝑥 ≤ ≥ 𝑓𝑛+1 𝑥:        أ١ 0 𝑓𝑛 𝑥     

 𝑓1 𝑡  :ُذ٣٘ب 
1

𝑒𝑥
𝑑𝑡 =  𝑥2  

3

4
−

ln 𝑥

2
  

𝑒𝑥

1

 

=
3

4
− 𝑒2𝑥  

3

4
−

𝑥

2
  

=
3

4
−

3𝑒2𝑥

4
+

𝑥𝑒2𝑥

2
 

𝑥2  : ُذ٣٘ب   
3

4
−

ln 𝑥

2
  

′

= 2𝑥  
3

4
−

ln 𝑥

2
 + 𝑥2  

−1

2𝑥
  

=
3𝑥

2
− 𝑥 ln 𝑥 −

𝑥

2
 

= 𝑥 1 − ln 𝑥 1 

= 𝑓1 𝑥  

=  
𝑥2

2
 1 − ln 𝑥 𝑛+1 

1

𝑒

−
 𝑛 + 1 

2
 𝑥2  

−1

𝑥
  1 − ln 𝑥 𝑛

𝑒

1

𝑑𝑥 

=
−1

2
+

 𝑛 + 1 

2
 𝑥 1 − 𝑙𝑛 𝑥 𝑛

𝑒

1

𝑑𝑥 

𝑢𝑛+1 :   ُذ٣٘ب  =  𝑓𝑛+1 𝑥 
𝑒

1

𝑑𝑥 =  𝑥 
𝑢′

 1 − ln 𝑥 𝑛+1         
𝑣

𝑒

1

𝑑𝑥 

− 𝑓𝑛+1 𝑥                       :   ُذ٣٘ب  𝑓𝑛 𝑥   

= 𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛+1 − 𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛  

= 𝑥 1 − ln 𝑥 𝑛 − ln 𝑥  
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 ب 2 ∎
ُٓؼَشف ثٔب ٢ِ٣ 𝒮اُؾ٤ض   : اُز١ ؽِت ٓ٘ب ؽغبة ٓغبؽزٚ 

 : ٝ ثبُزب٢ُ 

 𝑢𝑛𝑖𝑡é ٕ٢ٛ ٝؽذح أُؼِْ ٝ ثٔب أ    : 𝑖  =  𝑗  = 2𝑐𝑚    

𝑢𝑛𝑖𝑡é:    كبٕ  = 2𝑐𝑚  

 ٚ٘ٓ ٝ   : 𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 = 4𝑐𝑚2  

 3 أ ∎
0:     ُذ٣٘ب ؽغت ٓب عجن  ≤ 𝑢𝑛+1  

 ب 3 ∎

  : 3 ُذ٣٘ب ؽغت اُزؤؽ٤ش 

 4 أ ∎

   ٌٖ٤ُ𝑛 ≥ 1  

𝑛ثبُزشعغ ُذ٣٘ب ٖٓ أعَ   = 2  :  
2!

2
≥ 30  

𝑛:   ثٔب إٔ  ≥ 𝑛 :        كبٕ 2 + 1 ≥ 3   

 ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑛 + 1 3𝑛−2 ≥ 3 ∙ 3𝑛−2 ٣ؼ٢٘     : 𝑛 + 1 3𝑛−2 ≥ 3𝑛−1    

𝑢𝑛+1:        ٝ ُذ٣٘ب  =
−1

2
+

 𝑛+1 

2
𝑢𝑛 

𝑢1 =
−1

2
+

1

2
 
𝑒2

2
−

1

2
 =

𝑒2

4
−

3

4
 

𝑢0 :ارٕ  =  𝑥
𝑒

1

𝑑𝑥 =
𝑒2

2
−

1

2
 

𝑢2 =
−1

2
+

𝑒2

4
−

1

2
−

1

4
=

𝑒2

4
−

5

4
 

𝒮 =  𝑢1 − 𝑢2 =  
𝑒2

4
−

3

4
 −  

𝑒2

4
−

5

4
 =

1

2
 𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 

𝒮:       ٝ ثبُزب٢ُ  =
1

2
 𝑢𝑛𝑖𝑡é 2 = 2 𝑐𝑚2  

0 :ارٕ  ≤
−1

2
+

 𝑛 + 1 

2
𝑢𝑛  

 ٚ٘ٓ ٝ: 
1

2
≤

 𝑛 + 1 

2
𝑢𝑛  

 :أ١ 
1

 𝑛 + 1 
≤ 𝑢𝑛   1  

𝑢𝑛+1 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ≤ 𝑢𝑛  

 :ارٕ 
−1

2
+

 𝑛 + 1 

2
𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛  

 ∀𝑛 ≥ 2   ;   
1

𝑛 + 1
≤ 𝑢𝑛 ≤

1

𝑛 − 1
 

 :  ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ 

 3  

 ∀𝑛 ≥ 2   ;   
1

𝑛 + 1
≤ 𝑢𝑛 ≤

1

𝑛 − 1
 

⟺       ∀𝑛 ≥ 2   ;   
𝑛

𝑛 + 1
≤ 𝑛𝑢𝑛 ≤

𝑛

𝑛 − 1
 

⟺        
−1

2
+

𝑛𝑢𝑛

2
+

𝑢𝑛

2
≤ 𝑢𝑛  

⟺        𝑢𝑛  
𝑛 + 1 − 2

2
 ≤

1

2
 

⟺        𝑢𝑛  
𝑛 − 1

2
 ≤

1

2
 

 2  ⟺     ∀𝑛 ≥ 2     𝑢𝑛 ≤
1

𝑛 − 1
 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑛∞

 
1

𝑛 + 1
 = lim

𝑛∞
 

1

𝑛 − 1
 = 0 

lim : ٗغز٘زظ  3 ارٕ ؽغت اُزؤؽ٤ش 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 0 

lim : ٝ ُذ٣٘ب 
𝑛∞

 
1

𝑛 + 1
𝑛

 = lim
𝑛∞

 
1

𝑛 − 1
𝑛

 = 1 

⟺       ∀𝑛 ≥ 2   ;   
1

1 + 1
𝑛

≤ 𝑛𝑢𝑛 ≤
1

1 − 1
𝑛

  4  

lim  : 4 ارٕ ؽغت اُزؤؽ٤ش 
𝑛∞

𝑛𝑢𝑛 = 1 

𝑛∀  :ٝ ثبُزب٢ُ  ≥ 1   ;   𝑑𝑛 =
𝑛!

2𝑛−1
𝑑1 

 ب 4 ∎

𝑛∀  :ُ٘جشٖٛ ػ٠ِ إٔ  ≥ 2   ;   
𝑛!

2
≥ 3𝑛−2 

𝑛∀       : ٗلزشع إٔ  ≥ 2   ;   
𝑛!

2
≥ 3𝑛−2 

 :ُذ٣٘ب 
 𝑛 + 1 !

2
=  𝑛 + 1 

𝑛!

2
≥  𝑛 + 1 3𝑛−2 

𝒮 =    𝑓2 𝑥 − 𝑓1 𝑥  
𝑒

1

𝑑𝑥  

=   𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 −  𝑓1 𝑥 
𝑒

1

𝑒

1

𝑑𝑥  

=  𝑢1 − 𝑢2  

𝑣𝑛                                :  ارٕ  − 𝑢𝑛  =
𝑛

2
 𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1   

=  
𝑛

2
  

𝑛 − 1

2
  𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2  

=  
𝑛

2
  

𝑛 − 1

2
  

𝑛 − 2

2
  𝑣𝑛−3 − 𝑢𝑛−3  

=  
𝑛

2
  

𝑛 − 1

2
  

𝑛 − 2

2
 ⋯ 

2

2
  𝑣1 − 𝑢1  

⋮ ⋮ ⋮ 

𝑑𝑛                       :  ك٢ اُجذا٣خ ُذ٣٘ب  =  𝑣𝑛 − 𝑢𝑛    

=  
−1

2
+

𝑛

2
𝑣𝑛−1 +

1

2
−

𝑛

2
𝑢𝑛−1  

=
𝑛

2
 𝑣𝑛−1 + 𝑢𝑛−1  



 

  

 2009أجوبة الدورة العادية  𝟏𝟓𝟖 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 

 : ثٔب إٔ 
3

2
 
𝑛−2

   ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب  اُؼذد أُٞعت 
3

  2
   1  الأًجش ٖٓ ٝ    

 د 4 ∎

𝑑𝑛:      ُذ٣٘ب  =  𝑣𝑛 − 𝑢𝑛    

 . ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ 𝑣𝑛 𝑛≥1 ٗلزشع إٔ 

 . ٓزوبسثخ 𝑢𝑛 𝑛≥2 ٝ ٗؼِْ إٔ أُززب٤ُخ 

  ٓزوبسثخ 𝑑𝑛 𝑛≥2 : ارٕ 

 . ٓزجبػذح𝑣𝑛 𝑛≥1 ٝ ثبُزب٢ُ ٖٓ ٛزا اُز٘بهغ ٗغز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ 

 :        ارٕ 
 𝑛 + 1 !

2
≥ 3 𝑛+1 −2 

𝑛∀  :      ٗ٘طِن ٖٓ اُؼلاهخ  ≥ 2   ;   
𝑛!

2
≥ 3𝑛−2 

lim :       كبٕ 
𝑛∞

 
3

2
 
𝑛−2

= +∞ 

 ٚ٘ٓ ٝ       : lim
𝑛∞

𝑑𝑛 = +∞ 

 ج 4 ∎

𝑛∀  :         ٝ ثبُزب٢ُ  ≥ 2   ;   
𝑛!

2
≥ 3𝑛−2 

⟺     𝑛! ≥ 3𝑛−2 ∙ 2 

⟺     𝑛! ≥
3𝑛−2 ∙ 2𝑛−1

2𝑛−2
 

⟺     
𝑛!

2𝑛−1
≥  

3

2
 
𝑛−2

 

⟺     𝑑𝑛 ≥  
3

2
 
𝑛−2

𝑑1 

𝑑𝑛   :            ٌُٖ ؽغت اُغئاٍ     →  ج 4  ∞+

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

  

 الإمتحان الوطني الموحد
 لنيل شهادة البكالوريا

 2009الدورة الاستدراكية 

( ن 4,5 ): انتمشٌه الأول   

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 
 مسلك العلوم الرياضية أ و ب

 9المعامل 
 أربع ساعات: مدة الإنجاز 

 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

,𝒱 ث٤ٖ إٔ    .  ؽِوخ ٝاؽذ٣خ رجبد٤ُخ  ×,+

,𝒱 َٛ اُؾِوخ      عغْ ؟ ×,+

( ن 4,0 ) : انثاوًانتمشٌه   

 ٌٖ٤ُ𝑢  1  ػذدا ػوذ٣ب ٣خبُق − 𝒾 .   

𝒾𝑢 أٗشش    − 1 − 𝒾 2.  

 .أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٝ ٓجبشش 

  .𝐼 ا٠ُ اُ٘وطخ 𝒰 اُز٢ رؾٍٞ اُ٘وطخ 𝑡 صْ ؽذد ٓزغٜخ الإصاؽخ            ٓ٘زظق اُوطؼخ 𝐼ؽذد ُؾن اُ٘وطخ 

 ٌٖ٤ُℛ ٙاُذٝسإ اُز١ ٓشًض Ω  ٚصا٣ٝز ٝ 
−𝜋

2
= ℛ 𝐴:   ث٤ٖ إٔ   .  𝐵.  

, ℝ        )     .  كؼبء ٓزغ٢ٜ ؽو٤و٢                   ٝ إٔ                :        ؽِوخ ٝاؽذ٣خ ٝؽذرٜب أُظلٞكخ                ٗزًش إٔ       +,×) M2  𝐼 =  
1 0
0 1

      (        ℝ , +,∙) M2  

,𝑎      ؽ٤ش                         :     ٓغٔٞػخ أُظلٞكبد 𝒱ُزٌٖ  𝑏 𝜖ℝ2.   ℳ 𝑎 ,𝑏 =  
𝑎 𝑏

4𝑏 𝑎
  

, ℝ        )     .     ٝ ؽذد أعبعب ُٚ                   كؼبء ٓزغ٢ٜ عضئ٢ ٖٓ   𝒱: ث٤ٖ إٔ  +,∙) M2  
  M2 (×, ℝ        )        .            عضء ٓغزوش ٖٓ     𝒱: ث٤ٖ إٔ 

ℳ :أؽغت 
 

1
2

,
−1
4

 
× ℳ

 
1
2

,
1
4
 
 

,𝑎      ٓغ                  :      ؽ٤ش 𝒱 ٓظلٞكخ ٖٓ 𝑋ُزٌٖ  𝑏 𝜖ℝ2.    𝑋 =  
𝑎 𝑏

4𝑏 𝑎
  

𝑋2:  ث٤ٖ إٔ  − 2𝑎𝑋 +  𝑎2 − 4𝑏2 𝐼 = 𝒪 ؽ٤ش  𝒪                           ٢ٛ أُظلٞكخ أُ٘ؼذٓخ . 𝒪 =  
0 0
0 0

  

𝑧 : 𝑧2 أُؼبدُخ راد أُغٍٜٞ ℂؽَ ك٢ ٓغٔٞػخ الأػذاد اُؼوذ٣خ  − 2 𝑢 + 1 − 𝒾 𝑧 + 2𝑢2 − 4𝒾 = 0 

𝐴  1 ٝ ٝ ٝ :ٗؼزجش اُ٘وؾ  + 𝒾 𝑢 − 2𝒾  𝐵  1 − 𝒾 𝑢 + 2  𝒰 𝑢  Ω 2 − 2𝒾  

 أ

 ب

1 

 أ

 ب

2 

3 

4 

1 

 أ

𝑎2:   ٗلزشع إٔ  − 4b2 ≠  ب . ٣٘جـ٢ رؾذ٣ذٙ 𝒱 روجَ ٓوِٞثب ك٢ 𝑋ث٤ٖ إٔ أُظلٞكخ   .0

2 

 أ

 ب

 أ

ن 0,50 ب  

ن 0,25  

ن 0,50  

ن 0,75  

ن 0,25  

ن 0,50  

ن 0,50  

ن 0,25  

ن 0,25  

ن 0,50  

ن 0,25  

ن 0,75  

 𝐴𝐵  

     159: الصفحة   -                2012رمضان   -  http:/www.professeurbadr.blogspot.com-  الأجوبة من اقتراح الأستاذ بدر الدين الفاتحي 



 

  

( ن 3,0 ) : انثانثانتمشٌه   

1 

 أ

 ب

 ج

2 

3 

0,25 ٕ  .  ٓزؼبٓذإ                        اعز٘زظ إٔ   

  .𝐴 ٝ 𝐵 ٝػؼ ؽش٣وخ لإٗشبء اُ٘وطز٤ٖ 𝒰اٗطلاهب ٖٓ اُ٘وطخ 

𝑢:  ٗؼغ  = 𝑎 1 + 𝒾 − 2𝒾 ؽ٤ش     : 𝑎𝜖ℝ .   

  .𝑎 ثذلاُخ        𝐴𝒰 ٝ      ؽذد ُؾو٢ أُزغٜز٤ٖ 

 . ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ𝐴 ٝ 𝐵 ٝ 𝒰اعز٘زظ إٔ اُ٘وؾ 

 𝑛 4 ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ أًجش أٝ ٣غب١ٝ.  

  .𝑈2 ٝ 𝑈3 ٝ     ُذ٣٘ب صلاس ط٘بد٣ن 

𝑛  ٣ؾز١ٞ ػ٠ِ ًشح ؽٔشاء ٝ  𝑈1اُظ٘ذٝم  −  .  ًشح عٞداء  1

𝑛  ٣ؾز١ٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ؽٔشا٣ٖٝ ٝ  𝑈2اُظ٘ذٝم  −  .  ًشح عٞداء  2

𝑛  ٣ؾز١ٞ ػ٠ِ صلاس ًشاد ؽٔشاء ٝ       اُظ٘ذٝم  −  .  ًشح عٞداء  3

ٗخزبس ػشٞائ٤ب ط٘ذٝهب ٖٓ اُظ٘بد٣ن صْ ٗغؾت رآ٤ٗب ًشر٤ٖ ٖٓ اُظ٘ذٝم اُز١ : ٗؼزجش اُزغشثخ اُؼشٞائ٤خ اُزب٤ُخ 

 ٝهغ ػ٤ِٚ الاخز٤بس 

  .𝑋ؽذد ه٤ْ أُزـ٤ش اُؼشٞائ٢ 

  .𝑋اعز٘زظ هبٕٗٞ اؽزٔبٍ أُزـ٤ش اُؼشٞائ٢ 

  ؟𝑈3ػِٔب أٗ٘ب ؽظِ٘ب ػ٠ِ ًشر٤ٖ ؽٔشا٣ٖٝ ، ٓب ٛٞ اؽزٔبٍ إٔ ٣ٌٕٞ اُغؾت هذ رْ ٖٓ اُظ٘ذٝم 

( ن 10 ) : انشاتغانتمشٌه   

= 𝑔 𝑥:   أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑥 ُِٔزـ٤ش اُؾو٤و٢ 𝑔ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  2 1 − 𝑒−𝑥 − 𝑥.   

  .𝑔أدسط رـ٤شاد اُذاُخ 

  .𝑔ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

= 𝑥 ث٤ٖ إٔ أُؼبدُخ   ln :   ك٢ أُغبٍ 𝛼 روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا      0 4; ln 6  

ln:  ٗؤخز  )   2 ≈ 0,7  ٝ  ln 3 ≈ 1,1  ). 

  .+ℝ  ػ٠ِ 𝑔(𝑥)أدسط اشبسح  

𝑢0:    أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣  𝑢𝑛 ٗؼزجش أُززب٤ُخ اُؼذد٣خ   = 1    ٝ   ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑢𝑛+1 = 2 1 − 𝑒−𝑢𝑛  .  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ث٤ٖ إٔ    1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼.  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ث٤ٖ إٔ    𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑔 𝑢𝑛 .  

 ٌٖ٤ُ𝑋 أُزـ٤ش اُؼشٞائ٢ اُؾو٤و٢ اُز١ ٣غب١ٝ ػذد اٌُشاد اُؾٔشاء أُغؾٞثخ . 

 𝑰  

 أ

 ب

3 

 أ 1

 ب

2 

 أ

 ب

 ج

 د

3 

 أ

 ب

0,50 ٕ  

0,50 ٕ  

0,50 ٕ  

0,50 ٕ  

0,75 ٕ  

0,75 ٕ  

0,50 ٕ  

0,50 ٕ  

0,50 ٕ  

0,50 ٕ  

0,50 ٕ  

0,50 ٕ  

0,50 ٕ  

0,50 ٕ  

0,25 ٕ  

𝑋 ث٤ٖ إٔ اؽزٔبٍ اُؾذس   =  :  ٣غب١ٝ  2
8

3𝑛(𝑛 − 1)
 

𝑋 ث٤ٖ إٔ اؽزٔبٍ اُؾذس   =  :  ٣غب١ٝ  1
4 3𝑛 − 7 

3𝑛(𝑛 − 1)
 

𝐴𝐵       

𝑈1  

𝑈3  

𝑔 

 𝐴𝐵   و   ΩI  
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 أ 1

 ب

 ج

2 

 .  رضا٣ذ٣خ هطؼب 𝑢𝑛 𝑛≥0 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ    ن0,25

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ   𝐹ث٤ٖ إٔ  +∞ .  

 ٌٖ٤ُ𝑥   ٍ0  ٖٓ أُغب, +∞ .  

𝐹𝑑 : هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش ٝ إٔ 𝐹اعز٘زظ إٔ 
′  0 =

−1

2
 

,𝑥𝜖 0∀  :أصجذ إٔ  +∞    ;   
−1

2
𝑒2𝑥 ≤

𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥
≤

−1

2
 

,0  ٖٓ أُغبٍ  𝑐ث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ  𝑥  ثؾ٤ش  : 𝐹 𝑥 − 𝐹 0 =
−1

2
𝑥𝑒2𝑐  

𝑥∀  :ٝ إٔ  > 0   ;   𝐹′ 𝑥 =
−1

2
 
𝑒𝑥 − 1

𝑥
 

2

 

lim :أؽغت 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) 

,𝑥𝜖 0∀  :ث٤ٖ إٔ  +∞    ;   𝐹 𝑥 ≤
1 − 𝑒𝑥

2𝑥
 

lim  ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝐹       صْ اعز٘زظ إٔ اُذاُخ            :               أؽغت 
𝑥→0
𝑥>0

  
𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

,𝑥𝜖 0∀  :ث٤ٖ إٔ  +∞    ;   𝑒𝑥 ln 2 ≤   
𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝑒2𝑥 ln 2 

𝑥∀  :ثبعزؼٔبٍ ٌٓبِٓخ ثبلأعضاء ، ث٤ٖ إٔ  > 0   ;   𝐹 𝑥 =
 𝑒2𝑥 − 1 

2𝑥
−

 𝑒𝑥 − 1 

𝑥
−   

𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑥ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  ُِٔزـ٤ش اُؾو٤و٢   : ثٔب ٢ِ٣  ∞+

 ∀𝑥 > 0   ;   𝐹 𝑥 =   
1 − 𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡    و    𝐹 0 = − ln 2 

𝛼: ٗؤخز  )      أٗشئ    ≈ 1,5 ). C          

+𝑓.   ∀𝑥𝜖ℝصْ ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ  :ث٤ٖ إٔ 
∗    ;   𝑓′ 𝑥 =

𝑒𝑥𝑔(𝑥)

𝑥3
 

= 𝑓 𝛼 :رؾون إٔ 
1

𝛼 𝛼 − 1 
 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  أؽغت: ٝ ٝ lim
𝑥→0
𝑥>0

𝑓(𝑥) lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
 

+ℝ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑥 ُِٔزـ٤ش اُؾو٤و٢ 𝑓ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ 
= 𝑓 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣ ∗

1 − 𝑒𝑥

𝑥2
 

lim :  ٓزوبسثخ صْ أؽغت 𝑢𝑛 𝑛≥0 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ  
𝑛→+∞

𝑢𝑛  

 𝑰𝑰  

 𝑰𝑰𝑰  

 أ

 ب

1 

 أ

 ب

2 

3 

 ج

 أ

 ب

3 

4 

 ج

  ن0,50 د

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,25

,𝒪  ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ  𝑓  أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ     ٝ ٤ٌُٖ    𝒾 , 𝒿  .   C          

     161: الصفحة   -                2012رمضان   -  http:/www.professeurbadr.blogspot.com-  الأجوبة من اقتراح الأستاذ بدر الدين الفاتحي 



 

  

 2009أجوبة الدورة الاستدراكية  𝟏𝟔𝟐 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 ( ن 3,0 ):   التمرين الأول 

∎ 1 

ℳ 𝑎ُزٌٖ   ,𝑏   ٝ  ℳ 𝑐 ,𝑑  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤  𝒱 .  ٝ𝑢 ٝ 𝑣ٖػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ . 

𝐼 :ٗؼغ  =  
1 0
0 1

  𝐽 =  
0 1
4 0

  ٝ 

  M2 (ℝ)      عضء ؿ٤ش كبسؽ 𝒱ُٖٓذ٣٘ب 

, ℝ        )      كؼبء ٓزغ٢ٜ عضئ٢ 𝒱ٖٓ: ارٕ  +,∙) M2  

𝒪 لأٗٚ ٣ؼْ أُظلٞكخ أُ٘ؼذٓخ = ℳ 0,0 =  
0 0
0 0

  

ℳ 𝑎ٝ ُزٌٖ   ,𝑏   ٖٓ ٓظلٞكخ  𝒱   

𝑥𝐼ُزٌٖ    + 𝑦𝐽 ٖرؤ٤ُلخ خط٤خ ٓ٘ؼذٓخ ُِٔظلٞكز٤  𝐼 ٝ 𝐽.  

,𝐼  ٗغز٘زظ إٔ   2  ٝ  1 ٖٓ  𝐽  أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ  𝒱 

= 𝑑𝑖𝑚 𝒱:    كبٕ 2ٝ ثٔب إٔ ػذد ػ٘بطشٙ  2.  

,𝐼 ارٕ الأعشح   𝐽  ُٓٞذح ُِلؼبء أُزغ٢ٜ  𝒱   1  

,𝐼 الأعشح  : ٝ ثبُزب٢ُ  𝐽  2  .(أٝ ٓغزوِخ خط٤ب  )  أعشح ؽشح  

 أ 2 ∎
ℳ 𝑎ُزٌٖ   ,𝑏   ٝ  ℳ 𝑥 ,𝑦   ٖٓ ٖٓظلٞكز٤  𝒱.   

𝐽2:    ٗؾظَ ػ٠ِ 𝐽2ٗؾغت   = 4𝐼   

  M2 (×, ℝ        )       عضء ٓغزوش ٖٓ 𝒱ارٕ  
 ب 2 ∎

  𝒱 رغ٤ٔؼ٢ ٝ رٞص٣ؼ٢ ػ٠ِ اُغٔغ ك٢ ×ارٕ اُؼشة 

  𝒱 ٝؽذح اُؾِوخ    𝐼٢ٛ: ُذ٣٘ب 

  𝒱ٝ ثبعزطبػزي إٔ رجشٖٛ ػ٠ِ إٔ اُؼشة رجبد٢ُ ك٢ 

,𝒱 ٝ ثبُزب٢ُ   𝐼   ؽِوخ ٝاؽذ٣خ ٝؽذرٜب    ×,+ = ℳ 1,0 .   

    (        ℝ , +,×) M2   ُذ٣٘ب   : 𝒱,  كؼبء 𝒱         ؽِوخ ٝ            صٓشح رجبد٤ُخ لإٔ        +

, ℝ        )           .            ٓزغ٢ٜ عضئ٢ ٖٓ      +,∙) M2  

𝐼         ؽِوخ ٝاؽذ٣خ ٝ ؽذرٜب               :    ٝ ٗؼِْ إٔ  = ℳ 1,0        (        ℝ , +,×) M2  
    (        ℝ ,×) M2  ٖٓ ثٔب إٔ    عضء ٓغزوش 

 3 ∎ أ

 :ثؼذ ؽغبة عذاء أُظلٞكز٤ٖ ٗؾظَ ػ٠ِ 

 ٗؼِْ إٔ اُغغْ ٛٞ ًَ ؽِوخ ًبِٓخ

 ب 3 ∎

,𝒱 :  ٝ ثبُزب٢ُ   .   ٤ُظ عغٔب  ×,+

 4 أ ∎

𝐽2أش٤ش ك٢ اُجذا٣خ ا٠ُ إٔ    = 4𝐼   

ℳ
 

1
2

  ,
−1
4

 
× ℳ

 
1
2

 ,
1
 4

 
= ℳ 0,0 = 𝒪 

 𝑎𝑏 = 0   ⟹     𝑎 = 𝑏   أٝ  0 =  :٣ؼ٢٘   0

,𝒱 ٖٓ اُغئاٍ           ٗغز٘زظ إٔ اُؾِوخ     ٤ُغذ ًبِٓخ  ×, +

 .ٗظشا ُٞعٞد ٓظلٞكز٤ٖ ؿ٤ش ٓ٘ؼذٓز٤ٖ ٌُٖ عذاءٛٔب ٓ٘ؼذّ
 3 أ

𝑢ℳ 𝑎 :ُذ٣٘ب  ,𝑏 + 𝑣ℳ 𝑐 ,𝑑 =  
𝑢𝑎 𝑢𝑏

4𝑢𝑏 𝑢𝑎
 +  

𝑣𝑐 𝑣𝑑
4𝑣𝑑 𝑣𝑐

  

=  
𝑢𝑎 + 𝑣𝑐 𝑢𝑏 + 𝑣𝑑

4 𝑢𝑏 + 𝑣𝑑 𝑢𝑎 + 𝑣𝑐
  

= ℳ 𝑢𝑎 +𝑣𝑐  ,𝑢𝑏 +𝑣𝑑   

ℳ 𝑎 : ارٕ  ,𝑏 =  
𝑎 𝑏

4𝑏 𝑎
 = 𝑎  

1 0
0 1

 + 𝑏  
0 1
4 0

  

= 𝑎𝐼 + 𝑏𝐽 

⟺       𝑥𝐼 + 𝑦𝐽 = 0 

⟺        
𝑥 𝑦

4𝑦 𝑥 = 0 

⟺        
𝑥 = 0
𝑦 = 0

  

ℳ 𝑥 :ارٕ  ,𝑦 × ℳ 𝑎 ,𝑏 =  𝑥𝑎 + 4𝑦𝑏 𝐼 +  𝑥𝑏 + 𝑦𝑎 𝐽 

= ℳ 𝑥𝑎+4𝑦𝑏  ,   𝑥𝑏+𝑦𝑎   

=   𝑎𝐼 + 𝑏𝐽 2 − 2𝑎 𝑎𝐼 + 𝑏𝐽 +  𝑎2 − 4𝑏2 𝐼 

= 𝑎2𝐼 + 𝑏2𝐽2 + 2𝑎𝑏𝐽 − 2𝑎2𝐼 − 2𝑎𝑏𝐽 +  𝑎2 − 4𝑏2 𝐼 

=  𝑎2 + 4𝑏2 − 2𝑎2 + 𝑎2 − 4𝑏2 𝐼 +  2𝑎𝑏 − 2𝑎𝑏 𝐽 = 𝒪 

𝑋2 :ُذ٣٘ب  − 2𝑎𝑋 +  𝑎2 − 4𝑏2 𝐼 

ℳ 𝑥:    ُذ٣٘ب  ,𝑦 × ℳ 𝑎 ,𝑏 =  𝑥𝐼 + 𝑦𝐽  𝑎𝐼 + 𝑏𝐽   

=  𝑥𝑎𝐼 + 𝑥𝑏𝐽 + 𝑦𝑎𝐽 + 𝑦𝑏𝐽2  
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 ب 4 ∎

ℳ 𝑎:  ٝ ثبُزب٢ُ  ,𝑏      روجَ ٓوِٞثب ٛٞ أُظلٞكخ   ℳ
 

−𝑎
4𝑏2−𝑎2   ,

𝑏
4𝑏2−𝑎2 

 

 :ثؼذ اُ٘شش ٝ اُزجغ٤ؾ ٗؾظَ ػ٠ِ 

 ( ن 4,0 ):   التمرين الثاني 

 1 أ ∎

 ب 1 ∎

 𝑖𝑢 − 1 − 𝑖 2 = −𝑢2 +  2 − 2𝑖 𝑢 + 2𝑖 

 2 أ ∎

 ٌٖ٤ُ𝑧 اُز٢ رؾٍٞ        ُؾن ٓزغٜخ الإصاؽخ 𝑈 ا٠ُ 𝐼.  

 :ارٕ ؽغت اُزؼش٣ق اُؼوذ١ ُلإصاؽخ 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑧1 =  1 − 𝑖 𝑢 + 2 

 ٝ 𝑧2 =  1 + 𝑖 𝑢 − 2𝑖 

= 𝑇 𝑈 :ُذ٣٘ب  𝐼 

 :٣ؼ٢٘ 
𝑇𝑡  𝑈 𝐼 

 ب 2 ∎

   𝑀 𝑧   ٝ  𝑀′(𝑧′):  ٗؼغ 

Ω 2  دٝسإ ٓشًضٙ  ℛُذ٣٘ب   − 2𝑖   ٚصا٣ٝز ٝ   
−𝜋

2
   

 : ٢ٛ ℛارٕ اٌُزبثخ اُؼوذ٣خ ُِذٝسإ 

= ℛ 𝐴:    ٗغز٘زظ إٔ ℛ  ُِذٝسإ  ∗ ارٕ ؽغت اٌُزبثخ اُؼوذ٣خ   𝐵.   

= ℛΩ 𝐴:    ُذ٣٘ب  𝐵   

 ج 2 ∎

  Ω   ٓضِش هبئْ اُضا٣ٝخ ٝ ٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ ك٢  Ω𝐴𝐵ارٕ  

. 
 كبٗٚ ؽغت اُخبط٤خ ا٤ُٔٔضح  𝐴𝐵  ٢ٛ ٓ٘زظق 𝐼ٝ ثٔب إٔ 

    𝐴𝐵   ٛٞ ٝاعؾ   Ω𝐼 :  ُٞاعؾ هطؼخ 

⊥ Ω𝐼 :   ٝ ثبُزب٢ُ   𝐴𝐵 .    

   :ارٕ 
Ω𝐴      , Ω𝐵       

            
≡

−π

2
 2π 

𝛺𝐴 = 𝛺𝐵

  

 د 2 ∎

  𝑈 ٝ Ωٗ٘طِن ٖٓ اُ٘وطز٤ٖ 

= 𝑇𝑡  𝑈:  ُذ٣٘ب  𝐼 ارٕ ٗ٘شئ   𝐼 ٍثبعزؼٔب    :𝑡 = 𝑈𝐼        

 ٝ اُؼٔٞد١ ػ٠ِ         𝐼 أُبس ٖٓ       ٗشعْ أُغزو٤ْ 

⊥ ΩI :   لإٔ )  AB   ) 

  . 𝐷  ػ٠ِ ٛزا أُغزو٤ْ 𝐴 ٝ 𝐵ٝ ع٘ؾذد 

  .Ω  ٓضِش هبئْ اُضا٣ٝخ ٝ ٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ سأعٚ Ω𝐴𝐵:   ُذ٣٘ب 

 ٝ𝐼 ٓ٘زظق           .  

𝐼𝐴ارٕ    = 𝐼𝐵 = 𝐼Ω ٚ٘ٓ ٝ    :𝐴 ٝ 𝐵 ٝ Ω ٖٓ ٗوؾ 

  .Ω𝐼 ٝشؼبػٜب 𝐼اُذائشح اُز٢ ٓشًضٛب 

   اُز٢    ٗشعْ اُذائشح   𝐴 ٝ 𝐵ُِؾظٍٞ ػ٠ِ :  ٝ ثبُزب٢ُ 

 ٣وطغ            ٝ ٗلاؽع إٔ   . Ω𝐼 ٝ شؼبػٜب  𝐼ٓشًضٛب 

  .𝐴 ٝ 𝐵ك٢ ٗوطز٤ٖ ٛٔب 

C         

C         

 𝐼ٓ٘زظق         .   ⟺      𝑧𝐼 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵

2
=  𝑢 − 𝑖 + 1  

 :ُذ٣٘ب 

⟺      𝑧𝐼 = 𝑧𝑈 + 𝑧 

⟺       𝑢 − 𝑖 + 1 = 𝑢 + 𝑧 

⟺      𝑧 =  1 − 𝑖  

=∆ :ُذ٣٘ب  4 −𝑢2 + 2𝑢 + 2𝑖 − 2𝑖𝑢  

= 4 𝑖𝑢 − 1 − 𝑖 2 

=  2 𝑖𝑢 − 1 − 𝑖  2 

𝑋2 − 2𝑎𝑋 +  𝑎2 − 4𝑏2 𝐼 = 𝒪 

⟺     𝑋2 − 2𝑎𝑋 =  4𝑏2 − 𝑎2 𝐼 

⟺      𝑋 ×  
𝑋

4𝑏2 − 𝑎2
 −  

2𝑎

4𝑏2 − 𝑎2
 = 𝐼 

⟺      𝑋 × ℳ
 

−𝑎
4𝑏2−𝑎2   ,

𝑏
4𝑏2−𝑎2 

= 𝐼  

 4 أ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ

𝑡  1:  ٝ ثبُزب٢ُ  − 𝑖  ٢ٛ ٓزغٜخ الإصاؽخ   𝑇.  

ℛ M = M′  ⟺   z′ −  2 − 2𝑖 = e
−𝑖π

2  z −  2 − 2𝑖   

 ⟺   z′ = −𝑖z + 4  ∗  

𝑖𝑧𝐴− :ٝ ُذ٣٘ب  + 4 = −𝑖  1 + 𝑖 𝑢 − 2𝑖 + 4 

= −2 − 𝑖𝑢 1 + 𝑖 + 4 

= 2 + 𝑢 −𝑖 + 1  

= 𝑧𝐵  

 𝐴𝐵  

𝑡  

 𝐷  

 𝐴𝐵  

 𝐷  

 Ω𝐼  
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 أ 3 ∎

=      𝑧𝐴𝐵 :ُذ٣٘ب  𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 

𝑧𝐴𝑈       = 𝑧𝑈 − 𝑧𝐴  ُذ٣٘ب ًزُي ٝ: 

 ب 3 ∎

=      𝑧𝐴𝐵:   ارٕ  𝑘𝑧𝐴𝑈        ثؾ٤ش   :𝑘 ػذد ؽو٤و٢ ؿ٤ش  

:ٓ٘ؼذّ ٝ ٣غب١ٝ 
2 1−𝑎 

 2−𝑎 
  

 .  ٓزغٜزبٕ ٓغزو٤ٔ٤زبٕ      𝐴𝐵        ٝ  𝐴𝑈:  ٝ ثبُزب٢ُ 

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

∎ 1 

 :كبٗٚ ٣ؾزَٔ إٔ ٗغؾت : ػ٘ذٓب ٗغؾت ًشر٤ٖ ٖٓ أؽذ اُظ٘بد٣ن 

 ًٖشر٤ٖ ؽٔشا٣ٝ. 

 أٝ ًشح ؽٔشاء ٝ الأخشٟ عٞداء. 

 ٖأٝ ًشر٤ٖ عٞدا٣ٝ. 

   .  2 ٝ 1 ٝ 0  :   ٢ٛ Xارٕ ه٤ْ أُزـ٤ش اُؼشٞائ٢ 

= X Ω:     أٝ ثزؼج٤ش آخش   0,1,2 .  

 2 أ ∎

 ٌٖ٤ُΩآٌب٤ٗبد ٛزٙ اُزغشثخ اُؼشٞائ٤خ ًٕٞ . 

 :ػ٘ذٓب ٗغؾت ًشر٤ٖ ٖٓ ط٘ذٝم كبٗٚ ُذ٣٘ب

 𝐶3
    آٌب٤ٗخ لاخز٤بس اُظ٘ذٝم1

 𝐶𝑛
 . ًشح𝑛   آٌب٤ٗخ ُغؾت ًشر٤ٖ ٖٓ ث٤ٖ 2

𝑐𝑎𝑟𝑑  Ω = 𝐶3
1 ∙ 𝐶𝑛

2 =
3𝑛!

2!  𝑛 − 2 !
=

3𝑛 𝑛 − 1 

2
 :ارٕ  

𝑋 ُذ٣٘ب اُؾذس   =    ٛٞ اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ؽٔشا٣ٖٝ 2

 :ارٕ ُذ٣٘ب 

 0  آٌب٤ٗخ  ُغؾت اٌُشر٤ٖ اُؾٔشا٣ٖٝ ٖٓ اُظ٘ذٝم 𝑈1.  

   آٌب٤ٗخ ٝاؽذح ُغؾت اٌُشر٤ٖ اُؾٔشا٣ٖٝ ٖٓ اُظ٘ذٝم𝑈2  

 𝐶3
  𝑈3   آٌب٤ٗخ ُغؾت اٌُشر٤ٖ اُؾٔشا٣ٖٝ ٖٓ اُظ٘ذٝم  2

. 

 :ارٕ 

𝑃 𝑋 = 2 =
0 + 1 + 𝐶3

2

𝑐𝑎𝑟𝑑 (Ω)
=

4

3𝑛 𝑛 − 1 
2

=
8

3𝑛 𝑛 − 1 
 

 2 ب ∎

𝑋 ُذ٣٘ب اُؾذس   =    ٛٞ اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشح ؽٔشاء ٝاؽذح  1

 : ٝ الأخشٟ ثطج٤ؼخ اُؾبٍ عزٌٕٞ عٞداء ٝ ُٜزا ُذ٣٘ب 

  𝐶1
1 × 𝐶𝑛−1

1    .𝑈1   آٌب٤ٗخ ُغؾت ًشح ؽٔشاء ٝ الأخشٟ عٞداء ٖٓ   

  𝐶2
1 × 𝐶𝑛−2

1    .𝑈2   آٌب٤ٗخ ُغؾت ًشح ؽٔشاء ٝ الأخشٟ عٞداء ٖٓ   

  𝐶3
1 × 𝐶𝑛−3

1    .𝑈3   آٌب٤ٗخ ُغؾت ًشح ؽٔشاء ٝ الأخشٟ عٞداء ٖٓ   

 :ػذد آٌب٤ٗبد اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشح ؽٔشاء ٝ الأخشٟ عٞداء ٛٞ : ارٕ 

𝑐𝑎𝑟𝑑  𝑋 = 1 =  𝐶1
1 × 𝐶𝑛−1

1  +  𝐶2
1 × 𝐶𝑛−2

1  +  𝐶3
1 × 𝐶𝑛−3

1   

⟺     𝑐𝑎𝑟𝑑  𝑋 = 1 =  6𝑛 − 14  

⟺       𝑧𝐴𝑈       = 𝑎 1 + 𝑖 − 2𝑖 −  1 + 𝑖 𝑢 + 2𝑖 

⟺       𝑧𝐴𝑈       =  1 + 𝑖  𝑎 − 𝑢  

⟺       𝑧𝐴𝑈       =  1 + 𝑖  2𝑖 − 𝑎𝑖  

⟺       𝑧𝐴𝑈       = 𝑖 1 + 𝑖  2 − 𝑎  

⟺       𝑧𝐴𝑈       =  𝑖 − 1  2 − 𝑎  

⟺       𝑧𝐴𝐵      =   1 − 𝑖 𝑢 + 2 −   1 + 𝑖 𝑢 − 2𝑖  

⟺       𝑧𝐴𝐵      = −2𝑖𝑢 + 2 + 2𝑖 

⟺       𝑧𝐴𝐵      = −4 − 2𝑖𝑎 1 + 𝑖 + 2 + 2𝑖 

⟺       𝑧𝐴𝐵      = 2 𝑖 − 1 − 𝑖𝑎 1 + 𝑖   

⟺       𝑧𝐴𝐵      = 2 𝑖 − 1 − 𝑖𝑎 + 𝑎  

⟺       𝑧𝐴𝐵      = 2 𝑖 − 1  1 − 𝑎  

=      𝑧𝐴𝐵       :ُذ٣٘ب  2 𝑖 − 1  1 − 𝑎  

⟺       𝑧𝐴𝐵      =  
2 1 − 𝑎 

 2 − 𝑎 
  𝑖 − 1  2 − 𝑎  

⟺       𝑧𝐴𝐵      =  
2 1 − 𝑎 

 2 − 𝑎 
 𝑧𝐴𝑈        

 . ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ 𝐴 ٝ 𝐵 ٝ 𝑈: أ١ 
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 : ٝ ثبُزب٢ُ 

𝑃 𝑋 = 1 =
𝑐𝑎𝑟𝑑  (𝑋 = 1) 

𝑐𝑎𝑟𝑑 (Ω)
=

 6𝑛 − 14 

3𝑛 𝑛 − 1 
2

=
4 3𝑛 − 7 

3𝑛 𝑛 − 1 
 

 ج 2 ∎

𝑋 :   ك٢ اُجذا٣خ ٝعت ػ٤ِ٘ب ؽغبة اؽزٔبٍ اُؾذس  = 0 .  

𝑃 𝑋:   ٗؼِْ إٔ  = 0 + 𝑃 𝑋 = 1 + 𝑃 𝑋 = 2 = 1.  

𝑃 𝑋:   ارٕ  = 0 = 1 − 𝑃 𝑋 = 1 − 𝑃 𝑋 = 2    

 : ٓؼشف ثٔب ٢ِ٣ 𝑋ارٕ هبٕٗٞ اؽزٔبٍ أُزـ٤ش اُؼشٞائ٢ 

𝑥0    ٝ :ٗؼغ  =
3𝑛2 − 15𝑛 + 20

3𝑛 𝑛 − 1 
    𝑥1 =

4 3𝑛 − 7 

3𝑛 𝑛 − 1 
 

ٝ    𝑥2 =
8

3𝑛 𝑛 − 1 
 

𝑃 𝑋 = 𝑘 = 𝑥𝑘     /     𝑘𝜖 0,1,2  

∎ 3 

𝑈3  " 𝐸3ٗغؾت اٌُشر٤ٖ ٖٓ اُظ٘ذٝم : " ٗؼزجش اُؾذس اُزب٢ُ  =   

= 𝑔′ 𝑥:     ُذ٣٘ب  2𝑒−𝑥 − 1  

 ٓغ اُؼِْ أٗ٘ب 𝑈3اؽزٔبٍ إٔ ٣ٌٕٞ اُغؾت هذ رْ ٖٓ اُظ٘ذٝم 

 :ؽظِ٘ب ػ٠ِ ًشر٤ٖ ؽٔشا٣ٖٝ ٛٞ الإؽزٔبٍ اُششؽ٢ اُزب٢ُ 

   𝑃 𝑋=2  𝐸3 =
𝑃 𝐸3 ∩  𝑋 = 2  

𝑃 𝑋 = 2 
 

𝑃 𝐸3    :ُذ٣٘ب  ∩  𝑋 = 2  =
1

3
×

𝐶3
2

𝐶𝑛
2 =

2

𝑛 𝑛 − 1 
 

𝑃  𝑋    :ٝ ُذ٣٘ب  = 2  =
8

3𝑛 𝑛 − 1 
 

= 𝑃 𝑋=2  𝐸3    :ارٕ 

2
𝑛 𝑛 − 1 

8
3𝑛 𝑛 − 1 

=
6

8
 

 ( ن 3,3 ):   التمرين الرابع 

 1 أ ∎

ln   ر٘ؼذّ ك٢   ′𝑔 :  ارٕ  2 .   

  ٝ𝑔′ 𝑥 > 𝑥  ارا ًبٕ  0 < ln  رضا٣ذ٣خ 𝑔  ٣ؼ٢٘ 2

. 
𝑥  ارا ًبٕ                     ٝ   > ln  . ر٘بهظ٤خ 𝑔  ٣ؼ٢٘ 2

 : ًٔب ٢ِ٣ 𝑔ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

lim ٝ :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = −∞ lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = −∞ 

ln 2 𝑥 

1 − ln 2 

−∞ +∞ 

−∞ −∞ 

𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 0 − 

 ب ∎ 1

 2 ∎ أ

ln  داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ  𝑔ُذ٣٘ب  2 ,  𝑔  ارٕ  ∞+

ln ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ   4 , ln :     لإٔ  6

 ln 4 , ln 6 ⊂  𝑙𝑛 2 , +∞   

ln  روبثَ ٖٓ  𝑔ارٕ  4 , ln  .  ٗؾٞ طٞسرٚ  6

𝜖  −1 0:    ٗلاؽع إٔ 

10
 , 1

10
 .   

𝑙𝑛   ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا ك٢ أُغبٍ   0ارٕ   4 , 𝑙𝑛 6    

!∃ :    أٝ ثزؼج٤ش آخش   𝛼 𝜖  ln 4 , ln 6   ∶   𝑔 𝛼 = 0   

𝑔  ln :ٝ ُذ٣٘ب  4 , ln 6  =  
5

3
− ln 6  ,

3

2
− ln 4 ≈  

−1

10
  ,

1

10
  

 2 ب ∎

ln  داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ   𝑔ُذ٣٘ب  2 , +∞   

𝑥ارٕ ارا ًبٕ    > 𝛼 ٕكب    :𝑔 𝑥 < 𝑔(𝛼) أ١   :𝑔 𝑥 < 0   

lnارا ًبٕ   2 < 𝑥 < 𝛼 ٕكب      :𝑔 𝑥 > 0  

,0 :    داُخ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑔ٝ ُذ٣٘ب  ln 2    

,𝑥 𝜖  0:    ارا ًبٕ  ln 2    

𝑥:   كبٕ  > 0 ٚ٘ٓ ٝ       :𝑔 𝑥 > 𝑔 0 = 0   

 :ٝ ٓٔب عجن ٗغز٘زظ عذٍٝ الإشبسح اُزب٢ُ 

ln 2 𝑥 

0,3 

0 +∞ 

0 0 𝑔(𝑥) + 

𝛼 

− + 

   ⟺     𝑃 𝑋 = 0 = 1 −
4 3𝑛 − 7 

3𝑛 𝑛 − 1 
−

8

3𝑛 𝑛 − 1 
 

   ⟺     𝑃 𝑋 = 0 =
3𝑛 𝑛 − 1 − 8 − 4 3𝑛 − 7 

3𝑛 𝑛 − 1 
 

   ⟺     𝑃 𝑋 = 0 =
3𝑛2 − 15𝑛 + 20

3𝑛 𝑛 − 1 
 

𝑔′ 𝑥 < 0 



 

  

𝑛 ٖٓ أعَ  = 1:     ُذ٣٘ب  0 ≤ 𝑢0 = 1 ≤ 𝛼  
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 أ 3 ∎

∶  𝑛𝜖ℕ∀ :   ٗلزشع إٔ   1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼    

𝑒−𝛼:     ارٕ  < 𝑒−𝑢𝑛 ≤ 𝑒−1  

 ٚ٘ٓ ٝ      : 2 −
2

𝑒
 ≤ 2 1 − 𝑒−𝑢𝑛  < 2 1 − 𝑒−𝛼   

2 :   ٝ ُذ٣٘ب  −
2

𝑒
 >  (ا٥ُخ اُؾبعجخ)   1

   ٝ2 1 − 𝑒−𝛼 =   (  ٕلأ   :𝑔 𝛼 = 0  ) 

1:    ارٕ  ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼.   

 ب 3 ∎

 :ُذ٣٘ب 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 2 1 − 𝑒−𝑢𝑛  − 𝑢𝑛 = 𝑔(𝑢𝑛) 

 ج 3 ∎

  :𝑔ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ اشبسح 

 𝑔    ٍٓٞعجخ ػ٠ِ أُغب  

,1  ٓٞعجخ ًزُي ػ٠ِ أُغبٍ  𝑔ارٕ  𝛼 .   ٕ1 :    لأ, 𝛼 ⊂  ln 2 , 𝛼    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :      ٝ ٗؼِْ إٔ    𝑢𝑛𝜖 1, 𝛼   

< 𝑔 𝑢𝑛:   ارٕ  0 ٚ٘ٓ ٝ         :𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :       أ١    𝑢𝑛+1 > 𝑢𝑛   

   ٓززب٤ُخ رضا٣ذ٣خ𝑢𝑛 𝑛≥0 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

 د 3 ∎

  .𝛼   رضا٣ذ٣خ ٝ ٌٓجٞسح ثبُؼذد 𝑢𝑛 𝑛≥0 :  ثٔب إٔ 

;   𝑛𝜖ℕ∀   ):  لإٔ     1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼   ) 

= 𝑙𝑖𝑚 𝑢𝑛:  ك٢ٜ ٓزوبسثخ ٝ ٗؼغ : ارٕ  ℓ    

 :  ٓززب٤ُخ رشعؼ٤خ ٓؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑢𝑛 𝑛 :  ُذ٣٘ب 

,1  ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑕ٝ ُذ٣٘ب  𝛼 .   

= 𝑕′ 𝑥:   لإٔ  2𝑒−𝑥 > 0   

,𝑕  1:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  𝛼  ⊂  1, 𝛼     ٝ   𝑢0 = 1 𝜖  1, 𝛼    

= 𝑕 ℓ ٢ٛ ؽَ ُِٔؼبدُخ   ℓارٕ اُٜ٘ب٣خ  ℓ.   

= 𝑔 ℓ:    أٝ ثزؼج٤ش ع٤َٔ  0.  

ln  ٖٓ أُغبٍ   𝛼ٛزٙ أُؼبدُخ روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا  4 , ln 6 .   

ℓ :ٝ ثبُزب٢ُ  = lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = 𝛼 

𝑢𝑛+1 = 2 1 − 𝑒−𝑢𝑛  = 𝑕(𝑢𝑛) 

 الجزء الثاني
∎ 1 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 
1 − 𝑒𝑥

𝑥2  = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 
1

𝑥2 
−

1

4
 
𝑒 

𝑥
2
 

 
𝑥
2
 
 

   

2

 = +∞ 

+∞ 0 

+∞ +∞ 

𝑒0 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

 
1 − 𝑒𝑥

𝑥2  = lim
𝑥→0+

 
𝑒𝑥 − 1

𝑥 − 0
 

       
 
−1

𝑥
 

   
= −∞ 

−∞ 

 2 أ ∎

= 𝑔 𝛼      :ُذ٣٘ب  0 

⟺      2 1 − 𝑒−𝛼 = 𝛼 

⟺      𝑒𝛼 =
2

 2 − 𝛼 
 

⟺      
1 − 𝑒𝛼

𝛼2
=

1 −  
2

2 − 𝛼 

𝛼2
=

−𝛼

𝛼2 2 − 𝛼 
=

1

𝛼 𝛼 − 2 
 

 2 ب ∎

∶  𝑛𝜖ℕ∀ :     ٝ ثبُزب٢ُ    1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼    

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 

1 − 𝑒𝑥

𝑥3   

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 
1

𝑥3 
−

1

27
 
𝑒 

𝑥
3
 

 
𝑥
3
 
 

   

3

 = −∞ 

−∞ 0 

 :ُذ٣٘ب 
𝑓 ′ 𝑥 =  

1 − 𝑒𝑥

𝑥2  

′

=
−𝑥2𝑒𝑥 − 2𝑥 1 − 𝑒𝑥 

𝑥4
 

=
−𝑥2𝑒𝑥 − 2𝑥𝑒𝑥 𝑒−𝑥 − 1 

𝑥4
 

=
𝑥𝑒𝑥 2 1 − 𝑒−𝑥 − 𝑥 

𝑥4
 

=
𝑒𝑥𝑔(𝑥)

𝑥3
 

⟺      𝑓(𝛼) =
1

𝛼 𝛼 − 2 
 

 ln 2 , 𝛼  



 

  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب هطؼب . 
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𝑓ٗلاؽع إٔ اشبسح   ′(𝑥)  رزؼِن كوؾ ثبشبسح  𝑔(𝑥)   

 ∀𝑥 > 0   ;   
𝑒𝑥

𝑥3
> 0 

  .𝛼 ر٘ؼذّ ك٢ 𝑓ارٕ  .𝛼 ر٘ؼذّ ك٢ 𝑔ُذ٣٘ب 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑓 ك٢ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 𝑔ٗذٓظ اشبسح 

𝑥 

1

𝛼 𝛼 − 2 
 

−∞ −∞ 

𝑔(𝑥) + 

𝑓′(𝑥) 

0 𝛼 +∞ 

𝑓 

0 

+ 

− 

− 

0 

0 

∎ 3 

𝛂 𝟏 

−𝟏 

𝓞 

𝒇 𝜶  

 :لإٔ 

 الجزء الثالث
 ∎ أ 1

 :  ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗   ثبلإعزؼبٗخ ثبُزؤؽ٤ش  𝐹(𝑥)ٗئؽش ارٕ  

=  
𝑒2𝑥 − 1

2𝑥
 −  

𝑒𝑥 − 1

𝑥
 

𝑥

2𝑥

−   
𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

𝑥:  ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  ≤ 𝑡 ≤ 2𝑥  ٓغ  𝑥 > 0.  

⟺         
𝑒𝑥

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤   
𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤   
𝑒2𝑥

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

 ج ∎ 1

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑒𝑥 𝑙𝑛 2 = lim
𝑥→0+

𝑒2𝑥 𝑙𝑛 2 = ln 2  

   : ∗ ارٕ ؽغت اُزؤؽ٤ش  

lim
𝑥→0+

  
𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 = ln 2  

 :ٝ ُذ٣٘ب 

𝐹(𝑥) =  
𝑒2𝑥 − 1

2𝑥
 −  

𝑒𝑥 − 1

𝑥
 −   

𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

 
𝑒2𝑥 − 1

2𝑥
 −  

𝑒𝑥 − 1

𝑥
 − 𝑒2𝑥 𝑙𝑛 2 ≤ 𝐹(𝑥) ≤  

𝑒2𝑥 − 1

2𝑥
 −  

𝑒𝑥 − 1

𝑥
 − 𝑒𝑥 𝑙𝑛 2  

 ∗∗  

 ٝ lim
𝑥→0+

  
𝑒2𝑥 − 1

2𝑥
 −  

𝑒𝑥 − 1

𝑥
 − 𝑒𝑥 𝑙𝑛 2  = − ln 2 

lim :ارٕ 
𝑥→0+

  
𝑒2𝑥 − 1

2𝑥
 −  

𝑒𝑥 − 1

𝑥
 − 𝑒2𝑥 𝑙𝑛 2  = − ln 2 

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑥→0+

 
𝑒2𝑥 − 1

2𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+
 
𝑒𝑥 − 1

𝑥
 = 𝑒0 = 1 

lim
𝑥→0+

𝐹(𝑥) = − ln 2 = 𝐹(0) 

 .  داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش 𝐹:  أ١ 

= 𝐹 𝑥 :ُذ٣٘ب    
1 − 𝑒𝑡

𝑡2  
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 =   
−1

𝑡2
 

   
 𝑒𝑡 − 1      

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

𝑢 𝑣′ 
=  𝑢𝑣 −  𝑣𝑢′ 

=  
𝑒𝑡 − 1

𝑡
 
𝑥

2𝑥

−   
1

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑒𝑡𝑑𝑡 

⟺     𝑒𝑥 ≤ 𝑒𝑡 ≤ 𝑒2𝑥  

⟺       
𝑒𝑥

𝑡
≤

𝑒𝑡

𝑡
≤

𝑒2𝑥

𝑡
 

⟺       𝑒𝑥  ln 𝑡 𝑥
2𝑥 ≤   

𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝑒2𝑥 ln 𝑡 𝑥
2𝑥  

⟺       𝑒𝑥 ln 2 ≤   
𝑒𝑡

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝑒2𝑥 ln 2   ∗  

 ب ∎ 1

 :  ٗغذ  ∗∗ ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت اُزؤؽ٤ش  
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 ∎ أ 2

𝑥:    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  ≤ 𝑡 ≤ 2𝑥  

⟺     1 − 𝑒2𝑥 ≤ 1 − 𝑒𝑡 ≤ 1 − 𝑒𝑥  

1 :     عٞف ٜٗزْ كوؾ ثبُٔزلبٝرخ  − 𝑒𝑡 ≤  1 − 𝑒𝑥  

 ب ∎ 2

 :ثٔب إٔ 

    lim
𝑥→+∞

 
1 − 𝑒𝑥

2𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 

1

2𝑥
 

 
−

1

2
 
𝑒𝑥

𝑥
 

   
= −∞ 

+∞ 0 

+∞ +∞ 

lim :  ٗغذ  ∗∗∗ ارٕ ؽغت أُزلبٝرخ  
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = −∞ 

∎ 3 

    =   
1 − 𝑒𝑡

𝑡2  
2𝑥

0

𝑑𝑡 −   
1 − 𝑒𝑡

𝑡2  
𝑥

0

𝑑 

;0 لأٜٗب رؼْ دٝاٍ اػز٤بد٣خ ًِٜب ٓزظِخ ػ٠ِ    +∞    

 : ٓؼشكخ ًٔب ٢ِ٣ 𝑕ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ 

= 𝐹 𝑥:        ُذ٣٘ب ارٕ  𝑕 2𝑥 − 𝑕(𝑥)   

𝑕   ٝ   𝑥:   ثٔب إٔ اُذاُز٤ٖ  → 2𝑥   0    هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ; +∞   

;0   هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝐹كبٕ   +∞    

;0 :   ٓزظِخ ػ٠ِ  :ُذ٣٘ب اُذاُخ  +∞    𝑡 →  
1 − 𝑒𝑡

𝑡2   

 
 
 

 
 𝑕 𝑥 − 𝑕 0 =   

1 − 𝑒𝑡

𝑡2  
𝑥

0

𝑑𝑡

𝑕′ 𝑥 =  
1 − 𝑒𝑥

𝑥2                          

  

= 𝐹′ 𝑥    :ٝ ُذ٣٘ب  2𝑕′ 2𝑥 − 𝑕′(𝑥) 

 4 ∎ أ

,0  ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ًَ ٓغبٍ  𝐹ُذ٣٘ب  𝑥  ثؾ٤ش   :𝑥 > 0  

  : 𝑇𝐴𝐹 ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ 

𝑥ُذ٣٘ب ًزُي اُذاُخ    → 𝑒𝑥 ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  ℝًِٚ . 

,0 ٗخزبس أُغبٍ    𝜔  ارٕ ؽغت   𝑇𝐴𝐹 :  

 :  ٗغز٘زظ إٔ  ⋆⋆   ٝ   ⋆ ٖٓ  

    ∃𝜔𝜖 0, 𝑥    ;   
𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
= 𝐹′(𝜔) 

⟺    ∃𝜔𝜖 0, 𝑥    ;   𝐹 𝑥 − 𝐹(0) =  
−𝑥

2
  

𝑒𝜔 − 1

𝜔
 

2

  ⋆  

⟺    ∃𝑐𝜖 0, 𝜔    ;   
𝑒𝜔 − 1

𝜔
= 𝑒𝑐  ⋆⋆  

⟺    ∃𝑐𝜖 0, 𝜔 ⊂  0, 𝑥    ;   𝐹 𝑥 − 𝐹(0) =  
−𝑥

2
 𝑒2𝑐 

⟺     
1 − 𝑒𝑡

𝑡2
≤

1 − 𝑒𝑥

𝑡2
 

⟺       
1 − 𝑒𝑡

𝑡2  
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤  1 − 𝑒𝑥   
1

𝑡2
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

⟺     𝐹(𝑥) ≤  1 − 𝑒𝑥  
−1

𝑡
 
𝑥

2𝑥

 

⟺     𝐹(𝑥) ≤  1 − 𝑒𝑥  
−1

2𝑥
+

1

𝑥
  

⟺     𝐹(𝑥) ≤  
1 − 𝑒𝑥

2𝑥
   ∗∗∗  

= 𝐹 𝑥     :ُذ٣٘ب    
1 − 𝑒𝑡

𝑡2  
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

    =   
1 − 𝑒𝑡

𝑡2  
2𝑥

0

𝑑𝑡 −   
1 − 𝑒𝑡

𝑡2  
𝑥

0

𝑑 

   𝐹′ 𝑥 = 2  
1 − 𝑒2𝑥

 2𝑥 2  −  
1 − 𝑒𝑥

𝑥2   

=     
2 − 𝑒2𝑥 − 4 1 − 𝑒𝑥 

 2𝑥 2
 

=     
−2 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 + 1 

4𝑥2
 

=     
−1

2
 
𝑒𝑥 − 1

𝑥
 

2

 

⟺ 
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 4 ∎ ب

0:  ُذ٣٘ب  < 𝑐 < 𝑥.   

 4 ∎ ج

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

 
−𝑒2𝑥

2
 = lim

𝑥→0+
 
−1

2
 =  

−1

2
  

 :  ٗؾظَ ػ٠ِ  ⋈ ارٕ ؽغت اُزؤؽ٤ش  

lim
𝑥→0+

 
𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
 =  

−1

2
  

  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ٤ٔ٣ٖ اُظلش ٝ اُؼذد أُشزن ٛٞ 𝐹:  ٝ ثبُزب٢ُ 
−1

2
  

𝐹𝑑 :أٝ ثزؼج٤ش أعَٔ 
′  0 =

−1

2
 

⟺     𝑒0 < 𝑒2𝑐 < 𝑒2𝑥  

⟺      
−𝑥

2
 𝑒2𝑥 <  

−𝑥

2
 𝑒2𝑐 <  

−𝑥

2
  

⟺      
−𝑒2𝑥

2
 <

𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥
<  

−1

2
   ⋈  

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

  
 الإمتحان الوطني الموحد

 لنيل شهادة البكالوريا
 2010الدورة العادية 

( ن 3,5 ): انتمشٌه الأول   

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 
 مسلك العلوم الرياضية أ و ب

 9المعامل 
 أربع ساعات: مدة الإنجاز 

 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 .اُغضءإ الأٍٝ ٝ اُضب٢ٗ ٓغزولإ 

  .𝐼 رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ∗ث٤ٖ إٔ اُوبٕٗٞ 

 . ٣٘جـ٢ رؾذ٣ذٙ 𝐼 ك٢ 𝜀 ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ∗ث٤ٖ إٔ اُوبٕٗٞ 

𝐼 ث٤ٖ إٔ  ∖ 𝐼 ).  صٓشح رجبد٤ُخ  ∗ ;  1  ∖  (1 ٓؾشٝٓخ ٖٓ اُؼذد 𝐼 ٢ٛ أُغٔٞػخ  1 

;1 ث٤ٖ إٔ  𝐼  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح  ∞+ ∖  1 ,∗ .  

 ( ℝ ٛٞ اُؼشة ك٢ × ) × ثوبٕٗٞ اُزش٤ًت اُذاخ٢ِ 𝐼ٗضٝد 

  .× رٞص٣ؼ٢ ثبُ٘غجخ ُِوبٕٗٞ ∗ث٤ٖ إٔ اُوبٕٗٞ 

 . عغْ رجبد٢ُ           ث٤ٖ إٔ 

  .𝐴2 ٝ 𝐴3أؽغت 

 . لا روجَ ٓوِٞثب   اعز٘زظ إٔ أُظلٞكخ   

( ن 3,5 ) : انثاوًانتمشٌه  ,𝒪 أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٝ ٓجبشش   𝑢  , 𝑣  .  

3 ؽذد اُغزس٣ٖ أُشثؼ٤ٖ ُِؼذد اُؼوذ١     + 4𝒾 .  

;   𝐸 :    أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢ أُغٔٞػخ    4𝑧2 − 10𝒾𝑧 − 7 − 𝒾.  

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ؽ٤ش        ؽ٢ِ أُؼبدُخ  :  ℜ𝑒 𝑎 =  . ػ٠ِ اُزٞا𝑎 ٝ 𝑏٢ُ ٛٔب طٞسر٢ 𝐴 ٝ 𝐵 ٝ اُ٘وطز٤ٖ   0

  .𝐴 ٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ ٝ هبئْ اُضا٣ٝخ ك٢ 𝐴𝑂𝐵اعز٘زظ إٔ أُضِش 

𝜋 ٝ صا٣ٝزٚ 𝐶 ثبُذٝسإ اُز١ ٓشًضٙ 𝐵 طٞسح اُ٘وطخ 𝐷 ٝ ُزٌٖ 𝐴 ٝ رخبُق اُ٘وطخ 𝑐 ٗوطخ ُؾوٜب 𝐶ُزٌٖ 

2
 

  .      𝐴𝑂 ثبلإصاؽخ اُز٢ ٓزغٜزٜب 𝐷 طٞسح اُ٘وطخ 𝐿ٝ ُزٌٖ 

ؽذد اٌُزبثخ اُغجش٣خ ُِؼذد اُؼوذ١   
ℓ−𝑐

𝑎−𝑐
  .𝐴𝐶𝐿    صْ اعز٘زظ ؽج٤ؼخ أُضِش 

𝐴 :ٗؼزجش أُظلٞكخ  =  
1 1 −2

−1 −1 2
−2 −2 0

  

 :رؾون إٔ 
𝑏

𝑎
= 1 − 𝒾 

  .𝐿 ُؾن اُ٘وطخ ℓ اُؼذد اُؼوذ١ 𝑐ؽذد ثذلاُخ 

  .𝐷 ُؾن اُ٘وطخ 𝑑 ثذلاُخ اُؼذد اُؼوذ١ 𝑐ؽذد 

 ∀ 𝑎, 𝑏 𝜖𝐼2   ;   𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑒 ln  𝑎 .ln 𝑏  

𝐼ٗضٝد أُغٔٞػخ  =  0,  : أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ ∗ ثوبٕٗٞ اُزش٤ًت اُذاخ٢ِ  ∞+

1 

 ب

 ج

  ن0,25

 𝐈  

 𝐈𝐈  

1 

 أ 1

 أ

 أ

 أ

 أ

2 

2 

2 

3 

3 

4 

 ب

 ب

 ب

 ب

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝐴 

 𝐼,×,∗  

 𝐸  
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( ن 3,0 ) : انثانثانتمشٌه   

 ب

𝑚2:    ثؾ٤ش 𝑚ؽذد الأػذاد اُظؾ٤ؾخ اُطج٤ؼ٤خ  + 1 ≡ 0 5 .  

 ٌٖ٤ُ𝑝 ػذدا أ٤ُٝب ثؾ٤ش   :𝑝 = 3 + 4𝑘 ٓغ  𝑘ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ . 

 ٌٖ٤ُ ٝ𝑛   ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب ثؾ٤ش 𝑛2 + 1 ≡ 0 𝑝 .  

 . أ٤ُٝبٕ ك٤ٔب ث٤ٜ٘ٔب 𝑛 ٝ 𝑝: ث٤ٖ إٔ 

𝑛2 2𝑘+1 :    اعز٘زظ إٔ  ≡ 1 𝑝 .  

𝑛2  ٣ؾون 𝑛اعز٘زظ ٓٔب عجن أٗٚ لا ٣ٞعذ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢  + 1 ≡ 0 𝑝    .  

( ن 6,25 ) : انشاتغانتمشٌه   

  .∞+ ػ٘ذ 𝑓أؽغت ٜٗب٣خ اُذاُخ 

;0  ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓أدسط رـ٤شاد اُذاُخ   . صْ ػغ عذٍٝ رـ٤شارٜب ∞+

 ٌٖ٤ُ𝑛 2 ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب أًجش ٖٓ أٝ ٣غب١ٝ. 

;0  أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓𝑛ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  = 𝑓𝑛 𝑥:  ثٔب ٢ِ٣  ∞+ 4𝑥𝑛𝑒−𝑥2
.  

𝑥∀ :   ث٤ٖ إٔ  > 1   ;   𝑒−𝑥2
< 𝑒−𝑥.  

  .∞+ ا٠ُ 𝑥 ػ٘ذٓب ٣ئٍٝ 𝑓𝑛اعز٘زظ ٜٗب٣خ اُذاُخ 

;0  ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓𝑛أدسط رـ٤شاد اُذاُخ   . صْ ػغ عذٍٝ رـ٤شارٜب  ∞+

;0  ٖٓ أُغبٍ     ث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢ ٝؽ٤ذ  = 𝑓𝑛 𝑢𝑛 ثؾ٤ش       1 1.  

𝑛∀ :     رؾون إٔ  ≥ 2   ;   𝑓𝑛+1 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛.  

 . رضا٣ذ٣خ هطؼب صْ اعز٘زظ أٜٗب ٓزوبسثخ 𝑢𝑛 𝑛≥2 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ 

0:  ث٤ٖ إٔ  < ℓ ≤ 1.  

ℓ:   اعز٘زظ إٔ  = 1 

. 

𝑛2 2𝑘+1 :      رؾون إٔ  ≡ −1 𝑝 .  

;0  أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  = 𝑓 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣  ∞+ 4𝑥𝑒−𝑥2
 

          C          C  .       ك٢ أطَ أُؼِْ صْ أٗش٠ء           ؽذد ٓؼبدُخ ٗظق أُٔبط ُِٔ٘ؾ٠٘ 

=  𝒾 ٗؤخز  )  𝒿  = 2𝑐𝑚  ٗوجَ إٔ اُ٘وطخ اُز٢ أكظُٜٞب ٝ  
3

2
          C (         ٗوطخ اٗؼطبف ُِٔ٘ؾ٠٘  

𝑎 :أؽغت اُزٌبَٓ  =  𝑓(𝑥)
1

0

𝑑𝑥 

 ٝ ٓؾٞس١ أُؼِْ         ٓغبؽخ اُؾ٤ض ٖٓ أُغزٟٞ أُؾظٞس ث٤ٖ أُ٘ؾ٠٘  𝑐𝑚2صْ اعز٘زظ ثبُٞؽذح 

𝑥ٝ أُغزو٤ْ اُز١ ٓؼبدُزٚ  = 1  .  

C          

ℓ :ٗؼغ  = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛  

𝑛∀  :ث٤ٖ إٔ  ≥ 0   ;   
− ln 4

𝑛
< ln 𝑢𝑛 <

1

𝑛
−

ln 4 

𝑛
 

,𝒪  ك٢ أُغزٟٞ أُ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ 𝑓  أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ     ٝ ٤ٌُٖ   𝒾 , 𝒿  .  C          

 𝐈  

 𝐈𝐈  

1 

1 

1 

 أ

 أ

 أ

 أ

2 

2 

2 

3 

3 

4 

4 

5 

 ب

 ب

 ب

 ج

 ج

 د

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50
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( ن 3,75 ) : انخامسانتمشٌه   

 . كشد٣خ 𝐹ث٤ٖ إٔ اُذاُخ 

𝑥∀ :    رؾون إٔ  > 0   ;   𝐹 𝑥 = 𝜑 2𝑥 − 𝜑 𝑥 .  

;0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ 𝐹ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  ′𝐹 صْ أؽغت  ∞+ (𝑥)  َأع ٖٓ 𝑥 > 0.  

;0  ػ٠ِ أُغبٍ   𝐹اعز٘زظ ٓ٘ؾ٠ رـ٤شاد اُذاُخ  +∞ .  

= 𝐹 𝑥:  صْ اعز٘زظ إٔ أُؼبدُخ  𝑥 ٍ0   روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا ك٢ أُغب; +∞ .  

 ٌَُ𝑥 ٍ0  ٖٓ أُغب, = 𝜑 𝑥 : ٗؼغ  ∞+  
1

ln 1 + 𝑡2 

𝑥

1

𝑑𝑡 

= 𝐹 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣ ∗ℝ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝐹ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ   
1

ln 1 + 𝑡2 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

 :ثبعزؼٔبٍ ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ ث٤ٖ إٔ 

 ∀𝑥 > 0 ,  ∃𝑐𝜖 𝑥; 2𝑥    ;   𝐹 𝑥 =
𝑥

ln 1 + 𝑐2 
 

𝑥∀  :اعز٘زظ إٔ  > 0   ;   
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
< 𝐹(𝑥) <

𝑥

ln 1 + 𝑥2 
 

lim :ؽذد اُٜ٘ب٣بد اُزب٤ُخ 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) lim
𝑥→0+

𝐹(𝑥) lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥)

𝑥
 ٝ ٝ 

𝐹  𝑒 :رؾون إٔ  − 1 <  𝑒 − 1 𝐹  
 𝑒 − 1

2
 >

 𝑒 − 1

2
 ٝ 

 ب

 ج

1 

 أ

 أ

2 

3 

 ب

 ج

 د

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50
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  .𝐼 هبٕٗٞ رجبد٢ُ ك٢ أُغٔٞػخ ∗ُ٘ج٤ٖ إٔ 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐼.  

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 

 

  .𝐼 هبٕٗٞ رجبد٢ُ ك٢ ∗: ٣ؼ٢٘  :ٝ ٓ٘ٚ 

  .𝐼 هبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ أُغٔٞػخ ∗ُ٘ج٤ٖ إٔ 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐 ٖٓ صلاس ػ٘بطش 𝐼.  

  .𝐼 رغ٤ٔؼ٢ ك٢ أُغٔٞػخ ∗ارٕ اُوبٕٗٞ 

 ٌٖ٤ُ𝜀 ٕٞٗك٢ أُغٔٞػخ ∗ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوب 𝐼  

;   𝑎𝜖𝐼∀  : ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘    𝑎 ∗ 𝜀 = 𝜀 ∗ 𝑎 = 𝑎 

𝑎 ٗ٘طِن ٖٓ اؽذٟ أُزغب٣ٝز٤ٖ  𝜀ُزؾذ٣ذ ه٤ٔخ  ∗ 𝜀 = 𝑎  ٝأ  𝜀 ∗ 𝑎 = 𝑎  

𝑎:   اٌُزبثخ  . ∗ 𝜀 = 𝑎.   

= 𝑒ln 𝑎 .ln 𝜀:      رؼ٢٘  𝑎   

. ln 𝑎:      رؼ٢٘  ln 𝜀 = ln 𝑎    

𝜀:      رؼ٢٘  = 𝑒   

;0 ٗزؤًذ ٖٓ إٔ      ٣٘ز٢ٔ ا٠ُ  أُغبٍ   +∞    

𝑒ثبُلؼَ   ≈  0  أًجش هطؼب ٖٓ 2,72

   𝑒 𝜖 𝐼:    ارٕ 

= ln 𝜀 : رؼ٢٘ 
ln 𝑎 

ln 𝑎 
= 1 

 

 𝑒ٝ ٓ٘ٚ اُوبٕٗٞ  ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ٝ ٛٞ اُؼذد 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏  ػ٘ظش٣ٖ ٖٓ أُغٔٞػخ 𝐼 ∖  1 .   

𝑎ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ    ≠ 1   ٝ   𝑏 ≠ 1    

 ٚ٘ٓ ٝ    :ln 𝑏 ≠ 0   ٝ   ln 𝑎 ≠ 0    

. ln 𝑎:       ٣ؼ٢٘  ln 𝑏 ≠ 0      

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏 ≠ 1   

< 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏:   ٗغز٘زظ إٔ  0   ٝ   𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏 ≠ 1    

𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏  𝜖  𝐼:   ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘ ثٌَ ثغبؽخ إٔ  ∖  1     

𝑎:    أ١  ∗ 𝑏  𝜖  𝐼 ∖  1      

𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ أُغٔٞػخ   ∗ٝ ٓ٘ٚ  ∖  1   

𝐼 ك٢ أُغٔٞػخ   ∗رجبد٤ُخ ٝ رغ٤ٔؼ٤خ اُوبٕٗٞ  ∖  1   

𝐼 لإٔ   𝐼ٗغز٘زغٚ ٖٓ أُغٔٞػخ  ∖   𝐼 عضء ٖٓ  1 

 رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ∗ كبٕ 𝐼 رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ∗ثٔب إٔ اُوبٕٗٞ 

𝐼ًزُي ك٢ أُغٔٞػخ    ∖ 𝐼  لإٔ   1  ∖  1 ⊂ 𝐼   

  𝐼 ك٢ أُغٔٞػخ ∗ ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوبٕٗٞ 𝑒ُذ٣٘ب 

𝐼 ك٢ أُغٔٞػخ  ∗ ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوبٕٗٞ 𝑒ارٕ  ∖  1    

𝑒لإٔ   ≠ 𝑒 𝜖 𝐼  أ١  1 ∖  1    

 ٌٖ٤ُ𝑎  ػ٘ظشا ٖٓ أُغٔٞػخ 𝐼 ∖  1    

 𝑥 ٓوِٞة ُِؼ٘ظش 𝑎  ك٢ أُغٔٞػخ 𝐼 ∖  1    

𝑎:  ٣ؼ٢٘  ∗ 𝑥 = 𝑥 ∗ 𝑎 = 𝑒   

𝑎ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ     ∗ 𝑥 = 𝑒   

= 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑥ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ    𝑒    ٚ٘ٓ ٝ  :ln 𝑎 . ln 𝑥 = 1    

𝑎 𝜖 𝐼:   ثٔب إٔ  ∖ 𝑎   كبٕ   1  ≠ 1   

≠ ln 𝑎 :ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ  0  

𝑒:  أ١ 
1

ln  𝑎  𝜖 𝐼 ∖  1    

𝐼 ٖٓ أُغٔٞػخ  𝑎ٗغز٘زظ إٔ ًَ ػ٘ظش  ∖   ثوجَ  1 

𝑒ٓوِٞثب 
1

ln  𝑎   ٗلظ أُغٔٞػخ ٖٓ 𝐼 ∖  1    

 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ∗ُوذ رٌٔ٘ب ٖٓ إٔ ٗجشٖٛ ػ٠ِ إٔ  : خلاصح

𝐼أُغٔٞػخ   ∖  ٣وجَ 𝑎 ٝ ًَ ػ٘ظش 𝑒  ٝ ُٚ ػ٘ظش ٓؾب٣ذ  1 

𝑒ٓوِٞثب  
1

ln  𝑎   ك٢ أُغٔٞػخ 𝐼 ∖  1    

𝐼 ٝ ثبُزب٢ُ   ∖  .  صٓشح رجبد٤ُخ ∗,  1 

;1 أٝلا ، ٗلاؽع إٔ    +∞ ⊂ 𝐼 ∖  1    

𝐼:  لإٔ  ∖  1 =  0; 1 ∪  1; +∞    

;1 :  ٝ ًزُي  +∞ ≠ ∅   

;1 ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ  𝐼 عضء ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ٖٓ أُغٔٞػخ    ∞+ ∖  1   

= ln 𝑥 :أ١ 
1

ln 𝑎 
 

 

𝑥 :    ٣ؼ٢٘  = 𝑒
1

ln 𝑎  

 

𝑒  :٣ؼ٢٘ 
1

ln  𝑎 ≠ 1    ٚ٘ٓ ٝ: 
1

ln 𝑎 
≠ 0 

 

 ∎ أ 3

𝑎 : ُذ٣٘ب  ∗ 𝑏 = 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏  

 = 𝑒ln 𝑏 .ln 𝑎  

 = 𝑏 ∗ 𝑎 

 

∎ 2 

 ( ن 3,5 ):   التمرين الأول 

∎ 1  𝐈  

 ب 3 ∎

𝑎 ∗  𝑏 ∗ 𝑐 = 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏∗𝑐  

 = 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑒 ln  𝑏 .ln  𝑐   

 = 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏 .ln 𝑐  

 = 𝑒 ln 𝑒 ln  𝑎 .ln  𝑏  .ln 𝑐  

 = 𝑒 ln 𝑎∗𝑏 .ln 𝑐  

 =  𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 

 

𝜀 



 

  
,1  ػ٘ظش٣ٖ ٖٓ ٣𝑎 ٝ 𝑏ٌل٢ ا٥ٕ إٔ ٗجشٖٛ ػ٠ِ ٗٚ ارا ًبٕ  +∞   
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𝑎:  كبٕ  ∗ 𝑏′𝜖 1, 𝐼 ك٢ 𝑏 ٛٞ ٓوِٞة ′𝑏  ثؾ٤ش  ∞+ ∖  1   

,𝑎𝜖 1:  ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب  +∞   ٝ  𝑏𝜖 1, +∞    

٣𝑏ؼ٢٘   > 1  ٝ  𝑎 > 1   

𝑎:    ٣ؼ٢٘  ∗ 𝑏′𝜖 1, +∞   

  1, 𝐼   عضء ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ٖٓ أُغٔٞػخ    ∞+ ∖  1   

 ∀ 𝑎, 𝑏 ϵ 1; +∞    ;   𝑎 ∗ 𝑏′𝜖  1; +∞  

,1  ٗغز٘زظ ٖٓ ٛزٙ اُٞػؼ٤خ إٔ  𝐼  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ∗, ∞+ ∖  1  ,∗ .  

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐 صلاس ػ٘بطش ٖٓ أُغٔٞػخ 𝐼.  

 : ارا ًبٕ × رٞص٣ؼ٤ب ثبُ٘غجخ ُِوبٕٗٞ ∗٣ٌٕٞ 

٣lnؼ٢٘   𝑏 > 0  ٝ  ln 𝑎 >  :٣ؼ٢٘    0
𝑙𝑛 𝑎 

𝑙𝑛 𝑏 
> 0 

ٚ٘ٓ ٝ 𝑒
ln 𝑎 
ln 𝑏 > 𝑒 :ارٕ  1

ln 𝑎 
ln 𝑏  𝜖  1, +∞  

 
𝑎 ∗  𝑏 × 𝑐 =  𝑎 ∗ 𝑏 ×  𝑎 ∗ 𝑐 
 𝑎 × 𝑏 ∗ 𝑐 =  𝑎 ∗ 𝑐 ×  𝑏 ∗ 𝑐 

  

 أ 4 ∎

  رجبد٢ُ ٗغز٘زظ أُزغب٣ٝخ الأخشٟ∗ٝ ثٔب إٔ اُوبٕٗٞ 

  ∗ℝ عضء ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ ٖٓ 𝐼ُذ٣٘ب 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐼  

𝑥 :   ارٕ  × 𝑦−1  𝜖  𝐼    

   . ×,∗ℝ    صٓشح عضئ٤خ ٖٓ   ×,𝐼 ارٕ   

 .  عغْ رجبد٢ُ  ∗, ×, 𝐼 ٝ ثبُزب٢ُ  

𝑥:  ارٕ  > 0  ٝ  𝑦 > 𝑥:      أ١         :   ٝ ٓ٘ٚ   .  0 × 𝑦−1 > 0.    
𝑥

𝑦
> 0 

 أ 4  .× رٞص٣ؼ٢ ثبُ٘غجخ ُـ ∗: ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ            

 :ثؼذ اُؾغبة عٞف رؾظَ ػ٠ِ اُ٘زبئظ اُزب٤ُخ 

𝐴2 =  
4 4 0

−4 −4 0
0 0 0

  𝐴3 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

  ٝ 

𝐴:   ارٕ  × 𝐴−1 = 𝐴−1 × 𝐴 = 𝐼.   

  M3 (ℝ)      .               ك٢ أُغٔٞػخ           روجَ ٓوِٞثب 𝐴رلزشع إٔ 

  : ٢ٛ أُظلٞكخ 𝐼 ٛٞ ػشة أُظلٞكبد ٝ ×: ثؾ٤ش 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

𝐴ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ   × 𝐴−1 = 𝐼    

𝐴3:    ٗؾظَ ػ٠ِ      ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ك٢  × 𝐴−1 = 𝐴2   

2 ∎ 

𝐴2 :ارٕ  =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

  

𝐴2 :ٝ ٛزا ر٘بهغ ٝاػؼ لإٔ   =  
4 4 0

−4 −4 0
0 0 0

  

  M3 (ℝ)      لا روجَ ٓوِٞثب ك٢ 𝐴ٝ ثبُزب٢ُ أُظلٞكخ 

٤ُ𝑥ٌٖ اُؼذد اُؼوذ١   + 𝒾𝑦 3:  عزسا ٓشثؼب ُِؼذد اُؼوذ١ + 4𝒾  

 : ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ٗغذ 𝑥2ٗؼٞع 
4

𝑦2
−𝑦2 = 3 

𝑥2 :ٖٓ أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٗؾظَ ػ٠ِ  =
4

𝑦2
 

 ( ن 3,5 ):   التمرين الثاني 

 ∎ 1 أ

𝑎 : ُذ٣٘ب  ∗  𝑏 × 𝑐 = 𝑒 ln 𝑎 .ln 𝑏×𝑐  

= 𝑒ln 𝑎 . ln 𝑏 +ln 𝑐   

= 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏 +ln 𝑎 ln 𝑐  

= 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑏 × 𝑒ln 𝑎 .ln 𝑐  

=  𝑎 ∗ 𝑏 ×  𝑎 ∗ 𝑐  

𝑎 :ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  ∗ 𝑏′ = 𝑎 ∗  𝑒
1

ln 𝑏  

= 𝑒
ln 𝑎 .ln 𝑒

1
𝑙𝑛 𝑏 

 

= 𝑒
ln 𝑎 .

1
ln 𝑏  

= 𝑒
ln 𝑎 
ln 𝑏  

𝐼   اُٞػؼ٤خ اُز٢ ٗزٞكش ػ٤ِٜب ا٥ٕ ٢ٛ  ∖  .   صٓشح رجبد٤ُخ  ∗,  1 

  × رٞص٣ؼ٢ ثبُ٘غجخ ُِوبٕٗٞ ∗اُوبٕٗٞ : ٝ ثبُزب٢ُ 

1 ∎  𝐈𝐈  

 4 ب ∎

𝐼                ؽغت اُغئاٍ   : ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ∖  أ 3 .  صٓشح رجبد٤ُخ  ∗,  1 

𝑥 :                  ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ  + 𝒾𝑦 2 = 3 + 4𝒾  

⟺      𝑥2 − 𝑦2 + 𝒾 2𝑥𝑦 = 3 + 4𝒾  

⟺       
𝑥2 − 𝑦2 = 3 

2𝑥𝑦 = 4
  

⟺       
𝑥2 − 𝑦2 = 3 

𝑥𝑦 = 2
  

𝑦4+3𝑦2 :٣ؼ٢٘  − 4 = 0 

𝐴−1 

𝐴2 
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𝑡:  ٗؼغ  = 𝑦2 ٗؾظَ ػ٠ِ       :𝑡2 + 3𝑡 − 4 = 0   

𝑡1ٛزٙ أُؼبدُخ روجَ اُؾ٤ِٖ      = 1    ٝ    𝑡2 = −4      

𝑦 ٣ٔذٗب ثـ  𝑡1اُؾَ  = 𝑦  أٝ  1− = 1.   

𝑦 ٣ٔذٗب ثـ  𝑡2ٝاُؾَ  = −2𝒾  ٝأ  𝑦 = 2𝒾.   

𝑦4:  ارٕ أُؼبدُخ  + 3𝑦2 − 4 = ٗؼٞع .   روجَ أسثؼخ ؽ0ٍِٞ

 . أُٞاكوخ𝑥 ك٢ اُ٘ظٔخ لإ٣غبد ه٤ٔخ  𝑦ًَ ه٤ٔخ ُـ

 :ثؼذ رُي ٌٗزت اُغزٝس أُشثؼخ اُز٢ ؽظِ٘ب ػ٤ِٜب ٝ ٢ٛ 

3 :  ٝ ثبُزب٢ُ  + 4𝒾  ٣وجَ عزس٣ٖ ٓشثؼ٤ٖ كوؾ ٝ ٛٔب    :

 2 + 𝒾   ٝ   −2 − 𝒾 .   

 ∎ ب 1

∶ 𝐸 :    أُؼبدُخ ℂُ٘ؾَ ك٢  4𝑧2 − 10𝒾𝑧 − 7 − 𝒾 = 0.  

= ∆:      ٗغذ ∆ثؼذ ؽغبة ا٤ُٔٔض  4 3 + 4𝒾 .  

3 :  ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ             + 4𝒾  ٣وجَ عزس٣ٖ ٓشثؼ٤ٖ كوؾ  

2 :  ٝ ٛٔب  + 𝒾   ٝ   −2 − 𝒾 .   

 أ 1

= ∆:      ٗؾظَ ػ٠ِ                  ٗخزبس    2 2 + 𝒾  2.  

  ٚ٘ٓ ٝ 𝐸  ٖروجَ اُؾ٤ِ  𝑎 ٝ 𝑏 ًٔب ٢ِ٣ : 

3 ػ٘ذٓب ٗخزبس اُغزس أُشثغ اُضب٢ٗ ُـ   + 4𝒾 ٗؾظَ ػ٠ِ ٗلظ اُ٘ز٤غخ  . 

𝑎 = 𝒾 −
1

2
 ٝ 𝑏 =

3

2
𝒾 +

1

2
 

 ∎ أ 2

 :ارٕ 
𝑏 − 𝑎

0 − 𝑎
= 𝑒𝒾

𝜋
2  

  𝑂 ٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ ٝ هبئْ اُضا٣ٝخ ك٢ اُ٘وطخ 𝐴𝑂𝐵ٝ ثبُزب٢ُ أُضِش 

 أ 3 ∎

 𝐵 𝐷 :ُذ٣٘ب 
𝑅𝑐  

𝜋

2
  

𝑑 :       ارٕ ؽغت اُزؼش٣ق اُؼوذ١ ُِذٝسإ  − 𝑐 = 𝑒𝒾𝜋
2 𝑏 − 𝑐   

 ب 3 ∎

=      𝐷𝐿:       ارٕ ؽغت رؼش٣ق الإصاؽخ  𝐴𝑂        

𝑎 1 :ُذ٣٘ب  − 𝒾 =  𝒾 −
1

2
  1 − 𝒾  

= 𝒾 + 1 −
1

2
+

1

2
𝒾 

=
1

2
+

3

2
𝒾 

= 𝑏 

𝑥 :       ك٢ اُؾبُخ الأ٠ُٝ + 𝒾𝑦 = 2 + 𝒾.  

𝑥 :       ك٢ اُؾبُخ اُضب٤ٗخ + 𝒾𝑦 = −2 − 𝒾.  

𝑥 :       ك٢ اُؾبُخ اُضبُضخ + 𝒾𝑦 = −2 − 𝒾.  

𝑥 :       ك٢ اُؾبُخ اُشاثؼخ + 𝒾𝑦 = 2 + 𝒾.  

𝑦ارا ًبٕ   = 𝑥:      كبٕ 1 = 2    

𝑦ارا ًبٕ   = 𝑥:      كبٕ 1− = −2    

𝑥:    ارا ًبٕ               كبٕ  = −𝒾    

𝑥:      كبٕ                ارا ًبٕ   = 𝒾    

 :ُذ٣٘ب 
𝑏 − 𝑎

0 − 𝑎
= −

𝑏

𝑎
+ 1 

= − 1 − 𝒾 + 1 

= 𝒾 

= 𝑒𝒾
𝜋
2  

 ب 2 ∎

⟺      ℓ =  1 − 𝒾 𝑐 −
𝒾

2
− 1 

⟺       ℓ − 𝑑 =  0 − 𝑎  

⟺       ℓ +  𝒾 − 1 𝑐 +
3

2
−

1

2
𝒾 = −𝑎 

⟺      ℓ +  𝒾 − 1 𝑐 +
3

2
−

1

2
𝒾 =

1

2
− 𝒾 

𝐷 𝐿 
𝑇𝐴𝑂        

 :لدٌنا 

⟺      𝑑 = 𝑐 + 𝒾 𝑏 − 𝑐  

⟺      𝑑 = 𝑐 + 𝒾𝑏 − 𝒾𝑐 

⟺      𝑐 1 − 𝒾 = 𝑑 − 𝒾𝑏 

⟺      𝑐 1 − 𝒾 = 𝑑 − 𝒾  
3

2
𝒾 +

1

2
  

⟺      𝑐 1 − 𝒾 = 𝑑 +
3

2
−

𝒾

2
 

⟺      𝑐 =  
1

1 − 𝒾
 𝑑 +  

3
2 −

𝒾
2

1 − 𝒾
  

⟺      𝑐 =
1

2
 1 + 𝒾 𝑑 +  1 +

𝒾

2
  

⟺       

𝐴𝐵

𝐴𝑂
= 1                  

 𝐴𝑂      , 𝐴𝐵               
 ≡

𝜋

2
 2𝜋 

  

⟺       
𝐴𝐵 = 𝐴𝑂                  

 𝐴𝑂      , 𝐴𝐵                ≡
𝜋

2
 2𝜋 

  

 2 + 𝒾  

𝑦 = 2𝒾 

𝑦 = −2𝒾 
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 :ارٕ 
ℓ − 𝑐

𝑎 − 𝑐
=  𝒾 =  𝑒

𝒾𝜋
2  

Bezout    : 𝑛ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت  ∧ 𝑝 = 1  

⟺       

𝐶𝐿

𝐶𝐴
= 1                  

 𝐶𝐴      , 𝐶𝐿              ≡
𝜋

2
 2𝜋 

  

  𝐶 ٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ ٝ هبئْ اُضا٣ٝخ ك٢ اُ٘وطخ 𝐴𝐿𝐶ٝ ثبُزب٢ُ أُضِش 

𝑚2:    ٗ٘طِن ارٕ ٖٓ اٌُزبثخ  + 1 ≡ 0 5   

⟺      5 ∕  𝑚2 + 1  

5ٝ ٗؼِْ إٔ        ∕  −5   

5:     ارٕ ؽغت اُخبط٤خ الأ٠ُٝ  ∕  𝑚2 + 1 − 5   

5:      ٣ؼ٢٘  ∕  𝑚 − 2  𝑚 + 2    

 : ػذد أ٢ُٝ كبٗٚ ؽغت اُخبط٤خ اُضب٤ٗخ 5ثٔب إٔ 

 :ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُخبط٤خ الأ٠ُٝ 

℞ك٢ أُغٔٞػخ   ,  𝑚 𝜖  2  ٌٗزت     ℞5 3     

    5  𝑚 − 5    أو     2 ∕  𝑚 + 2  

𝑝:   كبٕ 2 ػذد أ٢ُٝ ٝ ٣وغْ اُؼذد الأ٢ُٝ 𝑝ثٔب إٔ  = 2   

    5  𝑚 − 5    أو     2 ∕  𝑚 + 2 − 5  

𝑚     : ٣ؼ٢٘  ≡ 𝑚    أو    5 2 ≡ 3 5  

 ٌٖ٤ُ𝑝 ػذدا أ٤ُٝب . ٝ𝑘 ٝ 𝑛ٖػذد٣ٖ طؾ٤ؾ٤ٖ ؽج٤ؼ٤٤  

𝑛2:    ٗ٘طِن ارٕ ٖٓ اٌُزبثخ  + 1 ≡ 0 𝑝   

⟺    ∃𝑢𝜖℞   ∶   𝑛2  2𝑘+1 + 1 = 𝑝𝑢 

 ب 2 ∎

≡ 𝑛2  2k+1       أ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ  −1 𝑝  

⟺    ∃𝑢𝜖℞   ∶  𝑝𝑢 + 𝑛 −𝑛4𝑘 = 1 

 𝑣 

⟺    ∃ 𝑢, 𝑣 𝜖 ℞   ∶  𝑝𝑢 + 𝑛𝑣 = 1 

 ج ∎ 2

𝑛ٝ  . ػذد أ٢ُٝ 𝑝ُذ٣٘ب  ∧ 𝑝 = 1   

𝑝ٝ ٗؼِْ إٔ    = 4𝑘 + 𝑛2 2𝑘+1    :   ارٕ 3 ≡ 1 𝑝  

Fermat:    𝑛𝑝−1ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ   ≡ 1 𝑝  

 د 2 ∎

𝑛2:  ثؾ٤ش𝑛ثبعزؼٔبٍ اُجشٛبٕ ثبُخِق ٗلزشع ٝعٞد اُؼذد  + 1 ≡ 0 𝑝   

       :ارٕ 
 𝑛2 2𝑘+1 ≡ −1 𝑝 

 𝑛2 2𝑘+1 ≡ 1 𝑝 
      

 ٚ٘ٓ ٝ  :1 ≡ −1 𝑝     أ١  :𝑝 ∕ 2   

4𝑘 ٣ؾون   𝑘ٝ ٛزا ٓغزؾ٤َ لأٗٚ لا ٝعٞد ُؼذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢  + 3 = 2   

𝑛2:   ٣ؾون 𝑛ٝ ثبُزب٢ُ لا ٝعٞد ُؼذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢  + 1 ≡ 0 𝑝    

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

1 ∎ 

ℓ − 𝑐

𝑎 − 𝑐
=

 1 − 𝒾 𝑐 − 1 −
𝒾
2

− 𝑐

𝒾 −
1
2

− 𝒸
 :ُذ٣٘ب  

=
−𝒾𝑐 − 1 −

𝒾
2

𝒾 −
1
2 − 𝒸

 =
𝒾  −𝑐 + 𝒾 −

1
2
 

𝒾 −
1
2 − 𝒸

  =   𝒾 

 ج 3 ∎

       :ثزؼج٤ش آخش 
𝑝 𝜖 ℙ
𝑝 ∕ 𝑎𝑏

     ⟹     𝑝 𝑎   أو   𝑝 ∕ 𝑏  

 : ك٢ اُجذا٣خ ٝعت اُزز٤ًش ثخبط٤ز٤ٖ ٛبٓز٤ٖ 

       :ثزؼج٤ش آخش 
𝑎 ∕ 𝑏
𝑎 ∕ 𝑐

     ⟹   ∀𝑢, 𝑣 𝜖 ℞ : 𝑎  𝑢𝑏 + 𝑣𝑐   

 كبٗٚ ٣وغْ 𝑏 ٝ 𝑐 ٣وغْ 𝑎 ، ارا ًبٕ ℞ك٢  :اُخبط٤خ الأ٠ُٝ 

𝑢𝑏  :ًَ رؤ٤ُلخ خط٤خ ُٜٔب + 𝑣𝑐 . 

 (un premier qui divise un produit)اُخبط٤خ اُضب٤ٗخ  

ًَ ػذد أ٢ُٝ ٣وغْ عذاء ػذد٣ٖ كبٗٚ  :

 .ثبُؼشٝسح ٣وغْ أؽذٛٔب

⟺      𝑛2 ≡ −1 𝑝  

⟺       𝑛2  عدد فردي ≡   𝑝  عدد فردي  1− 

⟺       𝑛2  2k+1 ≡ −1 𝑝  

 ∎ أ 2



 

  

 ∀𝑥 > 0   ;   𝑡 = 𝑥2 

 ∆  
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 :ٗؼِْ إٔ 
𝑒𝑥

𝑥
 +∞ 

+∞ 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

4𝑥𝑒−𝑥2
=  𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 

4

𝑥
 ×

1

 
𝑒𝑥2

𝑥2  

 

 :  ٗؼغ 

𝑙𝑖𝑚  :ارٕ اُٜ٘ب٣خ رظجؼ 
𝑡→+∞

 
4

 𝑡
 ×

1

 
𝑒𝑡

𝑡
 

= 0 

∎ 2 
𝑓  :ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 = 4𝑒−𝑥2

+  4𝑥  −2𝑥𝑒−𝑥2
  

=  1 − 2𝑥2  4𝑒−𝑥2
  

4𝑒−𝑥2:  ثٔب إٔ 
> 𝑓  كبٕ اشبسح 0 ′(𝑥) 1 رزؼِن كوؾ ثبشبسح − 2𝑥2   

 :ٝ ِٗخض اُ٘زبئظ ك٢ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

𝑓  كبٕ                 :  ارا ًبٕ  ′ 𝑥 = 0.   𝑥 =
 2

2
 

𝑓  كبٕ                 :  ارا ًبٕ  ′ 𝑥 < 0.   𝑥 >
 2

2
 

𝑓  كبٕ                 :  ارا ًبٕ  ′ 𝑥 > 0.   𝑥 <
 2

2
 

 2

2
 𝑥 

2 2

 𝑒
 

0 +∞ 

0 0 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

∎ 3 

𝓞 𝓲 

𝓳 

C         

 2

2
 

2 2

 𝑒
 

𝑒−𝑥2 :    لاؽع إٔ 
 
′

= −2𝑥𝑒−𝑥2
  

𝑒−𝑥2 2−:      ٣ؼ٢٘ 
 
′

= 4𝑥𝑒−𝑥2
   

=  𝒾 :  ثٔب إٔ   𝒿  = 2𝑐𝑚  1 2  كبٕ اُؼذد−𝑒−1   

    ٣2𝑢𝑛𝑖𝑡é𝑠 1𝑢𝑛𝑖𝑡é−𝑒−1𝑢𝑛𝑖𝑡éؼ٢٘ ك٢ اُٞاهغ  

 الجزء الثاني

 ∎ أ 1

 ٌٖ٤ُ𝑥 1 ػذدا ؽو٤و٤ب أًجش ٖٓ أٝ ٣غب١ٝ 

𝑥 لإٔ اُذاُخ    → 𝑒𝑥 رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ ℝ   

 ب 1 ∎

𝑥∀ :  ُذ٣٘ب  > 1 ∶   0 < 𝑒−𝑥2
< 𝑒−𝑥 

𝑥∀ :  ارٕ  > 1 ∶   0 < 4𝑥𝑛𝑒−𝑥2
< 4𝑥𝑛𝑒−𝑥 

∶ ∆  : ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب  𝑦 = 4𝑥  ٓغ :٣ؼ٢٘      𝑥 ≥ 0  

         C :   ٢ٛ 𝒪   ك٢ اُ٘وطخ       ٓؼبدُخ أُٔبط ُـ  

 ∆ ∶ 𝑦 = 𝑓 ′ 0  𝑥 − 0 + 𝑓(0) 

 ( ن 6,25 ):   التمرين الرابع 

∎ 1 

lim
𝑥→+∞

𝑥𝑛𝑒−𝑥 =  𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥𝑛𝑒
−𝑛𝑥
𝑛 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 𝑥𝑒

−𝑥
𝑛  

𝑛

 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑢→−∞

𝑢=−
𝑥
𝑛

 −𝑛𝑢𝑒𝑢 𝑛 = 0 

0 

−∞ 

𝑥 :ُذ٣٘ب  > 1  ⟹   𝑥2 > 𝑥 

⟹  −𝑥2 < −𝑥 

⟹  𝑒−𝑥2
< 𝑒−𝑥  

4𝑥𝑒−𝑥2  :       ارٕ 
𝑑𝑥

1

0

=  −2 𝑒−𝑥2
 

0

1
 

=  −2 𝑒−1 − 1  

=  2 1−𝑒−1 = 𝑎 

1𝑢𝑛𝑖𝑡é:  ك٢ ٛزا اُزٔش٣ٖ ُذ٣٘ب  = 2𝑐𝑚   ٕار  𝑎 = 8 1−𝑒−1  𝑐𝑚2  

4 ∎ 

𝑆  :  روبط ثبعزؼٔبٍ اُزٌبَٓ اُزب٢ُ 𝑆ٓغبؽخ اُؾ٤ض  =   𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

 

 ∀𝑥 > 1   ;   0 < 𝑒−𝑥2
< 𝑒−𝑥   ∶  إذن   

 ٚ٘ٓ ٝ : lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥) =  0 

𝑥∀ :  ارٕ  > 1 ∶   0 < 4𝑥𝑛𝑒−𝑥2
< 4𝑥𝑛𝑒−𝑥 

+∞ +∞ 

0 0 
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𝑓𝑛  :ُذ٣٘ب 
′ 𝑥 = 4𝑒−𝑥2

𝑥𝑛−1 𝑛 − 2𝑥2  

4𝑒−𝑥2ثٔب إٔ   
𝑥𝑛−1 >               كبٕ اشبسح  0

𝑛رزؼِن كوؾ ثبشبسح   − 2𝑥2   

 :ٝ ِٗخض اُ٘زبئظ ك٢ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

0 

 
𝑛

2
 𝑥 0 +∞ 

0 

𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′(𝑥) 0 − 

𝑓𝑛   
𝑛

2
  

∎ 3 

   𝑓𝑛ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ  

 𝑓𝑛  ٍ0  داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ أُغب,  
𝑛

2
    

⊃ 0,1 ُ٘ج٤ٖ إٔ    0,
 𝑛

 2
     

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ 0   ارٕ   0,1  ػ٘ظشا ≤ 𝑥 ≤ 1   

 ٚ٘ٓ ٝ :0 ≤ 𝑥2 ≤ 1 

0:   ٗؼِْ إٔ  ≤ 2 ≤ 𝑛  

0:  ٗؼشة ٛبر٤ٖ أُزلبٝرز٤ٖ ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  ≤ 2𝑥2 ≤ 1   

0:  ارٕ  ≤ 𝑥 ≤
 𝑛

 2
⊃ 0,1 :    ٝ ٓ٘ٚ ٗغز٘زظ إٔ   0,

 𝑛

 2
  

,0  ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ثٔب إٔ 
 𝑛

 2
⊃ 0,1   ٝ ُذ٣٘ب     0,

 𝑛

 2
    

     0,1  ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛: ارٕ 

,0  ٗؾٞ طٞسرٚ    0,1  روبثَ 𝑓𝑛ٖٓ: ٝ ثبُزب٢ُ 
4

𝑒
    

= 𝑔𝑛 𝑥:   ٗؼغ  𝑓𝑛 𝑥 − 1  

 ع٤ٔغ اُ٘زبئظ أُؾظَ ػ٤ِٜب ُؾذ ا٥ٕ رخٍٞ ُ٘ب اعزؼٔبٍ ٓجشٛ٘خ اُو٤ْ اُٞع٤ط٤خ    

 1 ٝ 0 ٓؾظٞس ث٤ٖ ٣𝑢𝑛ٞعذ ػذد ؽو٤و٢ ٝؽ٤ذ : ٝ ثبُزب٢ُ 

= 𝑔𝑛 𝑢𝑛 :ٝ ٣ؾون  0  

= 𝑓𝑛 𝑥أُؼبدُخ  : أٝ ثزؼج٤ش آخش     0,1  ٖٓ أُغبٍ  𝑢𝑛  روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا 1

 أ ∎ 4 .

= 𝑓𝑛 𝑥  :ُذ٣٘ب  4𝑥𝑛𝑒−𝑥2
 

 ∎ 4 ب

   . 0,1  داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب 

𝑢𝑛:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  <    𝑢𝑛𝜖 0,1  لإٔ   1

3  ٝ  :𝑓𝑛+1 𝑢𝑛+1 =    ؽغت اُغئا1ٍ

 (  0,1 ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  )  روبثَ 𝑓𝑛+1ٝ ثٔب إٔ  

𝑢𝑛:   كبٕ  < 𝑢𝑛+1 

  ٚ٘ٓ ٝ 𝑢𝑛 𝑛≥2 ثٔب أٜٗب ٌٓجٞسح .   ٓززب٤ُخ رضا٣ذ٣خ ٝ

𝑢𝑛  ) 1ثبُؼذد  <  كبٜٗب ٓزوبسثخ (  1

> 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛:    ارٕ  𝑓𝑛+1 𝑢𝑛+1  

= 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛:    لإٔ  𝑢𝑛 ٍأ 4    ؽغت اُغئا 

 ∎ 5 أ

0:  ُذ٣٘ب  < 𝑢𝑛 < 0:    ارٕ 1 < lim∞ 𝑢𝑛 ≤ 1   

 ٚ٘ٓ ٝ  :0 < ℓ ≤ 1   

 ٌٓجٞسح ٝ رضا٣ذ٣خ ارٕ ٣غزؾ٤َ إٔ رٌٕٞ ٜٗب٣زٜب 𝑢𝑛 𝑛≥2 أُززب٤ُخ 

0اُظلش ٝ ٛزا ٓب ٣جشس اٌُزبثخ   < ℓ ≤ ٝ ٛزٙ اُٜ٘ب٣خ ٣ٌٖٔ إٔ   . 1

ٝ ك٢ ٛزٙ اُؾبُخ ٗوٍٞ .  اُز١ ٤ُظ ه٤ٔخ ٖٓ ه٤ٜٔب لأٜٗب رضا٣ذ٣خ 1رغب١ٝ 

𝑢𝑛  ٓؾذ ػ١ِٞ ُِٔغٔٞػخ  1ثؤٕ اُؼذد   , 𝑛 ≥ 2 .   

 5 ب ∎

  :ُذ٣٘ب 
0 < 𝑢𝑛 < 1

0 <  𝑢𝑛 2 < 1
  

⟹     1 < 𝑒 𝑢𝑛  2
< 𝑒 

𝑓 𝑢𝑛 =  :ٗؼِْ إٔ  1

𝑢𝑛 𝑛𝑒− 𝑢𝑛 4 :٣ؼ٢٘   2
= 1 

. 𝑔𝑛 0  : ُذ٣٘ب  𝑔𝑛 1 =  𝑓𝑛 0 − 1  𝑓𝑛 1 − 1  

 =  0 − 1  
4

𝑒
− 1  

 ≈ −0,47 < 0 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→0

𝑓𝑛(𝑥) =  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

4𝑥𝑛𝑒−𝑥2
= 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥) =  0 

𝑓𝑛  كبٕ                 :  ارا ًبٕ 
′ 𝑥 = 0.   𝑥 =  

𝑛

2
 

𝑓𝑛  كبٕ                 :  ارا ًبٕ 
′ 𝑥 < 0.   𝑥 >  

𝑛

2
 

𝑓𝑛  كبٕ                 :  ارا ًبٕ 
′ 𝑥 > 0.   𝑥 <  

𝑛

2
 

2 ∎ 

 ⟹    𝑓𝑛+1 𝑥 = 4𝑥𝑛+1𝑒−𝑥2
 

 ⟹    𝑓𝑛+1 𝑥 = 𝑥 4𝑥𝑛𝑒−𝑥2
  

 ⟹    𝑓𝑛+1 𝑥 = 𝑥𝑓𝑛 𝑥  

 ٚ٘ٓ ٝ:     𝑓𝑛+1 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛 . 𝑓𝑛 𝑢𝑛  

= 𝑓𝑛 𝑢𝑛    3 .ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ   1 

= 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛     :ارٕ  𝑢𝑛 . 1 = 𝑢𝑛  

𝑓𝑛
′ 𝑥  
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 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑒 𝑢𝑛  2
= 4 𝑢𝑛 𝑛  

1     :ٗ٘طِن ٖٓ  < 𝑒 𝑢𝑛  2
< 𝑒 

1     : ارٕ  < 4 𝑢𝑛 𝑛 < 𝑒 

 ∎ 5 ج

      
− ln 4

𝑛
< ln 𝑢𝑛 <

1

𝑛
−

ln 4

𝑛
 :ثٔب إٔ  

+∞ +∞ 

0 0 

lim
𝑛∞

ln 𝑢𝑛 =  : ارٕ ثبُؼشٝسح  0

 ٚ٘ٓ ٝ : lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = lim
𝑛∞

𝑒ln 𝑢𝑛  = 𝑒0 = 1 

= 𝐹 −𝑥 : ُذ٣٘ب   
1

ln 1 + 𝑡2 

−2𝑥

−𝑥

𝑑𝑡 

𝑦:  ٗؼغ  = −𝑡   ٕار  𝑑𝑦 = −𝑑𝑡   

 ( ن 3,75):   التمرين الخامس 

1 ∎ 

 ∎ 2 ب

𝐹(𝑥) :ُذ٣٘ب  = −𝜑 𝑥 + 𝜑 2𝑥  

𝑥اُذاُخ   → 𝜑(𝑥) هبثِخ ُلإشزوبم  . 

𝑥: ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  → 𝜑 2𝑥  داُخ هبثِخ ُلإشزوبم لأٜٗب 

 ٓشًت داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم

 . هبثِخ ُلإشزوبم لأٜٗب ٓغٔٞع داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم𝐹ٝ ثبُزب٢ُ 

𝑥:  ُذ٣٘ب  > 0   

1:  ارٕ  + 𝑥2 > 1   ٝ  1 + 4𝑥2 > 1   

 ٚ٘ٓ ٝ   :ln 1 + 4𝑥2  . ln 1 + 𝑥2 > 0   

  𝜑(𝑥)   داُخ ٓزظِخ ارٕ روجَ داُخ أط٤ِخ ٝ ٢ٛ                     لإٔ
1

ln 1 + 𝑥2 
 

= 𝜑′ 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب 
1

ln 1 + 𝑥2 
 

 2 ج ∎

𝑙𝑛 :  رزؼِن كوؾ ثبشبسح 𝐹′(𝑥)ٝ ثبُزب٢ُ اشبسح    
𝑥4 + 2𝑥2 + 1

1 + 4𝑥2   

 ٌٖ٤ُ  :𝑥 > 0   

= 𝐹 𝑥 :ُذ٣٘ب   
1

ln 1 + 𝑡2 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

=  
1

ln 1 + 𝑡2 

1

𝑥

𝑑𝑡 +  
1

𝑙𝑛 1 + 𝑡2 

2𝑥

1

𝑑𝑡 

 ∎ أ 2

= −𝐹 𝑥  

𝐹 −𝑥 =  
−1

ln 1 + 𝑦2 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑦 

= − 
1

ln 1 + 𝑦2 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑦 

 .  داُخ كشد٣خ F: ارٕ 

𝑡:  ارا ًبٕ  = −𝑥  ٕكب  𝑦 = 𝑥.   

𝑡:  ارا ًبٕ  = −2𝑥  ٕكب  𝑦 = 2𝑥.   

+ℝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑙𝑛ٗؼِْ إٔ اُذاُخ 
 :  ارٕ ∗

    0 < ln 4 𝑢𝑛 𝑛 < 1 

  ⟺     0 < ln 4 + 𝑛 ln 𝑢𝑛 < 1 

  ⟺     
− ln 4

𝑛
< ln 𝑢𝑛 <

1

𝑛
−

ln 4

𝑛
 

ℓ: ٝ ثبُزب٢ُ  = 1 

𝑙𝑛 : ُ٘ؾَ أُؼبدُخ   
𝑥4 + 2𝑥2 + 1

1 + 4𝑥2  = 0 

⟺      
𝑥4 + 2𝑥2 + 1

1 + 4𝑥2
= 1 

⟺      𝑥4 + 2𝑥2 + 1 = 1 + 4𝑥2 

⟺      𝑥4 − 2𝑥2 = 0 

⟺      𝑥2 𝑥2 − 2 = 0 

⟺      𝑥 = 𝑥  أو  0 = 𝑥  أو  2  = − 2   

𝐹′(𝑥) :ارٕ  = −𝜑′ 𝑥 + 2𝜑′ 2𝑥  

=
−1

𝑙𝑛  1 + 𝑥2 
+

2

𝑙𝑛  1 + 4𝑥2 
 

=
2 ln 1 + 𝑥2 − ln 1 + 4x2 

ln 1 + 4𝑥2  . ln 1 + 𝑥2 
 

=
ln  1 + 𝑥2 2 − ln 1 + 4x2 

ln 1 + 4𝑥2  . ln 1 + 𝑥2 
 

=
ln  

𝑥4 + 2𝑥2 + 1
1 + 4𝑥2  

ln 1 + 4𝑥2  . ln 1 + 𝑥2 
 

= − 
1

ln 1 + 𝑡2 

𝑥

1

𝑑𝑡 +  
1

𝑙𝑛 1 + 𝑡2 

2𝑥

1

𝑑𝑡 

= −𝜑 𝑥 + 𝜑 2𝑥  
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,0  ػ٠ِ أُغبٍ  𝐹ٗؾٖ ثظذد دساعخ رـ٤شاد اُذاُخ  +∞    

𝑥ارٕ عٞف ٜٗزْ ثبُؾبُخ   =  .  كوؾ2 

𝑥ارا ًبٕ    > 𝑥2 𝑥2  كبٕ   2  − 2 > 0  

 ٚ٘ٓ ٝ :      
𝑥4 + 2𝑥2 + 1

1 + 4𝑥2
> 1 

𝑙𝑛  
𝑥4 + 2𝑥2 + 1

1 + 4𝑥2  >  :٣ؼ٢٘  0

𝐹′ 𝑥 >  :ارٕ  0

,2   رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  ٣𝐹ؼ٢٘  +∞ :   

,0  ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغبٍ  𝐹ك٢ اُؾبُخ الأخشٟ ٗغذ إٔ   2 .   

 أ 3 ∎

  ٌٖ٤ُ𝑥 > 2𝑥  ارٕ   0 > 0  

 ٚ٘ٓ ٝ   : 𝑥, 2𝑥 ⊂  0, +∞    

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝜑ٝ ثٔب إٔ  +∞ .   

,𝑥 :    ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝜑كبٕ   2𝑥    

 :ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ 

 ب ∎ 3

 3 ∎ د

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ  𝐹ُذ٣٘ب   2    

  ٗغز٘زظ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُو٤ْ اُٞع٤ط٤خ ٝعٞد ؽَ ٝؽ٤ذ  4  ٝ  3 ٖٓ 

= 𝐺 𝑥ُِٔؼبدُخ   = 𝐹 𝑥  أٝ أُؼبدُخ  0 𝑥  ٍ0   ك٢ أُغب,  2 .   

 ∃𝑐𝜖 𝑥, 2𝑥  ∶  
𝜑 2𝑥 − 𝜑 𝑥 

2𝑥 − 𝑥
= 𝜑′ 𝑐  

,𝑐𝜖 𝑥∃  :٣ؼ٢٘  2𝑥  ∶  𝜑 2𝑥 − 𝜑 𝑥 = 𝑥𝜑′ 𝑐  

0 أ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ  < 𝑥 < 𝑐 < 2𝑥 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑥

ln 1 + 𝑥2 
= +∞ 

lim  :٣ٌل٢ إٔ ٗغزؼَٔ 
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
= 0  

lim :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي
𝑥→+∞

𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
= +∞ 

𝐹(𝑥) ب ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ  <
𝑥

ln 1 + 𝑥2 
 

𝑒  :ٝ ُذ٣٘ب  − 1 ≈ 1,31 > 0 

𝐹  𝑒 :ارٕ  − 1 <
 𝑒 − 1

ln 1 +  𝑒 − 1  
 

   :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
< 𝐹(𝑥) ٝ 

 𝑒 − 1

2
≈ 0,65 > 0 

= 𝐺′ 𝑥 :لإٔ  𝐹′ 𝑥 − 1 < 0 

lim  :ارٕ 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = +∞  

𝐹(𝑥) :٣ؼ٢٘  =
𝑥

ln 1 + 𝑐2 
 

⟹   0 < 𝑥2 < 𝑐2 < 4𝑥2 

⟹   0 < ln 1 + 𝑥2 < ln 1 + 𝑐2 < ln 1 + 4𝑥2  

⟹   
1

ln 1 + 4𝑥2 
<

1

ln 1 + 𝑐2 
<

1

ln 1 + 𝑥2 
 

⟹   
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
<

𝑥

ln 1 + 𝑐2 
<

𝑥

ln 1 + 𝑥2 
 

⟹   
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
< 𝐹(𝑥) <

𝑥

ln 1 + 𝑥2 
 

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ   𝐺ارٕ   2    4  

𝐺 : ٗغز٘زظ  2 ٝ  1  ٖٓ  
 𝑒 − 1

2
 . 𝐺  𝑒 − 1 < 0  3  

𝐹  𝑒 :٣ؼ٢٘  − 1 <  𝑒 − 1  1  

lim  :ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ ٝ ثبعزؼٔبٍ اُٜ٘ب٣خ 
𝑥→0+

ln 𝑥

𝑥
= −∞  

 ج ∎ 3

 ب ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ 

  
𝑥

ln 1 + 4𝑥2 
< 𝐹(𝑥) <

𝑥

ln 1 + 𝑥2 
 

𝐹  :ارٕ   
 𝑒 − 1

2
 >

 𝑒 − 1
2

ln  1 +
4 𝑒 − 1 

4  
 

𝐹 :٣ؼ٢٘   
 𝑒 − 1

2
 >

 𝑒 − 1

2
  2  

= 𝐺 𝑥 :ٗؼغ   𝐹 𝑥 − 𝑥 

lim  :ٗغذ 
𝑥→0+

𝐹(𝑥) = +∞  ٝ  lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥)

𝑥
= 0  
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 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

, ℝ        )     .   ؽِوخ ٝاؽذ٣خ ؿ٤ش رجبد٤ُخ                             ٗزًش إٔ    +,×) M3  

,ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝑀 𝑥 ثبُٔظلٞكخ 𝑥 اُز١ ٣شثؾ اُؼذد اُؾو٤و٢ 𝜑ث٤ٖ إٔ اُزطج٤ن    . ×,𝐸  ٗؾٞ  +

 . صٓشح رجبد٤ُخ            اعز٘زظ إٔ

 . ػذد ؽو٤و٢ 𝑥 ؽ٤ش 𝑀(𝑥) ٓوِٞة أُظلٞكخ  𝑀−1 𝑥ؽذد 

𝐴5𝑋:  أُؼبدُخ 𝐸ؽَ ك٢ أُغٔٞػخ  = 𝐵 ؽ٤ش   :𝐴 = 𝑀 2   ٝ  𝐵 = 𝑀 12 .   

𝐹: ث٤ٖ إٔ أُغٔٞػخ  =  𝑀(ln 𝑥 ∕ 𝑥𝜖ℝ+
∗   . ×,𝐸  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح  

( ن 4,5 ) : انثاوًانتمشٌه  ,𝒪 أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٝ ٓجبشش   𝑢  , 𝑣  .  

∶  𝐸  أُؼبدُخ   ℂٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ    𝑧2 − 4𝒾𝑧 − 2 + 2𝒾 3 = 0.  

𝑎رؾون إٔ اُؼذد اُؼوذ١   = 1 + 𝒾 2 −   . 𝐸   ؽَ ُِٔؼبدُخ  3 

  . 𝐸  اُؾَ اُضب٢ٗ ُِٔؼبدُخ 𝑏اعز٘زظ 

𝑎2:     ث٤ٖ إٔ  = 4 2 −  3 𝑒𝒾
𝜋

6.  

 . ػ٠ِ اُشٌَ أُضِض٢ 𝑎أًزت اُؼذد 

𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝑐 اُز٢ أُؾبهٜب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ 𝐴 ٝ 𝐵 ٝ 𝐶ٗؼزجش اُ٘وؾ  = 2𝒾 + 2𝑒𝒾
𝜋

7.  

  . 𝐴𝐵  اُذائشح اُز٢ أؽذ أهطبسٛب  Γ ُزٌٖ 

  . Γ  ٓشًض اُذائشح Ω ُؾن اُ٘وطخ 𝜔ؽذد 

  . Γ  ر٘ز٤ٔبٕ ا٠ُ اُذائشح 𝒪 ٝ 𝐶ث٤ٖ إٔ اُ٘وطز٤ٖ 

ث٤ٖ إٔ اُؼذد اُؼوذ١      
𝑐−𝑎

𝑐−𝑏
 .     رخ٢ِ٤ طشف

𝐸 :ٗؼزجش أُغٔٞػخ  =  𝑀 𝑥 =  
1 0 0
𝑥 1 0
𝑥2 2𝑥 1

 ∕ 𝑥𝜖ℝ   

  ×;                    M3 (ℝ)       .                    عضء ٓغزوش ك٢ 𝐸ث٤ٖ إٔ 

 ب

 ج

 د

1 

1 

 أ

 أ

 أ

 2 أ

2 

3 

3 

 ب

 ب

 ب

 ج

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

 𝐸,×  

) 
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( ن 3,0 ) : انثانثانتمشٌه   

 . ًشاد ث٤ؼبء ٝ ًشر٤ٖ ؽٔشا٣ٖٝ ٣10ؾز١ٞ ط٘ذٝم ػ٠ِ 

 .ٗغؾت اٌُشاد ٖٓ اُظ٘ذٝم اُٞاؽذح  الأخشٟ ثذٕٝ اؽلاٍ ا٠ُ إٔ ٗؾظَ لأٍٝ ٓشح ػ٠ِ ًشح ث٤ؼبء صْ ٗٞهق اُزغشثخ 

 ٌٖ٤ُ𝑋 أُزـ٤ش اُؼشٞائ٢ اُز١ ٣غب١ٝ ػذد اٌُشاد أُغؾٞثخ . 

  .𝑋ؽذد ٓغٔٞػخ ه٤ْ أُزـ٤ش اُؼشٞائ٢ 

𝑋 أؽغت اؽزٔبٍ اُؾذس  = 1 .  

𝑋 أؽغت اؽزٔبٍ اُؾذس  = 3 .  

 ( .𝑋 ٢ٛ ٓـب٣شح أُزـ٤ش اُؼشٞائ٢ 𝑉(𝑋)ؽ٤ش  ) . 𝑉 𝑋 صْ اعز٘زظ ه٤ٔخ  𝐸 𝑋2أؽغت 

( ن 10 ) : انشاتغانتمشٌه   

 .1 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ُغبس ك٢ 𝑓ث٤ٖ إٔ اُذاُخ 

 .1 ػ٠ِ ا٤ُغبس ك٢ 𝑓أدسط هبث٤ِخ اشزوبم اُذاُخ 

 . صْ اػؾ عذٍٝ رـ٤شارٜب𝐼 ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓أدسط رـ٤شاد اُذاُخ 

= 𝑓 𝛼:  ٣ؾون 𝐼 ٖٓ أُغبٍ 𝛼ث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢ ٝؽ٤ذ  𝛼.  

  .𝐼 ٗؾٞ 𝐼 روبثَ ٖٓ أُغبٍ 𝑓ث٤ٖ إٔ اُذاُخ 

  .𝐼 ٖٓ أُغبٍ 𝑦 ٌَُ ػ٘ظش  𝑓−1 𝑦ؽذد 

𝑝 𝑋 :ث٤ٖ إٔ  = 2 =
5

33
 

= 𝐸 𝑋 :ث٤ٖ إٔ  ( .𝑋 ٛٞ الأَٓ اُش٣بػ٢ ُِٔزـ٤ش اُؼشٞائ٢  𝐸 𝑋: ؽ٤ش  )
13

11
 

,𝒪  ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ   𝑓 أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ             ٝ ٤ٌُٖ  𝒾 , 𝒿  .  C          

 ث٤ٖ إٔ أُ٘ؾ٠٘ ٣وجَ ٗوطخ اٗؼطبف ٝؽ٤ذح أكظُٜٞب 
𝑒 − 1

𝑒
 

=  𝒾 :  ٗؤخز  ). 0   ٓجشصا ٗظق ٓٔبعٚ ك٢ اُ٘وطخ اُز٢ أكظُٜٞب       أٗش٠ء أُ٘ؾ٠٘   𝒿  = 2𝑐𝑚 ) C          

𝐼 أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  =  0;  : ثٔب ٢ِ٣  1

 
𝑓 𝑥 =

1

1 − ln 1 − 𝑥 
  ;   0 ≤ 𝑥 < 1

𝑓 1 = 0                                                  

  

 ب

4 

6 

 𝐈  

1 

 أ 1

 أ

 أ

 أ

2 

2 

3 

5 

 ب

 ب

 ب

 ج

 د

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50
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 . ر٘بهظ٤خ صْ اعز٘زظ أٜٗب ٓزوبسثخ 𝐼𝑛 𝑛≥0 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ 

𝐽 ٖٓ أُغبٍ 𝑥ٌَُ ػذد ؽو٤و٢  =  0;  : ٗؼغ 𝑛ٝ ٌَُ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ    1

𝑥:  ث٤ٖ إٔ اُذاُخ →  1 − 𝑥  1 − ln 1 − 𝑥   ٍر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغب 𝐽.  

  .𝑥𝜖𝐽 ٖٓ أعَ 𝐹(𝑥)ؽذد 

𝑛:  𝐼0ٝ ٌَُ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  :ٗؼغ  =  𝑓(𝑡)
1

0

𝑑𝑡 𝐼𝑛 =  𝑡𝑛𝑓(𝑡)
1

0

𝑑𝑡 

𝐼𝑛 𝑛≥0.   ∀𝑛 صْ ؽذد ٜٗب٣خ أُززب٤ُخ  :ث٤ٖ إٔ  ≥ 0   ;   0 ≤ 𝐼𝑛 ≤
1

𝑛 + 1
 

,  𝑛𝜖ℕ∀  :ث٤ٖ إٔ   ∀𝑥𝜖𝐽   ;   𝐹 𝑥 − 𝑆𝑛 𝑥 =  
𝑡𝑛+1𝑓 𝑡 

 1 − 𝑡 

𝑥

0

𝑑𝑡 

,0 رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ  : اعز٘زظ إٔ اُذاُخ  𝑥  ٌٖٜٓٔب ٣ 𝑥 ٍأُغب ٖٓ 𝐽.  𝑡 →
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
 

,  𝑛𝜖ℕ∀  :ث٤ٖ إٔ   ∀𝑥𝜖𝐽   ;   0 ≤ 𝐹 𝑥 − 𝑆𝑛 𝑥 ≤
1

𝑛 + 2
 

1

1 − 𝑥
  

lim : ُذ٣٘ب 𝐽 ٖٓ أُغبٍ 𝑥اعز٘زظ أٗٚ ٜٓٔب ٣ٌٖ اُؼذد 
𝑛→+∞

𝑆𝑛 𝑥 = 𝐹(𝑥) 

lim :ؽذد اُٜ٘ب٣خ 
𝑥→1−

𝐹(𝑥) 

𝑆𝑛 𝑥 =  𝐹𝑘

𝑛

𝑘=0

 𝑥  𝐹 𝑥 =  
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 𝐹𝑛 𝑥 =  𝑡𝑛𝑓 𝑡 
𝑥

0

𝑑𝑡 𝐹𝑛 0 =  𝑓 𝑡 
𝑥

0

𝑑𝑡 ٝ ٝ ٝ 

1 

 ب

3 

 𝐈𝐈  

 𝐈𝐈𝐈  

1 

 أ

 أ

 أ

2 

2 

4 

 ب

 ب

  ن0,75

  ن0,75

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

     183: الصفحة   -                2012رمضان   -  http:/www.professeurbadr.blogspot.com-  الأجوبة من اقتراح الأستاذ بدر الدين الفاتحي 



 

  

 2010أجوبة الدورة الاستدراكية  𝟏𝟖𝟒 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

  M3 (ℝ)       ٓظلٞكز٤ٖ ٖٓ       𝑀 𝑥   ٝ  𝑀 𝑦ُزٌٖ  

 ( ن 3,0 ):   التمرين الأول 

∎ 1 

    (        ℝ ,×) M3   ٕار𝐸عضء ٓغزوش ك٢  

 2 أ ∎

,ℝ  رشبًَ ٖٓ  𝜑ارٕ      ×,𝐸   ٗؾٞ   +

  ٌٖ٤ُ𝑀 𝑦  ٖٓ ػ٘ظشا  𝐸.  

= 𝜑 𝑥:    اُزب٤ُخ 𝑥 أُؼبدُخ راد أُغٍٜٞ ℝُ٘ؾَ ك٢  𝑀 𝑦   

,ℝ  روبثَ ٖٓ  𝜑ارٕ     . ×,𝐸   ٗؾٞ   +

,ℝ رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  :  خلاطخ     . ×,𝐸   ٗؾٞ   +

 ب 2 ∎

 ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح

,ℝ   تما أن  0 ٛٞ +  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوبٕٗٞ  +

 . ًٔٔبصَ 𝑥−  ٣وجَ 𝑥ٝ ًَ ػ٘ظش 

  𝜑 0 ٛٞ ×  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوبٕٗٞ  ×,𝐸  :  فئن

 . ًٔٔبصَ 𝜑 −𝑥 ٣وجَ  𝜑 𝑥ٝ ًَ ػ٘ظش 

 ج 2 ∎
 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ  

= 𝑆𝑦𝑚 𝑥:     ُذ٣٘ب  −𝑥  

 د 2 ∎

𝑀 𝑥:   ك٢ اُجذا٣خ ُذ٣٘ب  + 𝑦 = 𝑀 𝑥 × 𝑀 𝑦   

 ٚ٘ٓ ٝ      :𝐴5 =  𝑀(2) 5 = 𝑀 10   

𝐴5𝑋ارٕ أُؼبدُخ   = 𝐵   رٌبكئ  𝑀 10 𝑋 = 𝑀 12   

× 𝑀 𝑥 :ُذ٣٘ب  𝑀 𝑦 =  
1 0 0
𝑥 1 0
𝑥2 2𝑥 1

  

1 0 0
𝑦 1 0

𝑦2 2𝑦 1
  

⟺    𝑀 𝑥 × 𝑀 𝑦 =  

1 0 0
 𝑥 + 𝑦 1 0

 𝑥 + 𝑦 2 2 𝑥 + 𝑦 1
  

⟺    𝑀 𝑥 × 𝑀 𝑦 = 𝑀 𝑥 + 𝑦  𝜖 𝐸 

 1 :ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ      

   𝑀 𝑥 × 𝑀 𝑦 = 𝑀 𝑥 + 𝑦   

  ⟺    𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑦 = 𝜑 𝑥 + 𝑦   

  ⟺     ∀𝑀 𝑦  𝜖 𝐸  ;   ∃! 𝑥 𝜖 𝐸  ∶   𝜑 𝑥 = 𝑀 𝑦  

= 𝜑 0 :ٝ ُذ٣٘ب   
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = 𝐼 

ٝ 𝜑 −𝑥 = 𝑀 −𝑥 =  
1 0 0

−𝑥 1 0
𝑥2 −2𝑥 1

  

⟺    𝑀 𝑥 + ⋯ + 𝑥 = 𝑀 𝑥 × ⋯ × 𝑀 𝑥   

⟺    𝑀 𝑛𝑥 =  𝑀 𝑥  
𝑛

  

⟺    𝑋 =  𝑀 10  
−1

× 𝑀 12   

⟺    𝑋 = 𝑀 −10 × 𝑀 12   

⟺    𝑋 = 𝑀 2  𝜖 𝐸 

∎ 3 

 
= 𝑀 1:     ٓغٔٞػخ ؿ٤ش كبسؿخ لإٔ 𝐹ٗلاؽع إٔ  𝑀 ln 𝑒  𝜖 𝐹  

𝐹:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ⊂ 𝐸   

+𝑥𝜖ℝ∀ :   ٝ رُي لإٔ 
∗    ;  ln 𝑥  𝜖 ℝ  

 ٌٖ٤ُ  :𝑀 ln 𝑥   ٝ  𝑀 ln 𝑦   ٖٓ ٖػ٘ظش٣  𝐹  

𝑥:  ثٔب إٔ  > 0  ٝ  𝑦 > :     كبٕ 0
𝑥

𝑦
> 0  

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑀  ln  
𝑥

𝑦
   𝜖 𝐹  

= 𝜑 𝑥               روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا ٝ ٛٞ                           ٝ ثبُزب٢ُ أُؼبدُخ   𝑀 𝑦       𝑥 = 𝑦  

         ٝ ٛٞ أُظلٞكخ  𝐸روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا ك٢                    ٝ ثبُزب٢ُ أُؼبدُخ 

 .  

𝐴5𝑋 = 𝐵 𝑀 2   

   . ×,𝐸   صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح    ×,𝐹 : ٝ ثبُزب٢ُ 

𝑀 ln : ُذ٣٘ب  𝑥 ×  𝑀 ln 𝑦  
−1

= 𝑀 ln 𝑥 × 𝑀 − ln 𝑦       

    = 𝑀 ln 𝑥 − ln 𝑦  

    = 𝑀  ln  
𝑥

𝑦
   

     𝜑 𝑥 = 𝑀 𝑦   

  ⟺    𝑀 𝑥 = 𝑀 𝑦   

⟺       
1 0 0
𝑥 1 0
𝑥2 2𝑥 1

 =  

1 0 0
𝑦 1 0

𝑦2 2𝑦 1
  

  ⟺    𝑥 = 𝑦  

⟺    𝜑 𝑆𝑦𝑚 𝑥  = 𝜑 −𝑥   

⟺    𝑆𝑦𝑚 𝜑 𝑥  = 𝜑 −𝑥   

⟺    𝑆𝑦𝑚 𝑀 𝑥  = 𝑀 −𝑥   

⟺     𝑀 𝑥  
−1

= 𝑀 −𝑥   

⟺      
1 0 0
𝑥 1 0
𝑥2 2𝑥 1

 

−1

=  
1 0 0

−𝑥 1 0
𝑥2 −2𝑥 1
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 ( ن 4,0 ):   التمرين الثالث 

 1 أ ∎

 ٤٘ٛئب. رؼ٣ٞغ ٝ ؽغبة ثغ٤ؾ ٣ٔ٘ؾي ٗظق ٗوطخ ٓغب٤ٗخ

 ب 1 ∎

 2 أ ∎

 :ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب 

 ب 2 ∎

𝑎:   ٗؼغ  = 𝑟𝑒𝑖𝜃  

𝑎2:    ارٕ  = 𝑟2𝑒2𝑖𝜃 = 4 2 −  3 𝑒
𝑖𝜋

6  

𝑎:   ٝ ثبُزب٢ُ  = 2 2 −  3𝑒
𝑖𝜋

𝑎    أٝ   12 = 2 2 −  3𝑒
13𝑖𝜋

12    

 أ 3 ∎

    Γ ٗؾغت أٝلا شؼبع اُذائشح  

 3 ب ∎

𝒪Ω:    ُذ٣٘ب  =  z𝒪 − zΩ  =  0 − 2𝑖 = 2  

Ω𝒪:     ارٕ  = Ω𝐶 =
𝐴𝐵

2
= 2  

 ج 3 ∎

   𝐴𝐵  اُز٢ هطشٛب  Γ  ٗوطخ ٖٓ اُذائشح 𝐶ُذ٣٘ب 

  𝐶  ٓضِش هبئْ اُضا٣ٝخ ك٢ 𝐴𝐵𝐶:  ارٕ 

2 :ثٔب إٔ    2 −  3 𝑒
𝑖𝜋
12 = 1 + 𝑖 2 −  3  

𝑎:      كبٗٚ ك٢ اُٜ٘ب٣خ ٗؾظَ ػ٠ِ  = 2 2 −  3𝑒
𝑖𝜋

12      

 ٚ٘ٓ ٝ : 𝑧Ω =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵

2
=

𝑎 + 𝑏

2
= 2𝑖 

𝐴𝐵

2
=  

𝑏 − 𝑎

2
 =  

−1 + 𝑖 2 +  3 − 1 − 𝑖 2 −  3 

2
  

=  −1 + 𝑖 3 =   −1 2 +   3 
2

= 2 

Ω𝐶:   ٝ ُذ٣٘ب  =  𝑧𝐶 − 𝑧Ω  =  2𝑖 + 2𝑒
𝑖𝜋

7 − 2𝑖 =  2𝑒
𝑖𝜋

7  = 2  

𝐴 

𝐵 

Ω 

𝐶 

  𝐴 𝐵   .          ٢ٛ ٓ٘زظق Ωكبٕ 

  Γ    𝐴 𝐵  هطش ُِذائشح           ثٔب إٔ 

𝑎:    ٗغزؼَٔ ػلاهخ ٓغٔٞع عزس١ صلاص٤خ اُؾذٝد ٗؾظَ ػ٠ِ  + 𝑏 =
4𝑖

1
  

⟺    𝑏 = 4𝑖 − 1 − 𝑖 2 −  3  

⟺    𝑏 = −1 + 𝑖 2 +  3  

𝑎:       ُذ٣٘ب ٖٓ عٜخ = 1 + 𝑖 2 −  3   

⟹    𝑎2 = 1 −  2 −  3 
2

+ 2 2 −  3  

⟹    𝑎2 = −6 + 4 3 + 4𝑖 − 2𝑖 3 

4 2 −  3 𝑒
𝑖𝜋
6 = 4 2 −  3  cos

𝜋

6
+ 𝑖 sin

𝜋

6
  

= 4 2 −  3  
 3

2
+

𝑖

2
  

= −6 + 4 3 + 4𝑖 − 2𝑖 3 

𝑎2 :      ٝ ثبُزب٢ُ  = 4 2 −  3 𝑒
𝑖𝜋
6  

⟺      
𝑟2 = 4 2 −  3 

2𝜃 ≡
𝜋

6
 2𝜋 

  

⟺      
𝑟 = 2 2 −  3

𝜃 ≡
𝜋

12
 𝜋       

  

2   2 −  3 𝑒
13𝑖𝜋

12 = −1 − 𝑖 2 −  3  ٝ       : 

 ٚ٘ٓ ٝ    :  𝐶𝐵      , 𝐶𝐴                ≡
𝜋

2
 𝜋  

⟺     𝑎𝑟𝑔  
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
 ≡

𝜋

2
 𝜋  

⟺     𝑎𝑟𝑔  
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
 ≡

𝜋

2
 𝜋  

⟺     𝑎𝑟𝑔  
𝑐 − 𝑎

𝑐 − 𝑏
 ≡

𝜋

2
 𝜋  

⟺      
𝑐 − 𝑎

𝑐 − 𝑏
 𝜖 𝑖ℝ 

  . Γ  ٗوطزبٕ ٖٓ اُذائشح 𝒪 ٝ 𝐶: ٝ ثبُزب٢ُ 



 

  

 2010أجوبة الدورة الاستدراكية  𝟏𝟖𝟔 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

 :ٗلاؽع إٔ اُ٘ٔٞرط الأٓضَ ُذساعخ ٛزٙ اُزغشثخ اُؼشٞائ٤خ ٛٞ ٗٔٞرط اُشغشح 

 :ٖٓ خلاٍ اُشغشح ٗغز٘زظ ٓب ٢ِ٣ 

 د ج ب 1 أ ∎

 2 أ ∎

 : ُذ٣٘ب 

𝐸 𝑋 = 1 × 𝑃 𝑋 = 1 + 2 × 𝑃 𝑋 = 2 + 3 × 𝑃 𝑋 = 3  

⟺    𝐸 𝑋 =
5

6
+

10

33
+

3

66
=

13

11
 

 ب 2 ∎

 ( ن 10 ) :   (المسألة)التمرين الرابع 

 𝐈  ∎ 1 

 𝐈  ∎ 2 

 𝐈  ∎ 3 

;0  داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝑓ُذ٣٘ب  كخ ٖٓ  1 ؼَشَّ ُٓ   لأٜٗب رش٤ٌِخ 

كخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ   ؼَشَّ ُٓ ;0 دٝاٍ  1    

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ 0  ػ٘ظشا; 1    

1   ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح   𝑓′ 𝑥ارٕ اشبسح   − 𝑥    

𝑥ارا ًبٕ   < 𝑓:     كبٕ 1 ′ 𝑥 < 0  

;0  داُخ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓ارٕ  1    

 :  ُذ٣٘ب 

𝑓 ′ 𝑥 =
− 1 − ln 1 − 𝑥  ′

 1 − ln 1 − 𝑥  2
=

−1

 1 − 𝑥  1 − ln 1 − 𝑥  2
 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

 رزٞهق اُزغشثخ ػ٘ذ ٛزا اُؾذ

 رزٞهق اُزغشثخ ػ٘ذ ٛزا اُؾذ

 رزٞهق اُزغشثخ ػ٘ذ ٛزا اُؾذ

ُْ ٗلؼَ 

 ش٤ئب ثؼذ

ٗغؾت 

ًشح ٖٓ 

 اُظ٘ذٝم

ٗغؾت 

ًشح ٖٓ 

 اُظ٘ذٝم

ٗغؾت 

ًشح ٖٓ 

 اُظ٘ذٝم

رٞهق 

 اُزغشثخ

𝟓

𝟔
 

𝟏

𝟔
 

𝟏𝟎

𝟏𝟏
 

𝟏

𝟏𝟏
 𝟏 

𝑋 Ω =   1 ; 2 ; 3   

𝑃 𝑋 = 1 =
5

6
 

𝑃 𝑋 = 2 =
1

6
×

10

11
=

5

33
 

𝑃 𝑋 = 3 = 1 − 𝑃 𝑋 = 1 − 𝑃 𝑋 = 2 =
1

66
 

 : ُذ٣٘ب 

𝐸 𝑋2 = 12𝑃 𝑋 = 1 + 22𝑃 𝑋 = 2 + 32𝑃 𝑋 = 3  

=
5

6
+

20

33
+

9

66
 

=
52

33
 

=
52

33
−  

13

11
 

2

 

=
65

363
 

= 𝑉 𝑋 :ارٕ  𝐸 𝑋2 −  𝐸 𝑋  
2
 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

 
1

1 − ln 1 − 𝑥 
  

=  
1

1 − ln 1 − 1− 
  

=  
1

1 − ln 0+ 
  

=  
1

1 −  −∞ 
  

= 0 

=  
1

+∞
  

  1 داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ ٣غبس اُؼذد 𝑓ارٕ 

lim
𝑥→1−

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 1 

𝑥 − 1
 = lim

𝑥→1−

1

 𝑥 − 1  1 − ln 1 − 𝑥  
 

= lim
𝑥→1−

1

 1 − 𝑥 ln 1 − 𝑥 −  1 − 𝑥 
 

= lim
𝑢→0+

𝑢=1−𝑥

 
1

𝑢 ln 𝑢 − 𝑢
  

=
1

0 − 0+
 

= −∞ ∉  ℝ 

 1 ؿ٤ش هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ٣غبس 𝑓ارٕ 

= 𝑓(1) 
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 : ًٔب ٢ِ٣ 𝑓ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

 𝐈  ∎ 4 أ 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ 0  ػ٘ظشا; 1    

𝑥:     كبٕ  𝑥 𝜖  0,1ثٔب إٔ    > 1 − 𝑒 ٕ1:      لأ − 𝑒 ≈ −1,7 < 0  

ln 1:    ارٕ  − 𝑥 < 1   

1  ػ٘ذٓب ٣٘ؼذّ اُزؼج٤ش   𝑓′′ 𝑥ر٘ؼذّ  : ٝ ثبُزب٢ُ  + ln 1 − 𝑥    

𝑥:    ٝ ارا ًبٕ  <  
𝑒−1

𝑒
1:       كبٕ   − 𝑥 > 𝑒−1    

 ٚ٘ٓ ٝ   :1 + ln 1 − 𝑥 > 𝑓:        ٣ؼ٢٘ 0 ′′  𝑥 < 0    

𝑥 0 1 

0 

1 
𝑓 

𝑓′(𝑥) − 

⟺     1 − ln 1 − 𝑥 > 0 

𝑥:    ارا ًبٕ  >  
𝑒−1

𝑒
1:       كبٕ   − 𝑥 < 𝑒−1    

 ٚ٘ٓ ٝ   :1 + ln 1 − 𝑥 < 𝑓:        ٣ؼ٢٘ 0 ′′  𝑥 > 0    

  ر٘ؼذّ ك٢ اُ٘وطخ راد الأكظٍٞ  ′′𝑓ٗلاؽع ارٕ إٔ 
𝑒−1

𝑒
  ٝ رزـ٤ش  

 .اشبسرٜب ثغٞاس ٛزٙ اُ٘وطخ 

C           ٍٞارٕ اُ٘وطخ راد الأكظ 
𝑒−1

𝑒
   ٢ٛ ٗوطخ الإٗؼطبف اُٞؽ٤ذح ُـ 

 𝐈  ∎ 4 ب 

 T ∶   𝑦 = 𝑓 ′ 0  𝑥 − 0 + 𝑓(0) 

⟺      T ∶   𝑦 = −𝑥 + 1 

 𝐈  ∎ 5 

  .𝐼 داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓ُذ٣٘ب اُذاُخ 

= 𝑕 𝑥:    ٗؼغ  𝑓 𝑥 − 𝑥  

= 𝑕′ 𝑥:     ُذ٣٘ب  𝑓 ′ 𝑥 − 1  

;𝑥 𝜖  0 ∀:     ٝ ٗؼِْ إٔ  1    ;    𝑓 ′ 𝑥 < 0  

;𝑥 𝜖  0 ∀:     ارٕ  1    ;    𝑓 ′ 𝑥 < 1   

;𝑥 𝜖  0 ∀:      أ١  1    ;    𝑕′ 𝑥 < 0  

  .𝐼 ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ 𝑕ارٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑕 ٍروبثَ ٖٓ أُغب 𝐼  ٚٗؾٞ طٞسر 𝑕 𝐼    

= 𝑕 𝐼:    ٝ ُذ٣٘ب  𝑕  0,1  =  𝑕 1 ; 𝑕 0  =  −1; 1   

; 𝜖  −1 0:     ٝ ثٔب إٔ  1    

  𝐼 ٖٓ أُغبٍ 𝛼 ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا 0كبٕ 

!∃:     ٣ؼ٢٘   𝛼 𝜖 𝐼   ;    𝑕 𝛼 = 0  

!∃:     أ١   𝛼 𝜖 𝐼   ;    𝑓 𝛼 = 𝛼  

∎  𝐈  6 أ 
  .𝐼 داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓ُذ٣٘ب 

    𝑓 𝐼 ٗؾٞ طٞسرٚ  𝐼 روبثَ ٖٓ 𝑓ارٕ 

= 𝑓 𝐼ٝ ُذ٣٘ب     𝑓  0,1  =  𝑓 1 ; 𝑓 0  =  0; 1 = 𝐼  

         C : ٢ٛ 0    ك٢ اُ٘وطخ راد الأكظٍٞ          ُِٔ٘ؾ٠٘   𝑇 ُذ٣٘ب ٓؼبدُخ أُٔبط  

𝓞 𝓲 

𝓳 

C         

𝑓 : ُذ٣٘ب  ′′  𝑥 =
−  1 − 𝑥  1 − ln 1 − 𝑥  2 

′

  1 − 𝑥  1 − 𝑙𝑛 1 − 𝑥  2 
2  

⟺     𝑓 ′′  𝑥 =
− 1 − ln 1 − 𝑥   1 + ln 1 − 𝑥  

  1 − 𝑥  1 − 𝑙𝑛 1 − 𝑥  2 
2  

⟺     𝑓 ′′  𝑥 =
− 1 + ln 1 − 𝑥  

 1 − 𝑥 2 1 − 𝑙𝑛 1 − 𝑥  3
 

1ُ٘ؾَ أُؼبدُخ     + ln 1 − 𝑥 = 0  

⟺     ln 1 − 𝑥 = −1 

⟺      1 − 𝑥 = 𝑒−1 

⟺     𝑥 =
𝑒 − 1

𝑒
 

   .𝐼  ٗؾٞ  𝐼 روبثَ ٖٓ  𝑓: ٝ ثبُزب٢ُ 
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 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐼 ثؾ٤ش    :𝑦 = 𝑓 𝑥   

𝑡:     ارٕ  𝑡 𝜖  0,1ُذ٣٘ب   ≤ 1   

 𝐈𝐈  ∎ 1 

 :  ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑓(𝑡)ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ك٢ ا٤ٌُٔخ أُٞعجخ  

𝑡:  ٝ ُذ٣٘ب  ≥ 𝑡𝑛𝑓(𝑡):      ارٕ 0 ≥ 0    

 ٚ٘ٓ ٝ    :∫ 𝑡𝑛𝑓(𝑡)
1

0
𝑑𝑡 ≥ 0   

  .0  ٓززب٤ُخ ر٘بهظ٤خ ٝ ٓظـٞسح ثبُؼذد 𝐼𝑛 𝑛≥0 ارٕ  

 .  ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ 𝐼𝑛 𝑛≥0 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

𝑡𝑛+1 :      ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑡𝑛ٗؼشة ؽشك٢ أُزلبٝرخ ك٢ اُؼذد أُٞعت   ≤ 𝑡𝑛  

 𝐈𝐈  ∎ 2 

 ٌٖ٤ُ𝑡  0 ػذدا ؽو٤و٤ب ثؾ٤ش ≤ 𝑡 ≤ 1   

 0  ٓظـٞسح ثـ 𝐼𝑛 𝑛≥0 ٝ ثٔب إٔ أُززب٤ُخ  

𝑛∀ :     كبٕ  ≥ 0   ;   𝐼𝑛 ≥ 0  

   .𝑡𝑛 𝑛𝜖ℕ ٝ رؼَُجِّشُ ػٖ ٓغٔٞع ؽذٝد ٓززبثؼخ ٖٓ أُززب٤ُخ اُٜ٘ذع٤خ  

𝑛∀  :  ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ  ≥ 0   ;   0 ≤ 𝐼𝑛 ≤
1

𝑛 + 1
 

≥ 0   :ٝ ثٔب إٔ  𝐼𝑛 ≤
1

𝑛 + 1   
 

0 
0 

∞ 
∞ 

lim :كبٕ 
𝑛∞

𝐼𝑛 = 0 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 1 

 :اُوبػذح اُز٢ عٞف ٗغزؼِٜٔب ك٢ ٛزا اُغئاٍ ٢ٛ 

 ∀𝑡 ≠ 1     ;      𝑡𝑘

𝑛

𝑘=0

=
1 − 𝑡𝑛+1

1 − 𝑡
 

𝐼𝑛:   أ١  ≥ 0   

  ٚ٘ٓ ٝ 𝐼𝑛 𝑛≥0 ٓززب٤ُخ ر٘بهظ٤خ  . 

𝑓 𝑡 ∙ 𝑡𝑛+1 ≤ 𝑓(𝑡) ∙ 𝑡𝑛  

⟺       𝑡𝑛+1𝑓 𝑡 
1

0

𝑑𝑡 ≤  𝑡𝑛𝑓(𝑡)
1

0

𝑑𝑡 

⟺      𝐼𝑛+1 ≤ 𝐼𝑛  

⟺     
1

1 − ln 1 − 𝑥 
= 𝑦 

⟺     1 − ln 1 − 𝑥 =
1

𝑦
 

⟺    ln 1 − 𝑥 =  1 −
1

𝑦
  

⟺     1 − 𝑥 = 𝑒
𝑦−1
𝑦  

⟺    𝑥 = 1 − 𝑒
𝑦−1
𝑦  

⟺    𝑓−1 𝑦 = 1 − 𝑒
𝑦−1
𝑦  

⟹     −𝑡 ≤ 0 

⟹     1 − 𝑡 ≤ 1 

⟹     1 − ln 1 − 𝑡 ≥ 1 

⟹     
1

1 − ln 1 − 𝑡 
≤ 1 

− 𝐹 𝑥 : ُذ٣٘ب  𝑆𝑛 𝑥 =  
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 −  𝐹𝑘 𝑥 

𝑛

𝑘=0

 

=  
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 −   𝑡𝑘𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡

𝑛

𝑘=0

 

=  
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 −    𝑡𝑘𝑓(𝑡)

𝑛

𝑘=0

 
𝑥

0

𝑑𝑡 

=  
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 −   𝑓(𝑡)  𝑡𝑘

𝑛

𝑘=0

 
𝑥

0

𝑑𝑡 

=  
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 −   𝑓(𝑡)  
1 − 𝑡𝑛+1

1 − 𝑡
  

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  
𝑓 𝑡 −  1 − 𝑡𝑛+1 𝑓(𝑡)

1 − 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 =  
𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)

1 − 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 

⟹     
𝑡𝑛

1 − ln 1 − 𝑡 
≤ 𝑡𝑛  

⟹      
𝑡𝑛

1 − ln 1 − 𝑡 

1

0

𝑑𝑡 ≤  𝑡𝑛
1

0

𝑑𝑡 

⟹     𝐼𝑛 ≤  
𝑡𝑛+1

𝑛 + 1
 

0

1

 

⟹     𝐼𝑛 ≤
1

𝑛 + 1
  1  
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 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

= 𝜓 𝑥:    ٗؼغ   1 − 𝑥  1 − ln 1 − 𝑥    

 ٚ٘ٓ ٝ  :−𝑥 < 1 :      أ١ 0 − 𝑥 < 1   

 ٚ٘ٓ ٝ    :ln 1 − 𝑥 < 0   

> 𝜓′ 𝑥:    ٣ؼ٢٘  0 

  .𝐽 داُخ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ 𝜓: ٝ ثبُزب٢ُ 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2 ب 

 ٌٖ٤ُ𝑡1 ٝ 𝑡2  ٖٓ ٖ0  ػ٘ظش٣; 𝑥   (𝑥𝜖𝐽  )   ثؾ٤ش   :𝑡1 > 𝑡2   

  .𝐽 داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝜑: ارٕ 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 3 أ 
𝑡ٗ٘طِن ٖٓ     > 0  

= 𝜓′ 𝑥 :ُذ٣٘ب  − 1 − ln 1 − 𝑥  +
1 − 𝑥

1 − 𝑥
 

⟺      𝜓′ 𝑥 = ln 1 − 𝑥  

= 𝜑 𝑡 :ٗؼغ 
𝑓(𝑡)

 1 − 𝑡 
 

 : ٗلاؽع ك٢ اُجذا٣خ إٔ 
1

𝜓(𝑡)
=

𝑓(𝑡)

 1 − 𝑡 
= 𝜑 𝑡  

 : ؽظِ٘ب ارٕ ػ٠ِ الإعزِضاّ اُزب٢ُ 

𝑡1 > 𝑡2     ⟹     𝜑 𝑡1 > 𝜑 𝑡2  

0:     ٝ ُذ٣٘ب  ≤ 𝑡 ≤ 𝑥  

 : ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  2  ٝ  1 ٗؼشة أُزلبٝرز٤ٖ 

𝑥:  ٝ ثٔب إٔ  <   :        كبٕ 1
𝑥𝑛+2

𝑛 + 2
 <

1

𝑛 + 2
 

 ٚ٘ٓ ٝ  :  
1

1 − 𝑥
  

𝑥𝑛+2

𝑛 + 2
 ≤  

1

𝑛 + 2
  

1

1 − 𝑥
  

      :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)

1 − 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  
1

𝑛 + 2
  

1

1 − 𝑥
  

    ⟺      𝐹 𝑥 − 𝑆𝑛(𝑥) ≤  
1

𝑛 + 2
  

1

1 − 𝑥
   3  

𝑥:  ٝ ثٔب إٔ  > 1 :        كبٕ 0 <
1

1 − 𝑥
 

 ٚ٘ٓ ٝ  :     
𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
≥ 0 

      :  أ١ 
𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)

1 − 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 ≥ 0 

 :  ٗغز٘زظ إٔ  4  ٝ  3 ٖٓ 

 ∀𝑛𝜖ℕ  ;   ∀𝑥𝜖𝐽  ∶   0 ≤ 𝐹 𝑥 − 𝑆𝑛 𝑥 ≤  
1

𝑛 + 2
  

1

1 − 𝑥
  

𝑥:  ٗؼِْ إٔ            ارٕ  > 0   𝑥𝜖𝐽 

− 𝐹 𝑥     :٣ؼ٢٘  𝑆𝑛(𝑥) ≥ 0  4  

⟹     𝜓 𝑡1 < 𝜓 𝑡2  

⟹     
1

𝜓 𝑡1 
>

1

𝜓 𝑡2 
 

⟹     𝜑 𝑡1 > 𝜑 𝑡2  

⟺      1 − 𝑡 < 1 

⟺      1 − ln(1 − 𝑡) > 1 

⟺      
1

1 − ln(1 − 𝑡)
< 1 

⟺      𝑓(𝑡) < 1 

⟺     𝑡𝑛+1 𝑓(𝑡) < 𝑡𝑛+1  1  

⟺     −𝑥 ≤ −𝑡 ≤ 0 

⟺     1 − 𝑥 ≤ 1 − 𝑡 ≤ 1 

⟹     
1

1 − 𝑥
≥

1

1 − 𝑡
≥ 1 

⟹     
1

1 − 𝑡
≤

1

1 − 𝑥
  2  

⟺     
𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
≤

𝑡𝑛+1

1 − 𝑥
 

⟺      
𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)

1 − 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
1

 1 − 𝑥 
 
𝑡𝑛+2

𝑛 + 2
 

0

𝑥

 

⟺      
𝑡𝑛+1𝑓(𝑡)

1 − 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
1

 1 − 𝑥 
 

𝑥𝑛+2

𝑛 + 2
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 𝐈𝐈𝐈  ∎ 3 ب 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 4 أ 

  ٌٖ٤ُ𝑥𝜖𝐽  ٝ  𝑡 𝜖  0; 𝑥    

 :    ثٔب إٔ 

0 0 

 ∀𝑥𝜖𝐽   ;   0 ≤ 𝐹 𝑥 − 𝑆𝑛 𝑥 ≤  
1

𝑛 + 2
  

1

1 − 𝑥
 

           
 

∞ 
∞ 

lim : كبٕ 
𝑛∞

𝐹 𝑥 − 𝑆𝑛 𝑥 = 0 

 ∀𝑥𝜖𝐽    ;     lim
𝑛∞

𝐹 𝑥 = 𝑆𝑛 𝑥   ٣ؼ٢٘ : 

𝑓(𝑡) :ُذ٣٘ب  =
1

1 − ln 1 − 𝑡 
 

𝑓 :ٝ ُذ٣٘ب  ′ 𝑡 =
−1

 1 − 𝑡  1 − ln 1 − 𝑡  2
 

 :ارٕ 
−𝑓 ′ 𝑡 

𝑓(𝑡)
=

1

 1 − 𝑡  1 − ln 1 − 𝑡  
=

𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
 

 ٚ٘ٓ ٝ :  
𝑓(𝑡)

1 − 𝑡
𝑑𝑡

𝑥

0

= − 
𝑓 ′ 𝑡 

𝑓(𝑡)

𝑥

0

𝑑𝑡 

⟺     𝐹 𝑥 = − ln 𝑓(𝑡)  0
𝑥  

⟺     𝐹 𝑥 = − ln 𝑓(𝑥) − ln 𝑓(0)   

⟺     𝐹 𝑥 = − − ln 1 − ln(1 − 𝑥) − ln 1   

⟺     𝐹 𝑥 = ln 1 − ln 1 − 𝑥   

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 4 ب 

lim
𝑥→1−

𝐹(𝑥) = lim
𝑥→1−

ln 1 − ln 1 − 𝑥   

= ln 1 − ln 1 − 1−   

 = ln 1 − ln 0+   

 = ln 1 −  −∞   

 = ln +∞  

 = +∞ 

 
lim : ٝ ثبُزب٢ُ 

𝑥→1−
𝐹(𝑥) = +∞ 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

 الإمتحان الوطني الموحد  
 لنيل شهادة البكالوريا

 2011الدورة العادية 

( ن 4,0: انتمشٌه الأول   

1 

 أ

 ج

2 

3 

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

 

 

  مادة الرياضيات
 مسلك العلوم الرياضية أ و ب

 9المعامل 
 أربع ساعات: مدة الإنجاز 

 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 اُغضءإ الأٍٝ ٝ اُضب٢ٗ ٓغزولإ

, ℝ        )     : أُؼشكز٤ٖ ثٔب ٢ِ٣ 𝔸  ٝ 𝕀             ٗؼزجش أُظلٞكز٤ٖ             ك٢ اُؾِوخ اُٞاؽذ٣خ  +,×) M3  

𝔸 =  

 2

2

 2

2
0

 2

2

− 2

2
0

0 0 1

  𝕀 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  ٝ 

𝔸0 :ٗؼغ  = 𝕀 𝔸1 = 𝔸 𝔸2 = 𝔸 × 𝔸 ∀𝓃ϵℕ: 𝔸𝓃+1 = 𝔸𝓃 × 𝔸 ٝ ٝ ٝ 

 . ٣٘جـ٢ رؾذ٣ذٙ        روجَ ٓوِٞثب 𝔸ث٤ٖ إٔ أُظلٞكخ 

∀𝑘ϵℕ ∶  𝔸2k = 𝕀  ٕث٤ٖ أ: 

 ٌٖ٤ُα ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب هطؼب . 

 ٌَُ𝑥 ٝ 𝑦 ٍأُغب ٖٓ 𝐼 =  𝛼, 𝑥 : ٗؼغ  ∞+ ∗ 𝑦 =  𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 

 1 : ث٤ٖ إٔ   𝐼هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢  ∗

  رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ∗ث٤ٖ إٔ اُوبٕٗٞ  ب

  روجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ٣زْ رؾذ٣ذٙ        ث٤ٖ إٔ أُغٔٞػخ 

 2  صٓشح رجبد٤ُخ  ∗,𝐼 ث٤ٖ إٔ أُغٔٞػخ 

 :ٗؼزجش اُزطج٤ن 
φ ∶  I ℝ+

∗  

𝑥 
1

𝑥 − 𝛼
 

+ℝ  . رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ              ا٠ُ                𝜑ث٤ٖ إٔ اُزطج٤ن  أ
∗  ,×   𝐼 ,∗  

= 𝑥 3 : أُؼبدُخ 𝐼ؽَ ك٢ أُغٔٞػخ  ب 𝛼3 + 𝛼 𝑥 3 = 𝑥 ∗ 𝑥 ∗ 𝑥  ثؾ٤ش: 

 ٌٖ٤ُ𝑁 اُؼذد اُظؾ٤ؼ اُطج٤ؼ٢ أُٔضَ ك٢ ٗظٔخ اُؼذ اُؼشش١ ثٔب ٢ِ٣ : 𝑁 = 111 … 11 

 1 ٓشح 2010

 11 ٣وجَ اُوغٔخ ػ٠ِ اُؼذد Nث٤ٖ إٔ  1

 أ 2

 9𝑁  ٣وغْ اُؼذد 2011ث٤ٖ إٔ اُؼذد  ب

 ج

  .22121 ٣وجَ اُوغٔخ ػ٠ِ اُؼذد Nث٤ٖ إٔ اُؼذد 

  .𝑁 ٣وغْ اُؼذد 2011اعز٘زظ إٔ اُؼذد 

3 

102010 :ٝ إٔ ,  أ٢ُٝ 2011رؾون إٔ اُؼذد  − 1 = 9𝑁 

  ن0,50

 𝐈  

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

( ن 2,5 )  :انثاوًانتمشٌه   

𝔸−1 

 𝐼,∗  
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( ن 3,5 ) : انثانثانتمشٌه   

1 

 أ

 ب

2 

4 

5 

6 

  ن0,50

7 

 اُغضءإ الأٍٝ ٝ اُضب٢ٗ ٓغزولإ

 ٌٖ٤ُ𝓂 ّٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ .  ػذدا ػوذ٣ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذℂ ٍٜٞأُؼبدُخ راد أُغ 𝑧:  

 E𝓂 ∶  z2 +   1 − 𝒾 𝓂 − 4 z − 𝒾𝓂2 − 2 1 − 𝒾 𝓂 + 4 = 0 

𝑧1رؾون إٔ اُؼذد  = 2 − 𝓂 ؽَ ُِٔؼبدُخ  𝐸𝓂 .  

 ٌٖ٤ُ𝑧2 اُؾَ اُضب٢ٗ ُِٔؼبدُخ  𝐸𝓂 .  

𝑧1𝑧2  ث٤ٖ إٔ  = 1   ⇔   𝒾𝓂2 + 2 1 − 𝒾 − 3 = 0 

  ثؾ٤ش 𝓂ؽذد ه٤ٔز٢ 

: 

 𝑧1𝑧2 = 1   

,ℴ أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٝ ٓجبشش  𝑢  , 𝑣  .  

 : ثؾ٤ش ’𝑧 اُز٢ ُؾوٜب ’𝑀 ثبُ٘وطخ 𝑧 اُز٢ ُؾوٜب 𝑀 اُز١ ٣شثؾ اُ٘وطخ 𝒮ػزجش اُزطج٤ن ٕ

1  راد اُِؾن Ω اُز١ ٓشًضٙ اُ٘وطخ ℛٝ اُذٝسإ  + 𝒾  ٚه٤بط صا٣ٝز ٝ 𝜋

2
 ٌٖ٤ُ ٝ 𝑧" ُؾن اُ٘وطخ 𝑀" طٞسح 

𝑀 ٕثبُذٝسا ℛ.  

  1 ٛٞ اُزٔبصَ أُشًض١ اُز١ ٓشًضٙ اُ٘وطخ راد اُِؾن 𝒮ث٤ٖ إٔ اُزطج٤ن  أ 1

"𝑧: ث٤ٖ إٔ  ب = 𝒾𝑧 + 2.  

 2 اُ٘وطخ اُز٢ ُؾوٜب 𝐴 أطَ أُؼِْ ٝ ُزٌٖ 𝒪 رخبُق 𝑀ٗلزشع إٔ اُ٘وطخ  2

   أؽغت أ
𝑧 ′′ −2

z ′ −2
  "𝐴𝑀′𝑀 صْ اعز٘زظ ؽج٤ؼخ أُضِش 

 . ٓزذاٝسح"𝐴 ٝ Ω ٝ 𝑀′ ٝ 𝑀 ثؾ٤ش رٌٕٞ اُ٘وؾ 𝑀ؽذد ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ  ب

( ن 6,5 ) : انشاتغانتمشٌه   
  .∗𝑛𝜖ℕ  ثؾ٤ش                              دساعخ اُؾٍِٞ أُٞعجخ ُِٔؼبدُخ 

,ℴ ك٢ أُغزٟٞ أُ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ     ٝ ٤ٌُٖ         أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ   𝑖 , 𝑗  .  C          

∪ 0,1  ٖٓ أُغٔٞػخ 𝑥رؾون أٗٚ ٌَُ  1  1, 𝑒𝑥 :  ُذ٣٘ب  ∞+ = 𝑥𝑛  ⇔ 𝑛 = 𝑓 𝑥  .  

 .0 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝑓ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  2

ٍ ٛ٘ذع٤ب اُ٘زبئظ أُؾظَ ػ٤ِٜب  3 ِّٝ  :أؽغت اُٜ٘ب٣بد اُزب٤ُخ صْ أ

,1  ٝ  0,1  ػ٠ِ ًَ ٖٓ أُغب٤ُٖ 𝑓أدسط رـ٤شاد اُذاُخ   . صْ اػِؾ عذٍٝ رـ٤شارٜب ∞+

lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥  lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
 ٝ ٝ ٝ 

          C .ث٤ٖ إٔ          ٣وجَ ٗوطخ اٗؼطبف ٣زْ رؾذ٣ذ صٝط اؽذاص٤ز٤ٜب

          C أٗش٠ء أُ٘ؾ٠٘ 

𝑛ث٤ٖ أٗٚ ارا ًبٕ  ≥ 1 ثؾ٤ش 𝑏𝑛 ٝ      روجَ ثبُؼجؾ ؽ٤ِٖ اص٤ٖ٘        كبٕ أُؼبدُخ 3 < 𝛼𝑛 < 𝑒 < 𝑏𝑛.  

𝒟:  أُؼشكخ ػ٠ِ أُغٔٞػخ 𝑓ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  =  0,1 ∪  1, = 𝑓 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣  ∞+
𝑥

𝑙𝑛𝑥
 ; 𝑥 ≠ 0 

𝑓 0 = 0 

 𝐈  

 𝐈𝐈  

 𝐈  

  ن0,25

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن1,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

 𝐸  ∶   𝑒𝑥 = 𝑥𝑛  

 𝐸  𝛼𝑛  

𝑧′ = − 𝑧 − 1 + 1 

𝑓 

     192: الصفحة   -                2012رمضان   -  http:/www.professeurbadr.blogspot.com-  الأجوبة من اقتراح الأستاذ بدر الدين الفاتحي 



 

  

  .𝛼𝑛 𝑛≥3 ٝ  𝑏𝑛 𝑛≥3 دساعخ روبسة أُززب٤ُز٤ٖ 

1 

 . ر٘بهظ٤خ صْ اعز٘زظ أٜٗب ٓزوبسثخ 𝛼𝑛 𝑛≥3 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ 

𝑛∀ ث٤ٖ إٔ  ≥ 3 ∶  𝑏𝑛 ≥ 𝑛 صْ اعز٘زظ ٜٗب٣خ أُززب٤ُخ  𝑏𝑛 𝑛≥3  

 أ 2

𝑛∀ ث٤ٖ إٔ  ب ≥ 3 :  
1

𝑛
< 𝑙𝑛 𝛼𝑛 <

𝑒

𝑛
  .𝛼𝑛 𝑛≥3  صْ اعز٘زظ ٜٗب٣خ أُززب٤ُخ 

lim : ث٤ٖ إٔ  ج
𝑛→+∞

 𝛼𝑛 𝑛 = 𝑒 

 أ 1

 ب

2 

3 

4 

  ن0,50

( ن 3,5 ): انخامسانتمشٌه   

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ Fٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  = F x : ثٔب ٢ِ٣  ∞+ e−x2
 e−t2

dt
x

0

 

x∀ : ث٤ٖ إٔ  ≥ 0 ∶   0 ≤ 𝐹 𝑥 ≤ 𝑥𝑒−𝑥2
.  

x∀ : ث٤ٖ إٔ  ≥ 1 ∶   𝑒−𝑥2
≤ 𝑒−𝑥 صْ اعز٘زظ ٜٗب٣خ اُذاُخ 𝐹 ػ٘ذ +∞.  

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝐹: ث٤ٖ إٔ  x∀ :  ٝ إٔ  ∞+ ≥ 0 ∶   𝐹′ 𝑥 = 𝑒−2𝑥2
− 2𝑥𝐹 𝑥 .  

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ 𝐺ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  𝜋

2
= 𝐺 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣   𝐹 tan 𝑥  

𝐺  
𝜋

2
 = 0 

 أ

 ب

𝜋 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ُغبس ك٢ 𝐺ث٤ٖ إٔ اُذاُخ 

2
.  

,0  ٣٘ز٢ٔ ا٠ُ أُغبٍ cث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢  = 𝐹’ 𝑐:  ثؾ٤ش  ∞+ = 𝐹 𝑐 ٝ إٔ 0
1

2𝑐
𝑒−2𝑐2

.  

,0  ػ٠ِ أُغبٍ 𝐺 ثبُ٘غجخ ُِذاُخ س٣ٌٍٖٝٔ رطج٤ن ٓجشٛ٘خ ) 𝜋

2
  ) 

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ 𝐻ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  = 𝐻 𝑥  : ثٔب ٢ِ٣  ∞+ 𝐹′ 𝑥 
𝑒𝑥2

2𝑥
 

. 

 أ

 ب

 .            ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ  𝐻ث٤ٖ إٔ اُذاُخ 

  .𝐹 ٝؽ٤ذ صْ اػؾ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ cاعز٘زظ إٔ اُؼذد 

 𝐈𝐈  

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

 0; +∞  

     193: الصفحة   -                2012رمضان   -  http:/www.professeurbadr.blogspot.com-  الأجوبة من اقتراح الأستاذ بدر الدين الفاتحي 



 

  

 2011أجوبة الدورة العادية  𝟏𝟗𝟒 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 .عٞف ٗغزؼَٔ اُجشٛبٕ ثبُزشعغ 

𝑘ٖٓ أعَ   = 𝐴2.0:    ُذ٣٘ب 0 = 𝐴0 = 𝐼.   

∶  𝑘𝜖ℕ∀ :    ٗلزشع إٔ    𝐴2𝑘 = 𝐼.   

𝑥:    ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ  ∗  𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧   

∶  𝑘𝜖ℕ∀ :     ٝ ثبُزب٢ُ    𝐴2𝑘 = 𝐼.  

∎ 2 

∶  𝑘𝜖ℕ∀ :    ُذ٣٘ب    𝐴2𝑘 = 𝐼.   

𝑘ٖٓ أعَ   = 𝐴2  ::     ُذ٣٘ب 1 = 𝐴 × 𝐴 = 𝐼    

 ٚ٘ٓ ٝ𝐴 ٓظلٞكخ هبثِخ ُِوِت ٝ ٓوِٞثٜب ٛٞ أُظلٞكخ 𝐴ٗلغٜب  

𝐴−1:   ٣ؼ٢٘  = 𝐴.    

1 

 الجزء الثاني

 أ ∎

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦   ٖٓ ٖػ٘ظش٣  𝛼, +∞   

𝑥:  ارٕ  > 𝛼  ٝ  𝑦 > 𝛼.   

  ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑥 − 𝛼 > 0   ٝ    𝑦 − 𝛼 > 0.    

𝑥 :  ٣ؼ٢٘  − 𝛼  𝑦 − 𝛼 > 𝑥   ارٕ   0 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 > 𝛼    

𝑥:     أ١  ∗ 𝑦  𝜖  𝐼.  

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ∗: ٝ ثبُزب٢ُ 

  𝐼 ػ٘ظش٣ٖ ٖٓ ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦ٌٖ  :اُزجبد٤ُخ 

  M3 (ℝ)        .             ٓظلٞكخ ٖٓ  𝐴ُزٌٖ 

  .𝐼 رجبد٢ُ ك٢ ∗ارٕ 

  𝐼 صلاصخ ػ٘بطش ٖٓ ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٝ 𝑧ٌٖ  :اُزغ٤ٔؼ٤خ 

𝑥 :ُذ٣٘ب  ∗  𝑦 ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗   𝑦 − 𝛼  𝑧 − 𝛼 + 𝛼  

=  𝑥 − 𝛼 ×   𝑦 − 𝛼  𝑧 − 𝛼 + 𝛼 − 𝛼 + 𝛼 

  .I  رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ∗:  ٣ؼ٢٘ 

 ب 1 ∎

 ج 1 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑒  ك٢ ∗ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـ 𝐼.  

𝑥:    ارٕ  ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥   

𝑥ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ    ∗ 𝑒 = 𝑥   ( ٕٞٗرجبد٢ُ∗لإٔ اُوب ) 

1:   ٝ ُذ٣٘ب  > 1:       ارٕ 0 + 𝛼 > 𝛼.   

 ٚ٘ٓ ٝ  : 1 + 𝛼  𝜖 𝐼     

1 :  ٝ ثبُزب٢ُ  + 𝛼  ك٢ ∗  ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـ 𝐼.  

∎ 2 

 :ُذ٣٘ب ؽغت الأعئِخ اُغبثوخ 

  𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ أُغٔٞػخ ∗اُوبٕٗٞ 

  𝐼 رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ أُغٔٞػخ ∗اُوبٕٗٞ 

   𝐼 ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ك٢ أُغٔٞػخ  ∗اُوبٕٗٞ 

 

 

 𝐼  صٓشح  ٣ٌل٢ إٔ ٣وجَ ًَ ػ٘ظش ٖٓ  ∗,𝐼 ٢ٌُ ٣ٌٕٞ اُضٝط  

  .∗ٓٔبصلا ثبُوبٕٗٞ 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐼.  

ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ك٢ اُؼذد اُـ٤ش أُ٘ؼذّ    

𝑥:  لإٔ ) > 𝛼  ) 

1

 𝑥 − 𝛼 
 

𝑒     :ٗؾظَ ػ٠ِ  =  1 + 𝛼  

 الجزء الأول ( ن 4,0 ):   التمرين الأول 

∎ 1 

𝐴2 𝑘+1 = 𝐴2𝑘 × 𝐴2 

= 𝐼 × 𝐴2 

=  

 2

2

 2

2
0

 2

2

− 2

2
0

0 0 1

 ×  

 2

2

 2

2
0

 2

2

− 2

2
0

0 0 1

 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

 :ُذ٣٘ب 

𝑥 :ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦 =  𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 

=  𝑦 − 𝛼  𝑥 − 𝛼 + 𝛼 

= 𝑦 ∗ 𝑥 

⟺     𝑥𝑒 − 𝑥𝛼 − 𝛼𝑒 + 𝛼2 = 𝑥 − 𝛼 

⟺     𝑒 𝑥 − 𝛼 = 𝑥 − 𝛼2 + 𝛼𝑥 − 𝛼 

⟺     𝑒 𝑥 − 𝛼 =  𝑥 − 𝛼  1 + 𝛼  

 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =   𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 ∗ 𝑧 

=   𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 − 𝛼 ×  𝑧 − 𝛼 + 𝛼 

=  𝑥𝑦 − 𝑥𝛼 − 𝛼𝑦 + 𝛼2 ×  𝑧 − 𝛼 + 𝛼 

= 𝑥𝑦𝑧 − 𝑥𝑦𝛼 − 𝑥𝑧𝛼 + 𝛼2𝑥 − 𝑦𝑧𝛼 + 𝛼2𝑦 + 𝛼2𝑧 − 𝛼3 + 𝛼 

= 𝑥𝑦𝑧 − 𝛼 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝛼2 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 −  𝛼3 − 𝛼   2  

=  𝑥 − 𝛼 ×  𝑦𝑧 − 𝑦𝛼 − 𝛼𝑧 + 𝛼2 + 𝛼 

= 𝑥𝑦𝑧 − 𝑥𝑦𝛼 − 𝑥𝑧𝛼 + 𝛼2𝑥 − 𝑦𝑧𝛼 + 𝛼2𝑦 + 𝛼2𝑧 − 𝛼3 + 𝛼 

= 𝑥𝑦𝑧 − 𝛼 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝛼2 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 −  𝛼3 − 𝛼   1  

 : ارا ٝ كوؾ ارا ًبٕ 𝐼 ك٢ ∗ ثبُ٘غجخ ُـ 𝑥 ٛٞ ٓٔبصَ 𝑦ٗوٍٞ ثؤٕ 

   𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 =  1 + 𝛼    
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𝑥:   ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  ∗ 𝑦 =  1 + 𝛼    

 

 .   صٓشح رجبد٤ُخ ∗,𝐼  :    خلاطخ

 ∎ 3 أ

  𝐼 ػ٘ظش٣ٖ ٖٓ ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦ٌٖ   :انتشاكم

+ℝ   ٗؾٞ   ∗,𝐼  رشبًَ ٖٓ  𝜑ارٕ 
∗ ,× .   

+ℝ ػ٘ظشا ٖٓ  ٤ُ𝑦ٌٖ   :انتقاتم
∗   

+ℝ   ٗؾٞ   ∗,𝐼  روبث٢ِ ٖٓ   رشب𝜑ًَٝ ثبُزب٢ُ 
∗ ,× .   

 ب 3 ∎

= 𝑥 3:    ُذ٣٘ب  α3 + α.  

 :ػ٘ذ أُشٝس ا٠ُ أُغٔٞع ث٤ٖ أؽشاف ٛزٙ أُزٞاكوبد ٗؾظَ ػ٠ِ 

ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ك٢ اُؼذد اُـ٤ش أُ٘ؼذّ    

𝑥:  لإٔ ) > 𝛼  ) 

1

 𝑥 − 𝛼 
 

𝑦 :ٗؾظَ ػ٠ِ  =
1

 𝑥 − 𝛼 
+ 𝛼 

𝑥:  ثٔب إٔ  > 𝛼 ٕكب     : 𝑥 − 𝛼 > 0 ٚ٘ٓ ٝ    : 
1

 𝑥 − 𝛼 
> 0 

 :ارٕ
1

 𝑥 − 𝛼 
+ 𝛼 > 𝛼 

  :٣ؼ٢٘ 
1

𝑥 − 𝛼
+ 𝛼 𝜖 𝐼 

  : ٝ ٛٞ اُؼ٘ظش ∗ ثبُوبٕٗٞ 𝐼 ٣وجَ ٓٔبصلا ك٢ 𝑥ٝ ثبُزب٢ُ ًَ ػ٘ظش 
1

𝑥 − 𝛼
+ 𝛼  

1 + 10 + ⋯ + 102009 ≡    −1 𝑘

2009

𝑘=0

  11  

+ℝ   ٗؾٞ   ∗,𝐼  روبثَ ٖٓ  𝜑ارٕ 
∗ ,× .   

⟺    𝑥 ∗ 𝑥 ∗ 𝑥 = 𝛼3 + 𝛼 

⟺    𝜑 𝑥 ∗ 𝑥 ∗ 𝑥 = 𝜑 𝛼3 + 𝛼  

⟺     
1

𝑥 − 𝛼
 ×  

1

𝑥 − 𝛼
  

1

𝑥 − 𝛼
 =

1

𝛼3
 

⟺     
1

𝑥 − 𝛼
 

3

=  
1

𝛼
 

3

 

⟺    𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑥 = 𝜑 𝛼3 + 𝛼  

 :ُذ٣٘ب 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

1 ≡ 1 11               

101 ≡ −1 11       

102 ≡ 1 11          
⋮

102𝑘 ≡ 1 11        

102𝑘+1 ≡ −1 11 
⋮

102009 ≡ −1 11 

  

1 :ارٕ + 10 + ⋯ + 102009 ≡ 0 11  

111 :٣ؼ٢٘  ⋯ 1     
2010 ٓشح

≡ 0 11  

 2 أ ∎
ٗزؾون ٖٓ إٔ ع٤ٔغ الأػذاد الأ٤ُٝخ اُز٢ ٓشثؼبرٜب أطـش 

 2011 لا روغْ اُؼذد 2011ٖٓ أٝ رغب١ٝ 

 . ػذد أ٢ُٝ 2011: ارٕ 

 10 ٛٞ ٓغٔٞع ؽذٝد ٓززبثؼخ ٖٓ ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب 𝑁ارٕ 

𝑁 :ارٕ  =
102010 − 1

10 − 1
 

9𝑁 :ٝ ثبُزب٢ُ  = 102010 − 1 

𝜑 𝑥 = 𝑦   ⟺    
1

𝑥 − 𝛼
= 𝑦 

⟺    𝑥 =  
1 + 𝛼𝑦

𝑦
  

𝜑 𝑥 :ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦 =
1

 𝑥 ∗ 𝑦 − 𝛼
=

1

 𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 
 

=  
1

𝑥 − 𝛼
 ×  

1

𝑦 − 𝛼
 = 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑦  

⟺       𝑥 − 𝛼  𝑦 − 𝛼 + 𝛼 =  1 + 𝛼  

⟺      𝑥𝑦 − 𝛼𝑥 − 𝛼𝑦 + 𝛼2 = 1 

⟺      𝑦 𝑥 − 𝛼 = 1 + 𝛼 𝑥 − 𝛼  

 ( ن 2,5 ):   التمرين الثاني 

1 ∎ 

𝑘 1−    :ٝ ُذ٣٘ب 

2009

𝑘=0

 =

 

 
 

  −1 𝑘

2009

𝑘=0

𝑘 صٝع٢  

 
 

+

 

 
 

  −1 𝑘

2009

𝑘=0

𝑘 كشد١  

 
 

 

=    −1 2𝑚

1004

𝑚=0

 +    −1 2𝑚+1

1004

𝑚=0

  

= 1004 − 1004 = 0 

11 :ٝ ثبُزب٢ُ  ∕ 𝑁 

𝑁 :ٝ ُذ٣٘ب  = 1 + 10 + ⋯ + 102009  

= 100 + 101 + ⋯ + 102009  

     :  روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا ٝ ٛٞ                     ٗلاؽع إٔ أُؼبدُخ 
1 + 𝛼𝑦

𝑦
  𝜑 𝑥 = 𝑦 

 :     إذن :                    لدٌنا 

 و بالتالً المعادلة تقبل حلا وحٌدا و هو    

 :     و منه 

𝛼 > 0 2𝛼 > 𝛼 

2𝛼 𝜖  𝛼; +∞ = 𝐼 

2𝛼 
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 ج 2 ∎
2011:  ثٔب إٔ   ∕ 9𝑁  ٝ   2011 ∧ 9 = 1    

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  : 2011كبٗٚ ؽغت ٓجشٛ٘خ  ∕ 𝑁   

∎ 3 
22121:     ُذ٣٘ب  = 11 × 2011  

2011:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت ٓب عجن  ∕ 𝑁  ٝ  11 ∕ 𝑁.    

11ارٕ    × 2011 ∕ 𝑁   ٕ2011    لأ ∧ 11 = 1 .  

2  ثبُؼذد اُؼوذ١ 𝑧ثزؼ٣ٞغ  − 𝑚  ك٢ أُؼبدُخ  𝐸𝑚   ٗؾظَ ػ٠ِ اُظلش 

2 ارٕ   − 𝑚   ؽَ ُِٔؼبدُخ   𝐸𝑚  .   

 2 أ ∎

 ب 2 ∎

𝒾𝑚2:   ُ٘ؾَ أُؼبدُخ  + 2 1 − 𝒾 𝑚 − 3 = 0  

   . ′𝑀𝑀  ٢ٛ ٓ٘زظق اُوطؼخ  𝐸: ارٕ 

"𝑀ُذ٣٘ب اٌُزبثخ = ℛ 𝑀   رٌبكئ   :

 𝑧𝑀′′ − 𝑧Ω = 𝑒
𝒾𝜋

2  𝑧𝑀 − 𝑧𝛺 .   

𝑒:  ٝ ُذ٣٘ب 
𝒾𝜋

2 = cos  
𝜋

2
 + 𝒾 sin  

𝜋

2
 = 𝒾.   

′′𝑧 :     ٣ؼ٢٘  − 2 =  𝑧′ − 2    

 2 أ ∎
 :ُذ٣٘ب ؽغت الأعئِخ اُغبثوخ  

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝐴𝑀′′𝑀′ ٓضِش هبئْ اُضا٣ٝخ ك٢ اُ٘وطخ  𝐴.  

′′𝐴𝑀:   أ١  = 𝐴𝑀′.  

   .𝐴  ٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ سأعٚ  ′′𝐴𝑀′𝑀ارٕ  

10 ػذد أ٢ُٝ ٝ  2011ُذ٣٘ب  ∧ 2011 =   ارٕ ؽغت 1

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡:  102011−1ٓجشٛ٘خ  ≡ 1 2011  

2011 :٣ؼ٢٘  ∕  102010 − 1  

=∆ :ُذ٣٘ب  4 1 − 𝒾 2 + 12𝒾 = 4𝒾 =   2 1 + 𝒾  
2
 

 الجزء الثاني
 ∎ أ 1

 1 طٞسح اُؼذد اُؼوذ١ 𝐸ُزٌٖ 

⟺     𝑧′′ −  1 + 𝒾 = 𝑒
𝒾𝜋
2  𝑧 −  1 + 𝒾   

      :  ٗغز٘زظ إٔ  ∗ ٝ ٖٓ اُ٘ز٤غخ  
𝑧′′ − 2

𝑧′ − 2
 =  𝒾 = 1 

 ب 2 ∎

 : ٓزذاٝسح رٌبكئ ′′𝐴 ٝ Ω ٝ 𝑀′ ٝ 𝑀: اُؼجبسح 

= 𝒮 𝑀 :ُذ٣٘ب  𝑀′ 

⟺     𝑧′ − 1 = − 𝑧 − 1  

⟺     𝑧𝑀′ − 𝑧𝐸 = − 𝑧𝑀 − 𝑧𝐸  

⟺     𝐸𝑀′        = −𝐸𝑀        

 :ارٕ 

ٝ 

𝑚1 =
2 𝒾 − 1 −  2 1 + 𝒾 

2𝒾
=  1 −

 2

2
 +  1 +

 2

2
 𝒾 

𝑚2 =
2 𝒾 − 1 +  2 1 + 𝒾 

2𝒾
=  1 +

 2

2
 +  1 −

 2

2
 𝒾 

𝑧1𝑧2 :٣ؼ٢٘  = 1 

⟺     
4 − 𝒾𝑚2 − 2 1 − 𝒾 𝑚

1
= 1 

⟺     4 − 𝒾𝑚2 − 2𝑚 + 2𝒾𝑚 = 1 

⟺     𝒾𝑚2 + 2 1 − 𝒾 𝑚 − 3 = 0 

 ( ن 3,5 ):   التمرين الثالث 

1 ∎ 

 ب 2 ∎

     :ارٕ 
𝑧′′ − 2

𝑧′ − 2
=

𝒾𝑧

𝑧
= 𝒾  ∗      

𝑧′′ − 2

𝑧′ − 2
   𝜖  𝒾ℝ ⟸ 

ٝ     𝑧′ − 1 = − 𝑧 − 1      𝑧′′ = 𝒾𝑧 + 2 

   .𝐴   ٓضِش هبئْ اُضا٣ٝخ ٝ ٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ ك٢  ′′𝐴𝑀′𝑀: ٝ ثبُزب٢ُ 

′′𝑧     :      ارٕ  −  1 + 𝒾 = 𝒾 𝑧 − 1 − 𝒾  

⟺     𝑧′′ = 𝒾𝑧 − 𝒾 + 1 + 𝒾 + 1 

⟺     𝑧′′ = 𝒾𝑧 + 2 

 1 ب ∎

   ⟺  𝑎𝑟𝑔  
𝑧′′ − 2

𝑧′ − 2
 ≡ 𝑎𝑟𝑔  

𝑧′′ − 1 − 𝒾

𝑧′ − 1 − 𝒾
  𝜋  

  𝑎𝑟𝑔  
𝑧𝑀′′ − 𝑧𝐴

𝑧𝑀′ − 𝑧𝐴
 ≡ 𝑎𝑟𝑔  

𝑧𝑀′′ − 𝑧Ω

𝑧𝑀′ − 𝑧Ω
  𝜋  

   ⟺  𝑎𝑟𝑔  
𝒾𝑧

−𝑧
 ≡ 𝑎𝑟𝑔  

𝒾𝑧 + 1 − 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
  𝜋  

   ⟺  
3𝜋

2
≡ 𝑎𝑟𝑔  −𝒾  

−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
   𝜋  

   ⟺  
3𝜋

2
≡ 𝑎𝑟𝑔 −𝒾 + 𝑎𝑟𝑔  

−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
  𝜋  

   ⟺  
3𝜋

2
≡

3𝜋

2
+ 𝑎𝑟𝑔  

−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
  𝜋  

   ⟺  𝑎𝑟𝑔  
−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
 ≡ 0 𝜋  

   ⟺   
−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
  𝜖 ℝ 

2011 :٣ؼ٢٘  ∕ 9𝑁 

22121 :ٝ ثبُزب٢ُ  ∕ 𝑁 

  .𝐸 ٛٞ اُزٔبصَ أُشًض١ اُز١ ٓشًضٙ اُ٘وطخ 𝒮: ٝ ثبُزب٢ُ 

𝑎𝑥2ثبعزؼٔبٍ خبط٤خ عذاء ؽ٢ِ صلاص٤خ اُؾذٝد  + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0             

𝑥1𝑥2 :ٗغذ  =
𝑐

𝑎
 



 

  

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ 0,1  ػ٘ظشا ∪  1, +∞    
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   ⟺    
−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
 

                 
=  

−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
  

   ⟺    
−𝑧 + 1 − 𝒾

−𝑧 + 1 + 𝒾
=

−𝑧 + 1 + 𝒾

−𝑧 + 1 − 𝒾
 

   ⟺     −𝑧 + 1 − 𝒾  −𝑧 + 1 − 𝒾 =  −𝑧 + 1 + 𝒾  −𝑧 + 1 + 𝒾  

4𝒾 :ثؼذ اُ٘شش ٝ اُزجغ٤ؾ ٗؾظَ ػ٠ِ  − 2𝑧𝒾 − 2𝑧 𝒾 = 0 

    4𝒾 − 2𝒾 𝑥 + 𝒾𝑦 − 2𝒾 𝑥 − 𝒾𝑦 = 0 

⟺     𝑥 = 1 

𝑧:    ٗؼغ  = 𝑥 + 𝒾𝑦 ٗؾظَ ػ٠ِ      : 

 ′′𝐴 ٝ Ω ٝ 𝑀′ ٝ 𝑀:  اُز٢ ٖٓ أعِٜب 𝑀ٝ ثبُزب٢ُ ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ 

𝑥 اُز١ ٓؼبدُزٚ      Δ ٓزذاٝسح ٢ٛ أُغزو٤ْ  = 1.  

𝑛:   ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  = 𝑓(𝑥)    

 الجزء الأول
 ( ن 6,5 ):   التمرين الرابع 

1 ∎ 

2 ∎ 

𝑓𝑑:    هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ٤ٔ٣ٖ اُظلش ٝ ُذ٣٘ب 𝑓ارٕ 
′  0 = 0.   

3 ∎ 

         𝑓 C  ْٗغز٘زظ إٔ أُغزو٤  :𝑥 =    ٓوبسة ػٔٞد١ ُـ 1

∎ 4 

,1   ٝ   0,1  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ًَ ٖٓ أُغب٤ُٖ  𝑓ُذ٣٘ب  +∞   

 .لأٜٗب خبسط داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ 0,1  ػ٘ظشا ∪  1, +∞    

 :ُذ٣٘ب 

ln  ٓزؼِوخ ارٕ ثبشبسح  ′𝑓اشبسح  𝑥 −  .  كوؾ1

5 ∎ 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0+

𝑥
ln 𝑥
𝑥

= lim
𝑥→0+

1

ln 𝑥
= 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

1

𝑙𝑛 𝑥
= 0 

lim
𝑥→1−

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

 
𝑥

𝑙𝑛 𝑥
 =

1

0−
= −∞ 

lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

 
𝑥

𝑙𝑛 𝑥
 =

1

0+
= +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 
𝑥

𝑙𝑛 𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

1

 
𝑙𝑛 𝑥
𝑥  

=
1

0+
= +∞ 

 :ٖٓ اُٜ٘ب٣ز٤ٖ 

lim أٝ
𝑥→1−

𝑓 𝑥 = −∞ lim
𝑥→1+

𝑓 𝑥 = +∞ 

 :ٝ ٖٓ اُٜ٘ب٣ز٤ٖ  

ٝ lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
= 0 lim

𝑥→+∞
𝑓 𝑥 = +∞ 

 ∞+     ٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ك٢ ارغبٙ ٓؾٞس الأكبط٤َ ثغٞاس    ٗغز٘زظ إٔ   

. 

         𝑓 C 

= 𝑓 𝑒 :ٝ ُذ٣٘ب   
𝑒

𝑙𝑛 𝑒
=  𝑒   

 :ٗغز٘زظ ارٕ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

𝑥 0 +∞ 𝑒 1 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

0 

− − 

−∞ 

+∞ 

𝑒 

+∞ 

0 

𝑓 ′ 𝑥 =   
𝑥

ln 𝑥
 
′

=
ln 𝑥 − 1

 ln 𝑥 2
 :ُذ٣٘ب     

 𝑓′′  ر٘ؼذّ ك٢ 𝑒2.  

   ٝ رـ٤ش اشبسرٜب ثغٞاس𝑒2ٙ  ر٘ؼذّ ك٢  ′′𝑓ارٕ  

 :ٝ ُذ٣٘ب 

ٝ 

 ∀𝑥 ≥ 𝑒2 ∶ 𝑓′′ 𝑥 < 0 

 ∀𝑥 ≤ 𝑒2 ∶ 𝑓′′ 𝑥 > 0 

𝑒2 :  ارٕ  , 𝑓 𝑒2   ٢ٛ ٗوطخ اٗؼطبف ُـ            𝑓 C 

,𝑒2  :ٝ ُذ٣٘ب  𝑓 𝑒2  ↭  𝑒2  ,   
𝑒2

2
  

⟺     𝑛 =
𝑥

ln 𝑥
 

⟺     𝑛 ln 𝑥 = 𝑥 

⟺     𝑒𝑛 ln 𝑥 = 𝑒𝑥  

⟺     𝑥𝑛 = 𝑒𝑥  

𝑓 ′′  𝑥 =   
ln 𝑥 − 1

 ln 𝑥 2
 
′

=

 ln 𝑥 2

𝑥 −  ln 𝑥 − 1  
2 ln 𝑥

𝑥  

 ln 𝑥 4
    

=
 ln 𝑥  2 − ln 𝑥 

𝑥 ln 𝑥 4
=

 2 − ln 𝑥 

𝑥 𝑙𝑛 𝑥 3
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𝓲 

𝓳 

         𝑓 C 

∎ 7 

  :𝑓𝑛ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

 𝑓𝑛  ٍ1  داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغب, 𝑒 .   

,1   روبثَ ٖٓ أُغبٍ  𝑓𝑛ارٕ   𝑒   ٍٗؾٞ أُغب  𝑓  1, 𝑒     

,𝑓  1:   ٝ ُذ٣٘ب  𝑒  =  𝑒, +∞ .    

,𝑛 𝜖  𝑒:  ٝ ثٔب إٔ  𝑛  لإٔ   ∞+ ≥ 3.   

,1   ك٢ أُغبٍ  𝑓𝑛  ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا ثبُزوبثَ  𝑛:  كبٕ  𝑒 .   

!∃:   أٝ ثزؼج٤ش آخش  𝛼𝑛𝜖 1, 𝑒   ∶    𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 𝑛.  

!∃ارٕ ؽغت اُغئاٍ         𝛼𝑛𝜖 1, 𝑒   ∶    𝑒𝛼𝑛 =  𝛼𝑛 𝑛.   1 

  :𝑓𝑛ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

 𝑓𝑛  ٍداُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ أُغب  𝑒, +∞ .   

,𝑒   روبثَ ٖٓ أُغبٍ  𝑓𝑛:  ارٕ  ,𝑓  𝑒  ٗؾٞ أُغبٍ   ∞+ +∞     

,𝑓  𝑒:   ثؾ٤ش  +∞  =  𝑒, +∞ .   

,𝑛     𝑒 ٝ ثٔب إٔ    𝑛   لإٔ    ∞+ ≥ 3.   

,𝑒  ػ٠ِ أُغبٍ  𝑓𝑛  ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا ثبُزوبثَ 𝑛:   كبٕ  +∞ .   

!∃:    ٣ؼ٢٘  𝑏𝑛 ≥ 𝑒  ∶    𝑓𝑛 𝑏𝑛 = 𝑛.   

!∃:    ٝ ثبُزب٢ُ  𝑏𝑛 ≥ 𝑒  ∶    𝑒𝑏𝑛 =  𝑏𝑛 𝑛.   

 الجزء الثاني

1 ∎ 

𝑒𝑏𝑛:   عٞف ٗغزؼَٔ ك٢ ٛزا اُغئاٍ  =  𝑏𝑛 𝑛.   

 أ 2 ∎

𝑛 :    ُذ٣٘ب  + 1 > 𝑛 ٕار        :𝑓𝑛 𝑎𝑛+1 ≥ 𝑓𝑛(𝑎𝑛)   

. 
,1   داُخ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ   ٝ ثٔب إٔ  𝑒  ٕكب     :𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛   

𝑎𝑛:  لإٔ ) 1ٝ ثٔب إٔ ٛزٙ أُززب٤ُخ ٓظـٞسح ثبُؼذد  >  7 (  ؽغت اُغئاٍ    1

 .   ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ 𝑎𝑛 𝑛≥3 :   كبٕ 

 ب 2 ∎

1:  ُذ٣٘ب  < 𝑎𝑛 < 𝑒 1:     ٣ؼ٢٘ < ln 𝑒𝑎𝑛  < 𝑒   

 ٚ٘ٓ ٝ  :1 < ln  𝑎𝑛 𝑛 < 𝑒 1:     ٣ؼ٢٘ < 𝑛 ln 𝑎𝑛 < 𝑒    

 ج 2 ∎

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑛→+∞

𝑛 = +∞ 

lim :كبٗٚ ثبُؼشٝسح 
𝑛→+∞

𝑏𝑛 = +∞ 

 ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑎𝑛 𝑛≥3 ٓززب٤ُخ ر٘بهظ٤خ  . 

 :    ارٕ 
1

𝑛
< ln 𝑎𝑛 <

𝑒

𝑛
 

lim :     ٝ ثٔب إٔ 
𝑛→+∞

1

𝑛
= lim

𝑛→+∞

𝑒

𝑛
= 0 

lim :كبٕ 
𝑛→+∞

ln 𝑎𝑛 = 0 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑛→+∞

 𝑎𝑛 𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑒 𝑎𝑛   

𝑎𝑛 𝑛  :لإٔ  = 𝑒 𝑎𝑛   

lim :ارٕ  :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 1 lim
𝑛→+∞

𝑒 𝑎𝑛  = 𝑒 

 ( ن 3,5 ):   التمرين الخامس 

 أ 1 ∎
 ٌٖ٤ُ𝑥 ٍ0 :   ػ٘ظشا ٖٓ أُغب, +∞  ٝ  𝑡 ػذدا ؽو٤و٤ب 

0ثؾ٤ش   ≤ 𝑡 ≤ 𝑥.  

𝑥2−:   ارٕ  ≤ −𝑡2 ≤ 0.   

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑒−𝑥2
≤ 𝑒−𝑡2

≤ 1.    

𝑥:  ٝ ثٔب إٔ  ≥ 𝑥𝑒−2𝑥2   كبٕ   0
≥ 0.   

𝑒−𝑥2  :٣ؼ٢٘ 
𝑑𝑡

𝑥

0

≤  𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

𝑥

0

≤  1𝑑𝑡
𝑥

0

 

 

 

𝑒−𝑥2 :أ١ 
 𝑒−𝑥2

𝑑𝑡
𝑥

0

≤ 𝑒−𝑥2
 𝑒−𝑡2

𝑑𝑡
𝑥

0

≤ 𝑒−𝑥2
 1𝑑𝑡

𝑥

0

 

 

 

𝑒−2𝑥2 :أ١ 
 𝑡 0

𝑥 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑒−𝑥2
 𝑡 0

𝑥  

𝑥𝑒−2𝑥2 :ارٕ 
≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥𝑒−𝑥2

 

 𝑓 C          ∎ 6 :اٗشبء 

𝑏𝑛ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ          ≥ 𝑒   . 7 

⟹       𝑏𝑛 𝑛 ≥ 𝑒𝑛     

⟹      𝑒𝑏𝑛 ≥ 𝑒𝑛     

⟹      𝑏𝑛 ≥ 𝑛    

lim :ارٕ 
𝑛→+∞

𝑎𝑛 = 1 

0:   ٝ ثبُزب٢ُ  ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥𝑒−𝑥2
.    

lim :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑛→+∞

 𝑎𝑛 𝑛 = 𝑒 

𝜖 

𝑓𝑛  
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   ٌٖ٤ُ𝑥 ≥ 1   

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑥ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ك٢ اُؼذد أُٞعت 

   𝑥2 ≥ 𝑥 ٛزا ٣ؼ٢٘ ٝ      :−𝑥2 ≤ −𝑥.  

 ٚ٘ٓ ٝ   : ∀𝑥 ≥ 1  ∶  𝑒−𝑥2
≤ 𝑒−𝑥.     

0:     ثٔب إٔ  ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥𝑒−𝑥2
   

∎ 2 

𝑡ُذ٣٘ب   → 𝑒−𝑡2
,0   داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ   +∞    

  𝜑ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ ٗشٓض ُٜب ثبُشٓض 

𝑒−𝑡2:   ثؾ٤ش 
= 𝜑′ 𝑡   

𝑥:  ثٔب إٔ اُذاُز٤ٖ  → 𝜑 𝑥    ٝ  𝑥 → 𝑒−𝑥2
  هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم 

,0 ػ٠ِ أُغبٍ    +∞   

,0   هبثِخ ُلإشزوبم ًزُي ػ٠ِ أُغبٍ   𝐹كبٕ   +∞ .   

= 𝐹 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب  𝑒−𝑥2
 𝑒−𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 = 𝑒−𝑥2
𝜑 𝑥  

ٝ lim
𝑥→+∞

𝑥𝑒−𝑥2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 

1

𝑥
 ×

1

 
𝑒𝑥2

𝑥2  

= 0 × 0 = 0 

lim : كبٕ 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = 0 

 أ 3 ∎

𝑦:   ٗؼغ  =  𝑡𝑔  𝑥 .  

     ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ُغبس ك٢ 𝐺ارٕ 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→

𝜋
2

𝑥<
𝜋
2

𝐺(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→

𝜋
2

𝑥<
𝜋
2

𝐹(𝑡𝑔 𝑥) 

→ 𝑡𝑔  𝑥:    كبٕ  :ارا ًبٕ  +∞.  𝑥 →  
𝜋

2
 
−

 

𝑙𝑖𝑚 :ارٕ 
𝑥→

𝜋
2

𝑥<
𝜋
2

𝐹(𝑡𝑔 𝑥) = lim
𝑦→+∞

𝐹 𝑦 = 0 = 𝐺  
𝜋

2
  

 ب 3 ∎

,0   داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ  𝐺ُذ٣٘ب  
𝜋

2
  ٝ هبثِخ  

,0 ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ  
𝜋

2
    

𝑐:  ٗؼغ  = 𝑡𝑔 𝛼 .    

= 𝐺 𝑥:   ُذ٣٘ب  𝐹 𝑡𝑔 𝑥  ٚ٘ٓ ٝ       :𝐺′ 𝛼 = 𝐹′ 𝑡𝑔 𝛼 = 𝐹′ 𝑐    

,𝛼 𝜖  0ٖٓ عٜخ أخشٟ ارا ًبٕ    𝜋

2
,𝑡𝑔(𝛼) 𝜖  0   كبٕ    +∞    

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ أُغبٍ  𝑡𝑔لإٔ  𝜋

2
   

= 𝐹′ 𝑥:   ٝ ُذ٣٘ب  𝑒−2𝑥2
− 2𝑥𝐹(𝑥).      ٝ𝐹′ 𝑐 = 0    

𝑒−2𝑐2:    ارٕ 
− 2𝑐𝐹(𝑐) = 0       

𝐺 ٝ : ٝ ُذ٣٘ب   
𝜋

2
 = 0 𝐺 0 = 𝐹 𝑡𝑔 0 = 𝐹 0 = 0 

𝐺 : ارٕ    
𝜋

2
 = 𝐺 0  

,𝑅𝑜𝑙𝑙𝑒     ∃𝛼 𝜖  0 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٓجشٛ٘خ  
𝜋

2
   ∶   𝐺 ′ 𝛼 = 0 ∶ 

= 𝐺′ 𝛼ارٕ ارا ًبٕ   = 𝐹′ 𝑐:    كبٕ 0 0    1  

,𝑐 𝜖  0:    ارٕ  +∞ .   2  

= 𝐹 𝑐 :٣ؼ٢٘ 
𝑒−2𝑐2

2𝑐
  3  

 4 أ ∎

 ٌٖ٤ُ𝑥   ٍ0  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب, +∞     

= 𝐹′ 𝑥:    ُذ٣٘ب  𝑒−2𝑥2
− 2𝑥𝐹(𝑥)  

′′𝐹: ارٕ   𝑥 = −4𝑥𝑒−2𝑥2
− 2𝐹 𝑥 − 2𝑥𝑒−2𝑥2

+ 4𝑥2𝐹(𝑥)  

= 𝐹′ 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب   𝑒−𝑥2
𝜑 𝑥  

′
 

=  𝑒−𝑥2
 
′
𝜑 𝑥 +  𝑒−𝑥2

 𝜑′(𝑥) 

=  −2𝑥  𝑒−𝑥2
 𝜑 𝑥 +  𝑒−𝑥2

  𝑒−𝑥2
  

= −2𝑥𝐹 𝑥 + 𝑒−2𝑥2
 

 ب 1 ∎

=
2𝑥 𝐹′′  𝑥 𝑒𝑥2

+ 2𝑥𝐹′ 𝑥 𝑒𝑥2
 − 2𝐹′(𝑥)𝑒𝑥2

4𝑥2
 

=
2𝑥𝐹′′  𝑥 𝑒𝑥2

+ 4𝑥2𝐹′ 𝑥 𝑒𝑥2
− 2𝐹′(𝑥)𝑒𝑥2

4𝑥2
 

𝐻′(𝑥) :ٝ ُذ٣٘ب  =  
𝐹′(𝑥)𝑒𝑥2

2𝑥
 

′

 

 : ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2  ٝ  1 ٖٓ 

 ∃𝑐 𝜖  0, +∞   ∶   𝐹′ 𝑐 = = 𝐹 𝑐   و  0
𝑒−2𝑐2

2𝑐
 

𝜋

2
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 : ثو٤ٔز٤ٜٔب صْ ٗ٘شش ٝ ٗجغؾ ٗؾظَ ػ٠ِ             ٝ           ٗؼٞع

,0 :   ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ 𝐻ارٕ اُذاُخ  +∞ .   

 ∎ ب 4

,0 :   ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ 𝐻ثٔب إٔ اُذاُخ  +∞    

,0  روبثَ ٖٓ أُغبٍ  𝐻كبٕ  ,𝐻  0  ٗؾٞ أُغبٍ   ∞+ +∞     

 ∃ c ϵ  0, +∞   ∶   𝐹′ 𝑐 = 0 

= H c :ارٕ 
F′ c . e−c2

2c
= 0 

,c ϵ  0 ∃  :٣ؼ٢٘  +∞   ∶   𝐻 𝑐 = 0 

!∃  :ارٕ   c ϵ  0, +∞   ∶   𝐻 𝑐 = 0 

⟺      ∃!  c ϵ  0, +∞   ∶   𝐹′(𝑐) = = 𝐹 𝑐   و   0
𝑒−2𝑐2

2𝑐
 

H 𝑥 =
F′ 𝑥 . e𝑥2

2𝑥
 :ٝ ُذ٣٘ب  

= 𝐹′ 𝑥 :ارٕ 
2𝑥. H 𝑥 

e𝑥2  

  𝑐 ر٘ؼذّ ك٢ اُؼذد ′𝐹اُذاُخ 

𝑥ارا ًبٕ   ≥ 𝑐 ٕكب    :𝐻 𝑥 ≤ 𝐻(𝑐) ٕلأ   𝐻 0  ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ, +∞   

. 
= 𝐻 𝑐:  ٝ ُذ٣٘ب  ≥ 𝐻 𝑥:     ارٕ 0 0   

𝑥∀ :     ٣ؼ٢٘  ≥ 𝑐  ∶   𝐹′ 𝑥 ≤ 0  

 :ٝ ِٗخض ع٤ٔغ اُ٘زبئظ ك٢ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

 ٚ٘ٓ ٝ𝐹  ٍر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغب  𝑐, +∞    

𝐻(𝑥)  كبٕ             ارا ًبٕ  ≥ 𝐻(𝑐)    

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝐻 𝑥 ≥ 0   

𝑥∀ :    ٣ؼ٢٘  ≤ 𝑐  ∶   𝐹′ 𝑥 ≥ 0    

 ٚ٘ٓ ٝ :𝐹  ٍ0  رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ أُغب, 𝑐    

 ٚ٘ٓ ٝ :  ∀𝑥 ≥ 𝑐 ≥ 0  ∶   
2𝑥. 𝐻(𝑥)

𝑒𝑥2

≤ 0 

𝑥∀  :ارٕ  ≤ 𝑐  ∶   
2𝑥. 𝐻(𝑥)

𝑒𝑥2 ≥ 0 

= 𝐹 𝑐        :  ٝ ُذ٣٘ب  0 ٝ   lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 = 0 

𝑐 𝑥 

𝑒−2𝑐2

2𝑐
 

0 +∞ 

0 0 

𝐹′(𝑥) + 

𝐹 

0 − 

 ب 3 :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ 

𝐻′(𝑥) =
−8𝑥2𝑒−𝑥2

− 2𝑒−𝑥2

4𝑥2
 

=
−2𝑒−𝑥2

 4𝑥2 + 1 

4𝑥2
< 0 

𝐹′(𝑥) 𝐹′′(𝑥) 

𝑥 ≤ 𝑐 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

 الإمتحان الوطني الموحد  
 لنيل شهادة البكالوريا

 2011الدورة الاستدراكية 

( ن 3,5 ): انتمشٌه الأول   

 أ 1
 ب

 ج

2 

3 

 𝐈  

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 
 مسلك العلوم الرياضية أ و ب

 9المعامل 
 أربع ساعات: مدة الإنجاز 

 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 ٌَُ𝑥 ٝ 𝑦 ٍأُغب ٖٓ 𝐼 = 𝑥 : ٗؼغ  0,1  ∗ 𝑦 =
𝑥𝑦

𝑥𝑦 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦 
 

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢  ∗ ث٤ٖ إٔ 

 . رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢  ∗ ث٤ٖ إٔ اُوبٕٗٞ 

 . ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ٣٘جـ٢ رؾذ٣ذٙ         ث٤ٖ إٔ 

 . صٓشح رجبد٤ُخ       ث٤ٖ إٔ 

ℝ  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح ℍث٤ٖ إٔ  أ
+

∗
,× .  

 ب

  ∗, ℍ ,×   𝐼   رشبًَ ٖٓ              ا٠ُ                𝜑ث٤ٖ إٔ اُزطج٤ن 

 ج  . ∗,𝐼  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح  ∗,𝕂 اعز٘زظ إٔ 

( ن 2,5 ) : انثاوًانتمشٌه   
 ٌٖ٤ُ𝑥 10 ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب ٣ؾون𝑥 ≡ 2 19 .  

10𝑥+1:   رؾون إٔ  ≡  أ 1  . 19 1

1018:   ث٤ٖ إٔ  ب ≡ 1 19 .  

2  ٌٖ٤ُ𝑑 ٖ18 اُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣ ٝ  𝑥 + 1 .  

 أ

 ب

10𝑑:   ث٤ٖ إٔ  ≡ 1 19 .  

𝑑:   ث٤ٖ إٔ  ≡ 18.  

𝑥:   اعز٘زظ إٔ  ج ≡ 17 18 .  

( ن 4,0 ) : انثانثانتمشٌه   

  . 𝐸  ؽَ ُِٔؼبدُخ 2𝒾−ث٤ٖ إٔ اُؼذد  1

 : ثؾ٤ش α ٝ βؽذد اُؼذد٣ٖ اُؼوذ٤٣ٖ  2

 ∀𝑧𝜖ℂ ∶  z3 −  1 + 2𝒾 z2 + 3 1 + 𝒾 z − 10 1 + 𝒾 =  𝑧 + 2𝒾  z2 + αz + β  

5 ؽذد اُغزس٣ٖ أُشثؼ٤ٖ ُِؼذد  أ 3 − 12𝒾 .  

  . 𝐸  أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢  ب

𝕂 :ٗؼزجش أُغٔٞػز٤ٖ  =    
1

2𝑛 + 1
    𝑛𝜖℞    ℍ =    2𝑛     𝑛𝜖℞    ٝ 

 : اُزب٤ُخ 𝑧 أُؼبدُخ راد أُغٍٜٞ ℂٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ 

 E ∶  z3 −  1 + 2𝒾 z2 + 3 1 + 𝒾 z − 10 1 + 𝒾 = 0 

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

 

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

 𝐼,∗  

 𝐼,∗  

φ : أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ φٗؼزجش اُزطج٤ن  ∶  ℍ 𝐼 

𝑥 
1

𝑥 + 1
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( ن 6,0 ) : انشاتغانتمشٌه   

1 

 أ

 ب

 ج

2 

3 

4 

5 

6 

  ن0,50

,ℴ أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٝ ٓجبشش  𝑢  , 𝑣  .  

𝑎:  اُز٢ أُؾبهٜب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ ٢ٛ A ٝ B ٝ Cٗؼزجش اُ٘وؾ  = −1 + 3𝒾   ٝ  𝑏 = −2𝒾  ٝ  𝑐 = 2 + 𝒾.  

 . 𝐶 هبئْ اُضا٣ٝخ ٝٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ ك٢ اُ٘وطخ 𝐴𝐵𝐶ث٤ٖ إٔ 

𝜋 ٝ صا٣ٝزٚ 𝐵 اُز١ ٓشًضٙ ℛ1ٗؼزجش اُذٝسإ 

3
2𝜋− ٝ صا٣ٝزٚ 𝐴 اُز١ ٓشًضٙ ℛ2 ٝ اُذٝسإ 

3
.  

  .ℛ2 طٞسرٜب ثبُذٝسإ ℛ1 ٝ 𝑀2 طٞسرٜب ثبُذٝسإ      ٝ z ٗوطخ ٖٓ أُغزٟٞ اُؼوذ١ ُؾوٜب 𝑀ُزٌٖ 

𝑧1 : ٢ٛ ℛ1رؾون إٔ اُظ٤ـخ اُؼوذ٣خ ُِذٝسإ  أ =  
1 + 𝒾 3

2
 𝑧 −  3 − 𝒾 

  .z ثذلاُخ 𝑀2 ُؾن 𝑧2ؽذد  ب

 .ثاتتح  ٗوطخ               ٓ٘زظق اُوطؼخIاعز٘زظ إٔ اُ٘وطخ 

,0  اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓ُزٌٖ  = 𝑓 𝑥:      ثٔب ٢ِ٣  ∞+ 𝑥 + ln 𝑥.  

1 

  .𝑓ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ  2

,0  روبثَ ٖٓ أُغبٍ 𝑓ث٤ٖ إٔ اُذاُخ    .𝑓−1 ٣زْ رؾذ٣ذٙ صْ ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُزوبثَ اُؼٌغ٢ J ٗؾٞ ٓغبٍ  ∞+

  𝓲  =  𝒿  = 1cm   ك٢ أُغزٟٞ أُ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ    ٝ ٤ٌُٖ         أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ  ℴ, 𝑖 , 𝑗  .  C          

 أ

𝑓−1  (                      ٣ٌٖٔ إٔ رؼغ ) :أؽغت اُزٌبَٓ 
e+1

1

 𝑥 d𝑥 

 ب

∶  𝐸𝑛 :    ٗؼزجش أُؼبدُخ      𝑥 + ln 𝑥 = 𝑛.  

 أ

 ب

lim : صْ ث٤ٖ إٔ       ؽذد ه٤ٔخ 
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = +∞ 

 أ

  .                                                ث٤ٖ إٔ

 ج

 ب

lim :أؽغت اُٜ٘ب٣ز٤ٖ اُزب٤ُز٤ٖ
𝑛→+∞

 
𝑥𝑛

𝑛 − ln 𝑛
  lim

𝑛→+∞
 
𝑥𝑛 − 𝑛

𝑛
  ٝ 

𝑥:  اعز٘زظ ٓغبؽخ ؽ٤ض أُغزٟٞ أُؾظٞس ث٤ٖ          ٝ أُغزو٤ٔبد  = 1    ٝ𝑥 = 𝑒 + 1   ٝ𝑦 = 𝑥.  
−1 

C          

lim :أؽغت اُٜ٘ب٣بد اُزب٤ُخ
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 𝑥  lim
𝑥→0−

𝑓 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 

𝑥
 ٝ ٝ ٝ 

,𝒪  ك٢ ٗلظ أُؼِْ 𝑓−1 صْ أٗش٠ء             ٝ            ٓ٘ؾ٠٘ اُذاُخ  𝑓 1  ٝ 𝑓 𝑒: أؽغت  𝒾 , 𝒿  .  C          
−1 

C          

 𝐈𝐈  

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝑡 = 𝑓−1 𝑥  

𝑥𝑛  .     روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا  𝐸𝑛 ث٤ٖ إٔ أُؼبدُخ   

𝑥1 

∶ ∗𝑛𝜖ℕ∀  صْ اعز٘زظ إٔ                                                  ث٤ٖ إٔ   𝑥𝑛 ≤ 𝑛.    ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑓 𝑥𝑛 ≤ 𝑓 𝑛  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑛 − ln 𝑛 ≤ 𝑥𝑛  

𝑀1 

 𝑀1𝑀2  

𝑓 
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1 

 أ

 ب

2 

3 

4 

( ن 4,5 ) : انخامسانتمشٌه   

 ٌٖ٤ُ𝑛 ٝ ّاُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ        ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذ ℝ ثٔب ٢ِ٣ : 

𝑓𝑛 𝑥 = −1 + 𝑥 +
𝑥2

2
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛
 

𝑛ث٤ٖ أٗٚ ٖٓ أعَ  ≥ = 𝑓𝑛 𝛼𝑛:  ثؾ٤ش  0,1  ٖٓ أُغبٍ        ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢ ٝ ؽ٤ذ 2 0.  

ℓ: ٗؼغ  ) ر٘بهظ٤خ هطؼب صْ اعز٘زظ أٜٗب ٓزوبسثخ 𝛼𝑛 𝑛≥2 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ  = lim+∞ 𝛼𝑛  ) 

𝑡رؾون أٗٚ ٖٓ أعَ  ≠ 1 : ُذ٣٘ب 1 + 𝑡 + 𝑡2 + ⋯ + 𝑡𝑛−1 =
1

1 − 𝑡
−

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛 :اعز٘زظ إٔ  +
 𝛼𝑛 2

2
+

 𝛼𝑛 3

3
+ ⋯ +

 𝛼𝑛 𝑛

𝑛
= − ln 1 − 𝛼𝑛 −  

𝑡𝑛

1 − 𝑡
𝑑𝑡

𝛼𝑛

0

 

1 : ث٤ٖ إٔ  أ + ln 1 − 𝛼𝑛 = − 
𝑡𝑛

1 − 𝑡
𝑑𝑡

𝛼𝑛

0

 

𝑛∀  : ث٤ٖ إٔ  ≥ 2  ∶     0 ≤  
𝑡𝑛

1 − 𝑡
𝑑𝑡

𝛼𝑛

0

≤
1

 𝑛 + 1  1 − 𝛼𝑛 
 

ℓ :اعز٘زظ إٔ  ج = 1 − 𝑒−1  

 ب

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

𝑓𝑛  

𝛼𝑛  
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 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖ0,1  ػ٘ظش٣   

 2011أجوبة الدورة الاستدراكية  𝟐𝟎𝟒 :الصفحة   2012رمضان   ( http:/www.professeurbadr.blogspot.com ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 ( ن 3,5 ):   التمرين الأول 

 أ 1 ∎

0:  ارٕ  < 𝑥 < 1     ٝ 0 < 𝑦 < 1   

1−:  ارٕ  < −𝑥 < 0  ٝ  −1 < −𝑦 < 0   

0:  ارٕ  < 1 − 𝑥 < 1  ٝ  0 < 1 − 𝑦 < 1   

𝑥𝑦ٝ ثٔب إٔ   > 1 :    كبٕ 0 − 𝑥  1 − 𝑦 + 𝑥𝑦 > 𝑥𝑦   

𝑥𝑦:  ٝ ُذ٣٘ب  > 0  ٝ  𝑥𝑦 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦 > 0   

 : ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2 ٖٓ 

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ∗ارٕ 

 ب 1 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ y ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐼  

  .𝐼 هبٕٗٞ رجبد٢ُ ك٢ ∗ارٕ 

  .𝐼 صلاصخ ػ٘بطش ٖٓ 𝑥 ٝ 𝑦 ٝ 𝑧ُزٌٖ 

𝑥 ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ ٗؾغت   ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 ٗؾظَ ػ٠ِ  : 

  .𝐼 هبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ∗: ٝ ثبُزب٢ُ 

 ج 1 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑒 ٕٞٗك٢ ∗ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوب 𝐼.  

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑥ٗخزضٍ ثبُؼذد اُـ٤ش أُ٘ؼذّ 

:  ٝ ٛٞ 𝐼 ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ك٢ ∗ارٕ اُوبٕٗٞ 
1

2
.  

∎ 2 

 :ؽظِ٘ب ُؾذ ا٥ٕ ػ٠ِ ٓب ٢ِ٣ 

  𝐼 =   ٓغٔٞػخ ؿ٤ش كبسؿخ 0,1 

  ∗ هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ 𝐼.  

  ∗ َ٣وج 
1

2
  .𝐼 ًؼ٘ظش ٓؾب٣ذ ك٢ 

  ∗ رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ 𝐼.  

 :    صٓشح رجبد٤ُخ ٣ٌل٢ إٔ ٗج٤ٖ إٔ ∗,𝐼 ارٕ ٢ٌُ رٌٕٞ  

  .𝐼 ك٢ أُغٔٞػخ ∗ ٣وجَ ٓٔبصلا ثبُوبٕٗٞ 𝑥ًَ ػ٘ظش 

 ٌٖ٤ُ𝑥′ َٓٔبص 𝑥 ك٢ أُغٔٞػخ 𝐼 ٕٞٗثبُ٘غجخ ُِوب ∗  

1  كبٕ  𝑥𝜖𝐼:  ثٔب إٔ  > 𝑥 > 0   

1:   ارٕ  > 1 − 𝑥 > 0   

 ٚ٘ٓ ٝ   :0 <  1 − 𝑥  1 − 𝑦 < 1     1  

 :٣ؼ٢٘ 
𝑥𝑦

 1 − 𝑥  1 − 𝑦 + 𝑥𝑦
< 1  2  

𝑥𝑦

 1 − 𝑥  1 − 𝑦 + 𝑥𝑦
>   3  :ارٕ  0

 ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐼2   ;   0 <
𝑥𝑦

𝑥𝑦 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦 
< 1 

 𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =
𝑥𝑦𝑧

𝑥𝑦𝑧 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦  1 − 𝑧 
= 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧  

𝑥 : ارٕ  ∗ 𝑥′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 =
1

2
 

⟺    
𝑥𝑥′

𝑥𝑥′ +  1 − 𝑥  1 − 𝑥′ 
=

1

2
 

⟺     𝑥′ =  1 − 𝑥  

  ٚ٘ٓ ٝ 1 − 𝑥  َٓٔبص ٞٛ  𝑥 ك٢ ∗ ثبُ٘غجخ ُـ 𝐼.  

 . صٓشح رجبد٤ُخ  ∗,𝐼 : ٝ ثبُزب٢ُ 

 3 أ ∎

𝐻ُذ٣٘ب     =  2𝑛  ∕    𝑛𝜖℞    

+ℝ عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ  𝐻: ارٕ 
∗   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    لإٔ    2𝑛  𝜖 ℝ+
∗  

 ٌٖ٤ُ2𝑛 ٝ 2𝑚 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐻  

𝑥 :ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦 =
𝑥𝑦

𝑥𝑦 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦 
 

=
𝑦𝑥

𝑦𝑥 +  1 − 𝑦  1 − 𝑥 
 

= 𝑦 ∗ 𝑥 

𝑥 :ُذ٣٘ب  ∗  𝑦 ∗ 𝑧 =
𝑥 𝑦 ∗ 𝑧 

𝑥 𝑦 ∗ 𝑧 +  1 − 𝑥  1 −  𝑦 ∗ 𝑧  
 

=
𝑥𝑦𝑧

𝑥𝑦𝑧 +  1 − 𝑥  1 − 𝑦  1 − 𝑧 
 

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    
𝑒

𝑥𝑒 +  1 − 𝑥  1 − 𝑒 
= 1 

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    𝑥𝑒 + 1 − 𝑒 − 𝑥 + 𝑒𝑥 = 𝑒 

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    𝑒 =
1

2
 𝜖  0,1  

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 

⟺    ∀𝑥𝜖𝐼    ;    
𝑥𝑒

𝑥𝑒 +  1 − 𝑥  1 − 𝑒 
= 𝑥 

⟺       ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐼2   ;   0 < 𝑥 ∗ 𝑦 < 1 

⟺       ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖𝐼2   ;   𝑥 ∗ 𝑦 𝜖 𝐼 
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+ℝ  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ×,𝐻 : ارٕ 
∗ ,× .  

 ب 3 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐻.  

   . ∗,𝐼   ٗؾٞ   ×,𝐻  رشبًَ ٖٓ  𝜑ارٕ 

 ٌٖ٤ُ2𝑛 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐻.  

   . ∗,𝐼   ٗؾٞ   ×,𝐻  رشبًَ ٖٓ  𝜑: ُذ٣٘ب 

 .ٝ ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح

    ∗,𝐼   صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ×, 𝜑 𝐻 ارٕ  

   . ∗,𝐼   صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ∗,𝐾 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

 ( ن 2,5 ):   التمرين الثاني 

 أ 1 ∎

 ج 3 ∎

10𝑥:     ُذ٣٘ب  ≡ 2 19   

10𝑥+1:      ٗغذ 10ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزٞاكوخ ك٢ اُؼذد  ≡ 20 19   

20:     ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب  ≡ 1 19   

 ب 1 ∎

 . ػذد أ19٢ُُٝذ٣٘ب 

  : 𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡 ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ 

𝑎ٖٓ أعَ   = 10  ُذ٣٘ب  10 ∧ 19 = 1−1019:    ارٕ 1 ≡ 1 19    

1018:  أ١  ≡ 1 19    

 2 أ ∎

𝑑:  ٗؼغ  =  𝑥 + 1 ∧   : 𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡   ارٕ ؽغت 18

10𝑥+1:  ُذ٣٘ب  ≡ 10𝑥+1 𝑣 :    ارٕ  19 1 ≡ 1𝑣 19    

1018:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ≡ 1018𝑢:   ارٕ  19 1 ≡ 1𝑢  19    

 : ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  2  ٝ  1 ٗؼشة أُزٞاكوز٤ٖ 

≡ 1018𝑢+𝑣 𝑥+1:   ٣ؼ٢٘  1 19   

 ب 2 ∎

𝑑:    ُذ٣٘ب  = 18 ∧  𝑥 + 1   

𝑑:    ارٕ  ∖ 18  

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑑 𝜖  1 , 2 , 3 , 6 , 9 , 18   

:   ٝ ُذ٣٘ب 

 
  
 

  
 

10 ≡ 10 19 

102 ≡ 5 19 

103 ≡ 12 19 

106 ≡ 11 19 

109 ≡ 18 19 

1018 ≡ 1 19 

   

𝑑:   ٝ ثبُزب٢ُ  = 18  

 ج 2 ∎

18:   ُذ٣٘ب  = 18 ∧  𝑥 + 1   

18:   ارٕ  ∕  𝑥 + 1   

18:  ٝ ثٔب إٔ  ∕  −18    

18:   كبٕ   𝑥 + 1  − 18  

18:  أ١  ∕  𝑥 − 17    

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑥 ≡ 17 18    

2𝑛 :ُذ٣٘ب  ×  2𝑚  −1 = 2𝑛−𝑚  𝜖 𝐻 

𝜑 2𝑛 =
1

1 + 2𝑛
 𝜖 𝐾 

⟺     𝜑 𝐻 =  𝐾 

+ℝ   صٓشح عضئ٤خ ُـ   ×,𝐻 ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  
∗  أ 3   ؽغت اُغئاٍ ×,

10𝑥+1:    ارٕ  ≡ 1 19    

 ∀ 𝑎 ∧ 19 = 1   ;   𝑎19−1 ≡ 1 19  

∃  𝑢, 𝑣  𝜖 ℞2  ;   𝑑 = 18𝑢 +  𝑥 + 1 𝑣 

𝑥+1 𝑣 10:   ٣ؼ٢٘  ≡ 1 19    1  

1018𝑢:   ٣ؼ٢٘  ≡ 1 19    2  

1018𝑢 × 10𝑣 𝑥+1 ≡ 1 19  

10𝑑:   ٝ ثبُزب٢ُ  ≡ 1 19   

∗ 𝜑 𝑥 :ُذ٣٘ب  𝜑 𝑦 =  
1

1 + 𝑥
 ∗  

1

1 + 𝑦
  

=

1
 1 + 𝑥  1 + 𝑦 

1
 1 + 𝑥  1 + 𝑦 

+  1 −
1

1 + 𝑥
  1 −

1
1 + 𝑦

 
 

=
1

 1 + 𝑥  1 + 𝑦 
×

 1 + 𝑥  1 + 𝑦 

1 + 𝑥𝑦
 

=
1

1 + 𝑥𝑦
= 𝜑 𝑥𝑦  



 

  

 .  ػذد ػوذ١ صبثذ 𝑎𝑓𝑓 𝐼ارٕ  
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 .رؼ٣ٞغ عَٜ ٣ٔ٘ؾي ٗظق ٗوطخ ٓغب٤ٗخ

 ( ن 4 ):   التمرين الثالث 

 الجزء الأول

∎ 1 

∎ 2 

𝑧 :  ٗ٘شش اُزؼج٤ش  + 2𝑖  𝑧2 + 𝛼𝑧 + 𝛽  ٗؾظَ ػ٠ِ  : 

 :ٝ ٓ٘ٚ ٗغز٘زظ ؽغت ٓجذأ ٓوبثِخ ٓؼبٓلاد اُؾذٝد ٖٓ ٗلظ اُذسعخ إٔ 

 ب 3 ∎

 أ 3 ∎

  ٌٖ٤ُ 𝑥 + 𝑖𝑦   5   عزسا ٓشثؼب ُِؼذد اُؼوذ١ − 12𝑖 .   

5   ارٕ اُغزسإ أُشثؼبٕ ُِؼذد اُؼوذ١ − 3 :  ٛٔـــب  12 − 2𝑖   ٝ  −3 + 2𝑖    

 :  أُؼبدُخ اُزب٤ُخ ℂُ٘ؾَ ك٢ 

𝑧1:  ارٕ  = −1 + 3𝑖  ٝ  𝑧2 = 2 + 𝑖   

:  روجَ صلاس ؽٍِٞ ٓخزِلخ ٝ ٢ٛ  𝐸 أُؼبدُخ : ٝ ثبُزب٢ُ 

−2𝑖  ٝ  2 + 𝑖  ٝ  −1 + 3𝑖  

  ٓضِش هبئْ اُضا٣ٝخ 𝐴𝐵𝐶 ٗغز٘زظ إٔ أُضِش   2  ٝ  1 ٖٓ 

  .𝐶ٝ ٓزغب١ٝ اُغبه٤ٖ ك٢ 

 2 أ ∎

     𝑀 𝑧   ٝ  𝑀1 𝑧1   ٝ  𝑀2 𝑧2:  ٗؼغ 

= ℛ1 𝑀:    ُذ٣٘ب  𝑀1  

= ℛ2 𝑀:    ُذ٣٘ب  𝑀2   

 2 ب ∎

   . 𝑀1𝑀2  ٢ٛ ٓ٘زظق اُوطؼخ  𝐼ُذ٣٘ب 

 ج 2 ∎

 𝑧 + 2𝑖  𝑧2 + 𝛼𝑧 + 𝛽 

= 𝑧3 +  𝛼 + 2𝑖 𝑧2 +  𝛽 + 2𝑖𝛼 𝑧 + 2𝑖𝛽 

 
2𝑖𝛽 = −10 1 + 𝑖    

𝛼 + 2𝑖 = − 1 + 2𝑖 
     ⟺      

𝛼 = − 1 + 4𝑖 
𝛽 = 5𝑖 − 5      

  

 𝑧 + 2𝑖  𝑧2 −  1 + 4𝑖 𝑧 − 5 + 5𝑖 = 0 

𝑧2 :٣غت ارٕ ؽَ أُؼبدُخ اُزب٤ُخ أٝلا  −  1 + 4𝑖 𝑧 − 5 + 5𝑖 = 0 

 الجزء الثاني

∎ 1 

 :ُذ٣٘ب 
𝑎 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
=

−1 + 3𝑖 − 2 − 𝑖

−2𝑖 − 2 − 𝑖
=

3 − 2𝑖

2 + 3𝑖
= −𝑖 = 𝑒

−𝑖𝜋
2  

 

  :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
𝑎 − 𝑐

𝑏 − 𝑐
 =  −𝑖 = 1 

 

⟺    𝑎𝑓𝑓 𝐼 =
𝑧1 + 𝑧2

2
 

⟺    𝑎𝑓𝑓 𝐼 = − 3 − 𝑖 −
 1 − 3𝑖  3 + 𝑖 3 

2
 

⟺    𝑎𝑓𝑓 𝐼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒 

 ٚ٘ٓ ٝ:  𝐶𝐵      , 𝐶𝐴               
 ≡

−𝜋

2
 2𝜋   1  

 

 :ارٕ 
𝐶𝐴

𝐶𝐵
= 1  2  

 

=∆ :ُذ٣٘ب   1 + 4𝑖 2 − 4 −5 + 5𝑖  

= 5 − 12𝑖 

=  3 − 2𝑖 2 

⟺      
 𝑥 + 𝑖𝑦 2 = 5 − 12𝑖   

 𝑥 + 𝑖𝑦 =  52 + 122
      

⟺      
 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 = 5 − 12𝑖   

𝑥2 + 𝑦2 = 13                            
      

⟺      

 𝑥2 − 𝑦2 = 5
𝑥𝑦 = −6         

   

𝑥2 + 𝑦2 = 13   

      

⟺      
𝑥2 = 9
𝑦2 = 4

   

𝑥𝑦 = −6   

          ⟺      
𝑥 = 𝑥    أٝ   3− = 3

𝑦 = 𝑦    أٝ      2 = −2
       

⟺     𝑧1 − 𝑏 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑧 − 𝑏  

⟺     𝑧1 + 2𝑖 =  
1

2
+

 3

2
𝑖  𝑧 + 2𝑖  

⟺    𝑧1 =  
1 + 𝑖 3

2
 𝑧 −  3 − 𝑖 

⟺     𝑧2 − 𝑎 = 𝑒
−2𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑎  

⟺     𝑧2 + 1 − 3𝑖 =  
−1

2
−

 3

2
𝑖  𝑧 + 1 − 3𝑖  

⟺    𝑧2 = − 
1 + 𝑖 3

2
 𝑧 −  1 − 3𝑖  

3 + 𝑖 3

2
  

 . ٗوطخ صبثزخ ك٢ أُغز𝐼ٟٞ: أ١ 

5 − 12𝑖 



 

  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ 0  ػ٘ظشا, +∞   
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lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 1 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 − 𝑥 = +∞ 

 2 أ ∎

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب   لأٜٗب ٓغٔٞع داُز٤ٖ  ∞+

,0 هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ  +∞   

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓ارٕ  +∞   

 ب 2 ∎

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب  +∞   

,0  روبثَ ٖٓ 𝑓ارٕ  ℝ ٗؾٞ طٞسرٚ   ∞+ =  −∞, +∞    

  .ℝ داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓−1ٝ روبثِٚ اُؼٌغ٢ 

∎ 3 

𝑥 0 +∞ 

+∞ 

−∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

𝑓 1 = 1 + ln 1 = 1 

𝑓 :ٝ ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 = 1 +
1

𝑥
> 0 

𝑓 𝑒 = e + ln e = e + 1 ≈ 3,72 

 4 أ ∎

𝑡    : ٖٓ أعَ رُي ٗؼغ  = 𝑓−1 𝑥     ٕار   :   𝑥 = 𝑓(𝑡) 

 ب 4 ∎

 : ٢ٛ ٓغبؽخ اُؾ٤ض أُزًٞس ك٢ اُغئاٍ ارٕ 𝐴ٗؼغ 

 𝑓−1 𝑥  :ُ٘ؾغت اُزٌبَٓ 
𝑒+1

1

𝑑𝑥 

 ٚ٘ٓ ٝ: 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓′ 𝑡  

𝑥 −∞ +∞ 

0 

𝑓−1 

+∞ 

C         

C          ′ 

𝐲 = 𝐱 

𝓲 

𝓳 

𝓞 

 ( ن 6 ):   التمرين الرابع 

∎ 1 

 𝑓−1 𝑥  : ارٕ 
𝑒+1

1

𝑑𝑥 =  𝑡𝑓′ 𝑡 
𝑒

1

𝑑𝑡 

=  𝑡𝑓(𝑡) 1
𝑒 −  𝑓(𝑡)

𝑒

1

𝑑𝑡 

=  𝑡𝑓(𝑡) 1
𝑒 −  

𝑡2

2
+ 𝑡𝑙𝑛 𝑡 − 𝑡 

1

𝑒

 

= 𝑒2 + 𝑒 − 1 −
𝑒2

2
−

1

2
 

=
𝑒2 + 2𝑒 − 3

2
≈ 4,9 

𝐴 =   𝑥 − 𝑓−1 𝑥  
𝑒+1

1

𝑑𝑥 

⟺     𝐴 =  𝑥𝑑𝑥
𝑒+1

1

−  𝑓−1 𝑥 
𝑒+1

1

𝑑𝑥 

⟺     𝐴 =  
𝑥2

2
 

1

𝑒+1

−  
𝑒2 + 2𝑒 − 3

2
  

⟺     𝐴 =  
𝑒2 + 2𝑒

2
 −  

𝑒2 + 2𝑒 − 3

2
  

⟺     𝐴 =
3

2
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 5 أ ∎

= 𝑕 𝑥:   ٗؼغ  𝑥 + ln 𝑥 − 𝑛  

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝑕ُذ٣٘ب  +∞    

= 𝑕′ 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  1 +
1

𝑥
> 0 

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ 𝑕ارٕ  +∞   

 ٚ٘ٓ ٝ𝑕  ٖٓ َ0  روبث, ,∞−   ٗؾٞ طٞسرٚ   ∞+ +∞    

,∞−  𝜖 0:  ٝ ثٔب إٔ    .𝑕 ثبُزوبثَ 𝑥𝑛  كبٗٚ ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا  ∞+

!∃:    ٣ؼ٢٘   𝑥𝑛  𝜖  0, +∞   ;   𝑕 𝑥𝑛 = 0      

!∃:   ثزؼج٤ش آخش   𝑥𝑛  𝜖  0, +∞   ;   𝑥𝑛 + ln 𝑥𝑛 = 𝑛      

 ب 5 ∎

 𝑥1 ؽَ أُؼبدُخ ٞٛ    :𝑥 + ln 𝑥 = 1  

𝑥1:   ارٕ  = 1  

= 𝑓 𝑥𝑛:  ٝ ُذ٣٘ب  𝑛 ٕار     :𝑥𝑛 = 𝑓−1 𝑛   

 :  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب كبٕ 𝑓−1:  ٝ ثٔب إٔ 

  𝑥𝑛+1 = 𝑓−1 𝑛 + 1 > 𝑓−1 𝑛 = 𝑥𝑛  

  𝐴  ٌٓجٞسح ثؼذد ؽو٤و٢ 𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ ٗلزشع إٔ أُززب٤ُخ  

 .  ٓززب٤ُخ ٓزجبػذح𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ  ٗغز٘زظ إٔ   2  ٝ  1 ٖٓ 

 أ ∎ 6

   ٌٖ٤ُ𝑛 𝜖 ℕ∗  

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :   ارٕ    𝑓 𝑛 ≥ 𝑓 𝑥𝑛      

  2    ؿ٤ش ٌٓجٞسح𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕ :  ارٕ 

𝑥𝑛+1ارٕ ٖٓ اُ٘ز٤غخ   > 𝑥𝑛  ٕٗغز٘زظ أ   𝑥𝑛 𝑛𝜖ℕٓززب٤ُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب  . 

 1  

lim :أ١ 
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = +∞ 

⟺     𝑛 ≥ 1 

⟺    ln 𝑛 ≥ 0 

⟺    𝑛 + ln 𝑛 ≥ 𝑛 

⟺    𝑓 𝑛 ≥ 𝑓 𝑥𝑛  

≤  𝑓−1 𝑓 𝑛:     داُخ رضا٣ذ٣خ كبٕ 𝑓−1ٝ ثٔب إٔ  𝑓−1 𝑓 𝑥𝑛     

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :   ٝ ثبُزب٢ُ    𝑛 ≥ 𝑥𝑛  

 ب ∎ 6

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :      ُذ٣٘ب    𝑛 ≥ 𝑥𝑛  

 ج ∎ 6
𝑛 : ُذ٣٘ب  − ln 𝑛 ≤ 𝑥𝑛  

 :ارٕ 
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑛
≤

ln 𝑛

𝑛
 

 ٚ٘ٓ ٝ:  
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑛
 ≤

ln 𝑛

𝑛
 

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑛∞

 
𝑙𝑛 𝑛

𝑛
 = 0 

lim :كبٕ 
𝑛∞

 
𝑛 − 𝑥𝑛

𝑛
 = 0 

lim :أ١ 
𝑛∞

 
𝑥𝑛 − 𝑛

𝑛
 = 0 

𝑛:   ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئا٤ُٖ         ٝ        − ln 𝑛 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑛  ب أ 

 :ارٕ 
𝑛 − ln 𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
≤

𝑥𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
≤

𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
 

1 :٣ؼ٢٘  ≤
𝑥𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
≤

𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
 

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑛∞

 
𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛∞
 

1

1 − 𝑙𝑛 𝑛
𝑛

 = 1 

≥ 1 :كبٕ 
𝑥𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
≤

𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛     
 

∞ ∞ 

1 
1 

 :ملاحظح 

 : ُذ٣٘ب 

lim
𝑛∞

 𝑛 − ln 𝑛 = lim
𝑛∞

𝑛  1 −
ln 𝑛

𝑛
 =  +∞  1 − 0 = +∞ 

𝑛 : ارٕ  − 𝑙𝑛 𝑛        ≤ 𝑥𝑛  

∞ 

+∞ 

lim :ٝ ٛزا د٤َُ آخش ػ٠ِ إٔ 
𝑛∞

𝑥𝑛 = +∞ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :     ارٕ    𝑥𝑛 ≤ 𝐴  

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ  ∶   𝑓 𝑥𝑛 ≤ 𝑓 𝐴 = 𝐵 

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ  ∶   𝑛 ≤ 𝐵 

⟺      𝐵 ٌٓجٞسح ثبُؼذد ℕ أُغٔٞػخ  

⟺   ٓغزؾ٤َ     

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;    
𝑥𝑛

𝑛
≤ 1 

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   ln  
𝑥𝑛

𝑛
 ≤ 0 

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   ln 𝑥𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛 ≤ 0 

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑥𝑛 + ln 𝑥𝑛          
𝑛

− 𝑙𝑛 𝑛 ≤ 𝑥𝑛  

⟺      ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛 ≤ 𝑥𝑛  

lim :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑛∞

 
𝑥𝑛

𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛
 = 1 
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∎ 

 ( ن 4):   التمرين الخامس 

1 

   . 0,1  داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب 

;   𝑥 𝜖  0,1 ∀:   ٝ ُذ٣٘ب    𝑓𝑛
′ 𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑛−1 > 0  

    0,1  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛: ارٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ𝑓𝑛  ٖٓ َٗؾٞ    0,1  روبث   𝑓𝑛 0 , 𝑓𝑛 1    

= 𝑓𝑛 0:   ُذ٣٘ب  −1 < 0  

, 𝜖  𝑓𝑛 0 0:    ارٕ  𝑓𝑛 1     

   𝑓𝑛 ثبُزوبثَ  𝛼𝑛 ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا 0: ٝ ٓ٘ٚ 

!∃:     ٣ؼ٢٘   𝛼𝑛  𝜖  0,1    ;     𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0  

∎ 2 

 ٚ٘ٓ ٝ     :∀ 𝑥 𝜖  0,1    ;    𝑓𝑛+1 𝑥 > 𝑓𝑛 𝑥   

< 𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1:    ارٕ  𝛼𝑛+1 𝜖  0,1:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  𝑓𝑛 𝛼𝑛+1    

= 𝑓𝑛+1 𝛼𝑛+1:     ٝ ٗؼِْ إٔ  𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0  

< 𝑓𝑛 𝛼𝑛:    ارٕ  𝑓𝑛 𝛼𝑛+1    

 .   ٓززب٤ُخ ر٘بهظ٤خ هطؼب𝛼𝑛 𝑛≥2 ارٕ   

𝑛∀ :   ٝ ُذ٣٘ب  ≥ 2   ;   0 < 𝛼𝑛 < 1  

 0 ٓظـٞسح ثبُؼذد  𝛼𝑛 𝑛≥2  ٣ؼ٢٘ إٔ أُززب٤ُخ

 .  ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ 𝛼𝑛 𝑛≥2 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

 3 أ ∎

  .  1 أُخبُق ُـ𝑡 ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب اُؼذد اُؾو٤و٢ 𝑡𝑛 𝑛𝜖ℕ ُذ٣٘ب 

ٝ 𝑓𝑛 1 =
1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑛
> 0 

= 𝑓𝑛+1 𝑥 :ُذ٣٘ب  −1 + 𝑥 +
𝑥2

2
+

𝑥3

3
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛
+

𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
 

⟺    𝑓𝑛+1 𝑥 = 𝑓𝑛 𝑥 +
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
 

1 :ارٕ  + 𝑡 + ⋯ + 𝑡𝑛−1 =
1 − 𝑡𝑛

1 − 𝑡
=

1

1 − 𝑡
−

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

 :   كبٕ  𝑥 𝜖  0,1:   ٝ ثٔب إٔ 
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
> 0 

𝛼𝑛:     كبٕ  0,1  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ٝ ثٔب إٔ  > 𝛼𝑛+1  

 3 ∎ ب
𝑡:  ُذ٣٘ب ٖٓ أعَ  ≠ 1   

 أ ∎ 4

= 𝑓𝑛 𝛼𝑛:   ٝ ٗؼِْ إٔ  0  

 ب ∎ 4

  1 + 𝑡 + ⋯ + 𝑡𝑛−1 
𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 =   
1

1 − 𝑡
−

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

⟺   𝛼𝑛 +
𝛼𝑛

2

2
+ ⋯ +

𝛼𝑛
𝑛

𝑛
= − ln 1 − 𝛼𝑛 −   

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

 𝛼𝑛 +
𝛼𝑛

2

2
+ ⋯ +

𝛼𝑛
𝑛

𝑛
= − ln 1 − 𝛼𝑛 −   

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

1− : ٣ؼ٢٘  + 𝛼𝑛 +
𝛼𝑛

2

2
+ ⋯ +

𝛼𝑛
𝑛

𝑛
= 0 

1  :ارٕ  = − ln 1 − 𝛼𝑛 −   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

 ٚ٘ٓ ٝ:  1 + ln 1 − 𝛼𝑛 = −  
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

𝛼𝑛:   ٝ ثٔب إٔ 
𝑛+1 < 1  

  :  كبٕ 
1

1 − 𝛼𝑛
  

𝛼𝑛
𝑛+1

𝑛 + 1
 ≤  

1

1 − 𝛼𝑛
  

1

𝑛 + 1
  

 : ٝ ثبُزب٢ُ 

   ∀𝑛 ≥ 2   ;   0 ≤   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤  
1

1 − 𝛼𝑛
  

1

𝑛 + 1
  

 :ارٕ 

1 + 𝑡 + ⋯ + 𝑡𝑛−1 =
1

1 − 𝑡
−

𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

0:    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  ≤ 𝑡 ≤ 𝛼𝑛   

⟺    0 ≤ 1 − 𝛼𝑛 ≤ 1 − 𝑡 

⟺    
1

1 − 𝛼𝑛
≥

1

1 − 𝑡
≥ 0 

⟺    0 ≤
𝑡𝑛

1 − 𝑡
≤

𝑡𝑛

1 − 𝛼𝑛
 

⟺    0 ≤   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤
1

 1 − 𝛼𝑛 
 𝑡𝑛

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 

⟺    0 ≤   
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤  
1

1 − 𝛼𝑛
  

𝛼𝑛
𝑛+1

𝑛 + 1
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 ∎ 4 ج

≥ 0     : ُذ٣٘ب    
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 

𝛼𝑛

0

𝑑𝑡 ≤  
1

1 − 𝛼𝑛
  

1

𝑛 + 1
 

           
 

+∞ 
+∞ 

0 
0 

lim : ارٕ 
𝑛∞

  
𝑡𝑛

1 − 𝑡
 𝑑𝑡

𝛼𝑛

0

= 0 

 ٚ٘ٓ ٝ: lim
𝑛∞

 1 + ln 1 − 𝛼𝑛  = 0 

ℓ :ٗؼغ  = lim
𝑛∞

𝛼𝑛  

1 :ارٕ  + ln 1 − ℓ = 0 

⟺      ln 1 − ℓ = −1 

⟺      ln  
1

1 − ℓ
 = 1 

⟺    
1

1 − ℓ
 = 𝑒 

⟺    𝑒 1 − ℓ  = 1 

⟺    𝑒 − 𝑒ℓ = 1 

⟺    ℓ =
𝑒 − 1

𝑒
 

⟺    ℓ = 1 − 𝑒−1 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

  

𝑏 𝑎 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

 الإمتحان الوطني الموحد
 لنيل شهادة البكالوريا

 2012الدورة العادية  

( ن 3,5 ): انتمشٌه الأول   

 أ

 ب

 ج

2 

3 

  ن0,75

 𝐈  

𝔸 =  

 5−1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

  𝕀 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  ٝ 

 . روجَ ٓوِٞثب ٣زْ رؾذ٣ذٙ 𝔸اعز٘زظ إٔ 

𝐈 :  ٗؼغ                      ٖٓ أُغبٍ       ٝ ٌَُ ػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ٖ  =  𝟏 , +∞  a ∗ b =  a2b2 − a2 − b2 + 2 

,𝓍 ∀ :رؾون إٔ  1 𝓎 ϵℝ2 , 𝓍2𝓎2 − 𝓍2 − 𝓎2 + 2 =  𝓍2 − 1  𝓎2 − 1 + 1 

  Iهبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢  ∗ : ث٤ٖ إٔ  2

+ℝ  .    صٓشح رجبد٤ُخ     :      ٗزًش إٔ 
∗  ,×  

+ℝ  . رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ              ا٠ُ                𝜑ث٤ٖ إٔ اُزطج٤ن 
∗  ,×   𝑰 ,∗  

  ∗, 𝑰  .اعز٘زظ ث٤٘خ           

𝑰 ,∗  Γ  صٓشح عضئ٤خ ٖٓ:                                               ث٤ٖ إٔ أُغٔٞػخ  =   1 + 2m 𝑚𝜖℞   

( ن 3,5 ) : انثاوًانتمشٌه   
 .اُغضءإ الأٍٝ ٝ اُضب٢ٗ ٓغزولإ

,ℴ  أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٝ ٓجبشش  𝑢  , 𝑣   

  𝐸  :  أُؼبدُخ ℂٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ 

 𝑬   ∶    𝒾Z2 +  2 − 𝒾 𝒶Z −  1 + 𝒾 𝒶2 = 0 

 . ػذد ػوذ١ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ 𝒶: ؽ٤ش 

  . 𝐸  ؽ٢ِ أُؼبدُخ 𝑍1 ٝ 𝑍2ؽذد  1

𝑍1𝑍2 : رؾون إٔ  أ 2 = 𝒶2 𝒾 − 1  

𝑎𝑟𝑔𝒶 ػذد ؽو٤و٢ 𝑍1𝑍2 :ث٤ٖ إٔ  ب =
−3𝜋

8
 
𝜋

2
    ⟺ 

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مادة الرياضيات 
 مسلك العلوم الرياضية أ و ب

 9المعامل 
 أربع ساعات: مدة الإنجاز 

 

 

𝔸𝟐 𝕀 ٝ :أؽغت  1 − 𝔸 

, ℝ        )     : أُؼشكز٤ٖ ثٔب ٢ِ٣ 𝔸  ٝ 𝕀             ٗؼزجش أُظلٞكز٤ٖ             ك٢ اُؾِوخ اُٞاؽذ٣خ  +,×) M3  

 𝐈𝐈  

 𝐈  

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

 :ٗؼزجش اُزطج٤ن 
𝛗 ∶  ℝ+

∗  𝐈 

𝔁  𝔁 + 𝟏 
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 أ 1

 ب

2 

3 

5 

ٌٖ٤ُ   𝑕ُؾن اُ٘وطخ    𝐻:   أُغوؾ اُؼٔٞد١ ُِ٘وطخ ℴ ػ٠ِ  𝐴𝐷  .  

 ٌٖ٤ُ𝑐 ٝ  ّػذدا ػوذ٣ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذ 𝑧 ّػذد ػوذ١ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ . 

𝑖) ٝ 1:  اُز٢ أُؾبهٜب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ ٢ٛ 𝐴 ٝ 𝐵 ٝ 𝐶 ٝ 𝐷 ٝ 𝑀ٗؼزجش اُ٘وؾ  + 1) ٝ 𝑐 ٝ 𝑖𝑐 ٝ 𝑧.  

ic   ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ  𝐴 ٝ 𝐷 ٝ 𝑀  : ث٤ٖ إٔ  + 1 z +  ic − 1 z = 2ic  ⇔   

ic  : ث٤ٖ إٔ  + 1 z −  ic − 1 z = 0  ⇔   AD ⊥  OM    

𝑕 :ث٤ٖ إٔ  أ −  1 + 𝑖 =
𝑖

𝑐
 𝑕 − 𝑐  

⊥ 𝐶𝐻   :اعز٘زظ إٔ  ب  BH    

( ن 3,0 ) : انثانثانتمشٌه  ∶   𝐸  : أُؼبدُخ 2℞ٗؼزجش ك٢      143𝑥 − 195𝑦 = 52 

1 

2  ٌٖ٤ُ𝑛 ث٤ٖ إٔ 5 ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  ٝأ٢ُٝ ٓغ اُؼذد   : ∀𝑘ϵℕ , 𝓃4k ≡ 1 5  

 ٌٖ٤ُx ٝ y ػذد٣ٖ طؾ٤ؾ٤ٖ ؽج٤ؼ٤٤ٖ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ٤ٖٓ ثؾ٤ش :  𝑥 ≡ y 4  

, ∗𝑛ϵℕ∀ :ث٤ٖ إٔ  أ 𝓃𝓍 ≡ 𝓃y 5  

 ب

, ∗𝑛ϵℕ∀ :اعز٘زظ إٔ  𝓃𝓍 ≡ 𝓃y 10  

  . 𝐸  ؽلا ُِٔؼبدُخ          ػذد٣ٖ طؾ٤ؾ٤ٖ ؽج٤ؼ٤٤ٖ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ٤ٖٓ ثؾ٤ش ٣ٌٕٞ اُضٝط     ٝ    ٤ٌُٖ  4

 .  ُٜٔب ٗلظ سهْ اُٞؽذاد ك٢ ٗظٔخ اُؼذ اُؼشش١ 𝑛𝑥 ٝ   𝑛𝑦اُؼذدإ  : ∗𝑛  ٖٓ ℕث٤ٖ أٗٚ ٜٓٔب ٣ٌٖ 

 𝑛 ّػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذ . 

= 𝑓𝑛 𝑥 : ثٔب ٢ِ٣ ℝ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓nٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
 

,ℴ  ك٢ أُغزٟٞ أُ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٤ُ𝑓𝑛ٌٖ          أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ  𝑖 , 𝑗  .  Cn          

lim :أؽغت 
𝑥→−∞

𝑓𝑛 𝑥  lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥  ٝ 

 أ 2

 ب

 . صْ ػغ عذٍٝ رـ٤شارٜب𝑓𝑛أدسط رـ٤شاد اُذاُخ  3

4 

𝓃ث٤ٖ أٗٚ ارا ًبٕ  أ ≥  : كبٕ 3
 

= 𝑓𝓃 𝑥 ب 0 𝑥𝓃 𝑦𝓃  ٕث٤ٖ أٗٚ ارا ًب𝓃 ≥  : ؽ٤ش      ٝ      روجَ ثبُؼجؾ ؽ٤ِٖ                     أُؼبدُخ   كب3ٕ

𝑥𝓃 ≤ −𝑙𝑛 𝓃  
−𝑒

𝑛
≤ 𝑦𝓃 ≤ 0 ٝ 

          Cn  .∞−أدسط اُلشع اُلاٜٗبئ٢ ُِٔ٘ؾ٠٘           ثغٞاس 

 𝐈𝐈  

 1  .2℞ روجَ ؽِٞلا ك٢  𝐸 ٝ اعز٘زظ إٔ أُؼبدُخ  . 143 ٝ 195ؽذد اُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣ٖ  أ

;1− : ػِٔب إٔ   2℞ ك٢  𝐸 أٝعذ اُؾَ اُؼبّ ُـ  .  𝐸  ؽَ خبص ُـ  1−

 ب

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,25

  ن1,00

( ن 5,5 ) : انشاتغانتمشٌه   

 𝑥, 𝑦  𝑥 𝑦 

Cn           ْث٤ٖ إٔ أُغزو٤ D  ٚاُز١ ٓؼبدُز 𝑦 = 𝑥   ثغٞاس        ٓوبسة ٓبئَ ُِٔ٘ؾ٠٘  +∞       

  Cn          ٝ  𝐃 ٝ ؽذد اُٞػغ اُ٘غج٢ ُـ  

 

,𝒇𝟑 −𝟎 : ٗؤخز           C3 أٗش٠ء أُ٘ؾ٠٘  𝟔 ≈ 𝟎   𝒍𝒏𝟑 = 𝟏, 𝟏   𝒇𝟑 −𝟏, 𝟓 ≈ 𝟎    ٝ  ٝ    

 
𝑒

𝑛
< ln 𝑛  
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1 

 أ

 ب

 ج

 د

4 

,0  اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ gُزٌٖ  6  : ثٔب ٢ِ٣  ∞+
 
g 𝓍 = −1 − 𝓍ln𝓍

g 0 = −1               
  

 0 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ gث٤ٖ إٔ اُذاُخ 

𝓃رؾون إٔ ٌَُ  ≥ 3  g  
−1

𝓍𝓃

 =
ln𝓃

𝓍𝓃

 

 ج

lim
𝓃→+∞

ln𝓃

𝓍𝓃

 :اعز٘زظ  

= 𝐹 𝑥 :ثٔب ٢ِ٣  0,1  ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  أُؼشكخ ػ٠ِ 
1

𝑥
−

𝑙𝑛 1 + 2𝑥 

2𝑥2
 , ∀𝑥𝜖 0,1  

𝐹 0 = 1 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٍث٤ٖ أٗٚ ٜٓٔب ٣ٌٖ  0,1  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب 𝑡 ٍ0  ٖٓ أُغب, 𝑥  ُذ٣٘ب  : 
1

1 + 2𝓍
≤

1

1 + 2t
≤ 1 

2  ٌٖ٤ُ𝑥 ٍ0,1  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب   

= F 𝓍 ث٤ٖ إٔ  أ
2

𝓍2
 

t

1 + 2t
dt

𝓍

0

 

 ث٤ٖ إٔ  ب
1

1 + 2𝓍
≤ F(𝓍) ≤  0 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ Fصْ اعز٘زظ إٔ اُذاُخ  1

 :ثبعزؼٔبٍ رو٤٘خ أٌُبِٓخ ثبلأعضاء ث٤ٖ إٔ 

∀𝓍ϵ 0,1  ∶   
2𝑡

1 + 2t
dt =  

𝓍2

1 + 2𝓍
+ 2   

t

1 + 2t
 

2

dt
𝓍

0

𝓍

0

 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٍ0,1  ػ٘ظشا ٖٓ أُغب   

= F′ 𝓍 :ث٤ٖ إٔ  أ
−4

𝓍3
  

t

1 + 2t
 

2

dt
𝓍

0

 

    :  ث٤ٖ إٔ ب
−4

3
≤ F′ (𝓍) ≤

−4

3 1 + 2t 2
 

 

,0  ك٢ أُغبٍ Fثزطج٤ن ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ ػ٠ِ اُذاُخ  𝑥  ٕث٤ٖ أ : 

−4

3
≤

F 𝓍 − F(0)

𝓍
≤

−4

3 1 + 2𝓍 2
 

 0 ٓؾذدا ػذدٛب أُشزن ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 0 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝐹اعز٘زظ إٔ اُذاُخ 

lim :أؽغت 
n∞

𝑥n  lim
n∞

𝑦n  ٝ 

 ج

( ن 4,5 ) : انخامسانتمشٌه   

3 

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,25
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 ( ن 3,5 ):   التمرين الأول 

 𝐈  ∎ 1 

 𝐈  ∎ 2 

𝐴 𝐴:   ارٕ  + 𝐼 = 𝐴2 + 𝐴 = 𝐼  

𝐴 :      ٝ ًزُي  + 𝐼 𝐴 = 𝐴2 + 𝐴 = 𝐼  

 ٚ٘ٓ ٝ𝐴  ٓظلٞكخ هبثِخ ُِوِت ٝ ٓوِٞثٜب ٛٞ أُظلٞكخ  𝐴 + 𝐼    

𝐴−1:     أ١ ثزؼج٤ش آخش  = 𝐴 + 𝐼   

 𝐈𝐈  ∎ 1 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ.  

 𝐈𝐈  ∎ 2 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏   ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐼 =  1; +∞    

𝑎:  ارٕ  > 1   ٝ   𝑏 > 1    

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑎2 > 1    ٝ   𝑏2 > 1    

𝑎2 :   ٣ؼ٢٘  − 1 > 0   ٝ     𝑏2 − 1 > 0    

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦  ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ+
∗  

 𝐈𝐈  ∎ 3 أ 

+ℝ  رشبًَ ٖٓ   𝜑ارٕ 
∗     ∗,𝐼    ٗؾٞ     ×, 

 ٌٖ٤ُ𝑦 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐼.  

𝑦:  ثٔب إٔ  > 𝑦2:    كبٕ 1 − 1 > 0   ٚ٘ٓ ٝ  𝑥 𝜖 ℝ+
∗   

𝑦2:   ٝ ثٔب إٔ  −     ػذد ٝؽ٤ذ1

,  𝑦𝜖𝐼∀ :         كبٕ   ∃! 𝑥 = 𝑦2 − 1   ∶     𝜑 𝑥 = 𝑦  

 ٚ٘ٓ ٝ𝜑   ٖٓ َروبث  ℝ+
∗     ∗,𝐼    ٗؾٞ     ×, 

 : ٝ روبثِٚ اُؼٌغ٢ ٓؼشف ثٔب ٢ِ٣ 

+ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ   𝜑ٝ ثبُزب٢ُ 
∗     . ∗,𝐼    ٗؾٞ    ×, 

 𝐈𝐈  ∎ 3 ب 

 .ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح

+ℝ  :   و نذٌىا
∗  ٛٞ ×  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوبٕٗٞ  ×, 

 ٣وجَ ٓٔبصلا ٝ ٛٞ ٓوِٞثٚ 𝑥 ٝ ًَ ػ٘ظش 1اُؼذد 
1

𝑥
.  

  𝜑 1 ٛٞ اُؼذد ∗   صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوبٕٗٞ  ∗,𝐼   :  إرن

  . 𝑆𝑦𝑚 𝑦 ٣وجَ ٓٔبصلا ٝ ٛٞ 𝑦ٝ ًَ ػ٘ظش 

𝐴2:   ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ         = 𝐼 − 𝐴  1 

𝜑−1   ∶     𝐼,∗    →     ℝ+
∗ ,×  

  𝑦   →    𝑦2 − 1 

= 𝜑 1:       ٝ ُذ٣٘ب   1 + 1 =  2   

   𝑦 𝜖 𝐼:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

𝑦:  ثؾ٤ش ∗𝑥 ٖٓ ℝارٕ ٣ٞعذ  = 𝜑 𝑥  ⟺  𝑥 = 𝜑−1 𝑦 = 𝑦2 − 1   

𝐼 − 𝐴 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 −  

 5 − 1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

  

=  

3 −  5

2
0 0

0 3 1
0 −1 0

  

𝐴2 =  

 5 − 1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

 ×  

 5 − 1

2
0 0

0 −2 −1
0 1 1

  

=  

3 −  5

2
0 0

0 3 1
0 −1 0

  

 :      ُذ٣٘ب 

= 𝑥2𝑦2 − 𝑥2 − 𝑦2 + 2 

 𝑥2 − 1  𝑦2 − 1 + 1 =  𝑥𝑦 2 − 𝑥2 − 𝑦2 + 1 + 1 

⟺       𝑏2 − 1  𝑎2 − 1 > 0 

⟺       𝑏2 − 1  𝑎2 − 1 + 1 > 1 

⟺      𝑎2𝑏2 − 𝑎2 − 𝑏2 + 2 > 1 

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ∗ٝ ٓ٘ٚ 

⟺       𝑎2𝑏2 − 𝑎2 − 𝑏2 + 2 > 1 

⟺      𝑎 ∗ 𝑏 > 1 

⟺      𝑎 ∗ 𝑏 𝜖 𝐼 

= 𝜑 𝑥:       ُذ٣٘ب  𝑦    ⟺      𝑥 + 1 = 𝑦  

⟺      𝑥 = 𝑦2 − 1 

∗ 𝜑 𝑎:       ُذ٣٘ب  𝜑 𝑏 =  𝑎 + 1 ∗  𝑏 + 1  

=   𝑎 + 1  𝑏 + 1 −  𝑎 + 1 −  𝑏 + 1 + 2 

=  𝑎𝑏 + 1 = 𝜑 𝑎 × 𝑏  
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 𝐈𝐈  ∎ 3 ج 

  𝐼  عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ  Γ ُذ٣٘ب  

2𝑚:     كبٕ ℞𝑚𝜖:  لأٗٚ ارا ًبٕ  > 0   

2𝑚:   ٣ؼ٢٘  + 1 > 1    

2𝑚 :    ٣ؼ٢٘  + 1 > 1   

2𝑚 :    ٣ؼ٢٘  + 1 𝜖 𝐼   

  ٌٖ٤ُ 1 + 2𝑚  ٝ   1 + 2𝑛 ٖٓ ٖػ٘ظش٣   Γ   

 :ُذ٣٘ب 

   . ∗,𝐼    صٓشح عضئ٤خ ٖٓ اُضٓشح   ∗,Γ ٝ ثبُزب٢ُ   

 ( ن 3,5 ):   التمرين الثاني 

 𝐈  ∎ 1 

  :𝑧1 ٝ 𝑧2ارٕ أُؼبدُخ روجَ ؽ٤ِٖ ػوذ٤٣ٖ 

 𝐈  ∎ 2 أ 

 .  ك٢ شٌِٚ أُضِض𝑧1𝑧2٢ك٢ اُجذا٣خ ٣غت ًزبثخ  

 𝐈  ∎ 2  ب

 𝐸  ∶   𝑖𝑧2 +  2 − 𝑖 𝑎𝑧 −  1 + 𝑖 𝑎2 = 0 

=∆ :ُذ٣٘ب   2 − 𝑖 2𝑎2 + 4𝑖 1 + 𝑖 𝑎2 

∆=  𝑎𝑖 2 

𝑧1 =
 𝑖 − 2 𝑎 + 𝑎𝑖

2𝑖
= 𝑎 1 + 𝑖  

𝑧2 =
 𝑖 − 2 𝑎 − 𝑎𝑖

2𝑖
= 𝑎𝑖 

𝑧1𝑧2 = 𝑎𝑖 𝑎  1 + 𝑖  

 𝑧1𝑧2 𝜖 ℝ      :ٝ ُذ٣٘ب 

⟺      𝑎𝑟𝑔 𝑧1𝑧2 ≡ 0 𝜋  

⟺      𝑎𝑟𝑔  𝑎2 2  𝑒
 

3𝜋𝑖
4

 
 ≡ 0 𝜋  

⟺      𝑎𝑟𝑔 𝑎2 2   + 𝑎𝑟𝑔  𝑒
 

3𝜋𝑖
4

 
 ≡ 0 𝜋  

⟺      𝑎𝑟𝑔 𝑎2 +
3𝜋

4
≡ 0 𝜋  

⟺      2 𝑎𝑟𝑔 𝑎 +
3𝜋

4
≡ 0 𝜋  

⟺      2 𝑎𝑟𝑔 𝑎 ≡
−3𝜋

4
 𝜋  

⟺       𝑎𝑟𝑔 𝑎 ≡
−3𝜋

8
 
𝜋

2
  

  1 + 2𝑚 ∗   1 + 2𝑛 
′

=   1 + 2𝑚 ∗   
1 + 2𝑛

2𝑛
  

=   1 + 2𝑚   
1 + 2𝑛

2𝑛
 −  1 + 2𝑚  −  

1 + 2𝑛

2𝑛
 + 2 

=  2𝑚−𝑛 + 1  𝜖   Γ  

 ٚ٘ٓ ٝ : 𝑆𝑦𝑚 𝑦 = 𝑆𝑦𝑚 𝜑 𝑥   

= 𝜑 𝑆𝑦𝑚 𝑥   

= 𝜑  
1

𝑥
  

= 𝜑  
1

𝑦2 − 1
  

=  
1

𝑦2 − 1
+ 1 =  

𝑦2

𝑦2 − 1
 

⟺      𝑧1𝑧2 = 𝑎2𝑖 − 𝑎2 

⟺      𝑧1𝑧2 = 𝑎2 𝑖 − 1  

⟺       𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  
− 2

2
+ 𝑖

 2

2
  

⟺       𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  − cos  
𝜋

4
 + 𝑖 sin  

𝜋

4
   

⟺       𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  cos  𝜋 −
𝜋

4
 + 𝑖 sin  𝜋 −

𝜋

4
   

⟺       𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  cos  
3𝜋

4
 + 𝑖 sin  

3𝜋

4
   

⟺       𝑧1𝑧2 = 𝑎2 2  𝑒
 

3𝜋𝑖
4

 
 

𝑧1𝑧2      : ُذ٣٘ب  = 𝑎2 𝑖 − 1  
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 𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

 " ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ 𝐴 ٝ 𝐷 ٝ 𝑀: " ٗ٘طِن ٖٓ أُؼِٞٓخ 

⟺      𝐴𝐷 ∥  𝐴𝑀  

𝐵 𝑖  و   𝐶 𝑐  و   𝐷 𝑖𝑐  و   𝑀 𝑧 :ُذ٣٘ب  +   𝐴 1  و   1

⟺     
𝑧𝑀 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
  𝜖  ℝ 

⟺      
𝑧𝑀 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

          
  =  

𝑧𝑀 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

⟺      
𝑧 − 1

𝑖𝑐 − 1

        
  =  

𝑧 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

⟺     
𝑧 − 1

−𝑖𝑐 − 1
 =  

𝑧 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

⟺      𝑖𝑐 − 1  𝑧 − 1 +  𝑧 − 1  𝑖𝑐 + 1 = 0 

⟺     𝑧 𝑖𝑐 − 𝑖𝑐 − 𝑧 + 1 + 𝑧𝑖𝑐 + 𝑧 − 𝑖𝑐 − 1 = 0 

 𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

 𝐴𝐷 ⊥  𝑂𝑀  ⇔     
𝑧𝑀 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
  𝜖  𝑖ℝ 

⇔      
𝑧𝑀 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

           
 =  − 

𝑧𝑀 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
  

⇔      
𝑧 − 0

𝑖𝑐 − 1
 

         
 =  − 

𝑧 − 0

𝑖𝑐 − 1
  

⇔     
𝑧 

−𝑖𝑐 − 1
=

−𝑧

𝑖𝑐 − 1
 

⇔     𝑧  𝑖𝑐 − 1 = 𝑧 𝑖𝑐 + 1  

⇔     𝑧 𝑖𝑐 − 1 − 𝑧  𝑖𝑐 − 1 = 0 

 𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

 :ٖٓ أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٖٓ اُ٘ظٔخ ٗغز٘زظ ٓب ٢ِ٣ 

𝑕  𝑖𝑐 − 1 =  𝑖𝑐 − 1 −  𝑕 − 1  𝑖𝑐 + 1  

 :ٗؼٞع ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ٗؾظَ ػ٠ِ 

ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ك٢ اُؼذد اُـ٤ش أُ٘ؼذّ  
𝑖

2𝑐
 :  ٗؾظَ ػ٠ِ 

 𝐈𝐈  ∎ 2  ب

 𝑖𝑐 − 1 −  𝑕 − 1  𝑖𝑐 + 1 = 𝑕 𝑖𝑐 + 1  

2𝑖𝑐 :ثؼذ اُ٘شش ٝ اُزجغ٤ؾ ٗؾظَ ػ٠ِ  − 2𝑕 − 2𝑕𝑖𝑐 = 0 

−1 −
𝑕𝑖

𝑐
+ 𝑕 = 0 

⟺     𝑕 − 1 =
𝑕𝑖

𝑐
 

𝑕     : ُذ٣٘ب  −  1 + 𝑖 =
𝑖

𝑐
 𝑕 − 𝑐  

     :٣ؼ٢٘ 
𝑕 −  1 + 𝑖 

𝑕 − 𝑐
=

𝑖

𝑐
 

 ٚ٘ٓ ٝ  :  𝐶𝐻 ⊥  𝐵𝐻  

  AD   ػ٠ِ  O ٢ٛ أُغوؾ اُؼٔٞد١ ُِ٘وطخ 𝐻ُذ٣٘ب 

 𝑖− :  ٗؾظَ ػ٠ِ      ٗؼ٤ق ا٠ُ ًَ ٖٓ اُطشك٤ٖ اُؼذد  

⟺     𝑧  𝑖𝑐 − 1 + 𝑧 𝑖𝑐 + 1 = 2𝑖𝑐 

  :٣ؼ٢٘ 
 AD ⊥  OH 
 AD ∥  AH 

  

      :ُذ٣٘ب 
𝑧𝐻 − 𝑧𝐵

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
 

           
 =  − 

𝑕 −  1 + 𝑖 

𝑕 − 𝑐

              
  

=  
−𝑖

𝑐
= − 

𝑧𝐻 − 𝑧𝐵

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
  

⟺       

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
   𝜖  𝑖ℝ

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
   𝜖  ℝ

  

⟺      

 
 

  
𝑧𝐻 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

          
  =  − 

𝑧𝐻 − 𝑧𝑂

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

 
𝑧𝐻 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

          
  =   

𝑧𝐻 − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
 

  

⟺      

 
 
 

 
  

𝑕 − 0

𝑖𝑐 − 1

        
  =  − 

𝑕 − 0

𝑖𝑐 − 1
 

 
𝑕 − 1

𝑖𝑐 − 1

        
  =   

𝑕 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

  

⟺      

 
 
 

 
  

𝑕 

−𝑖𝑐 − 1
  =  − 

𝑕

𝑖𝑐 − 1
 

 
𝑕 − 1

−𝑖𝑐 − 1
  =   

𝑕 − 1

𝑖𝑐 − 1
 

  

⟺    
𝑕  𝑖𝑐 − 1 = 𝑕 𝑖𝑐 + 1                           

 𝑕 − 1  𝑖𝑐 + 1 = − 𝑕 − 1  𝑖𝑐 + 1 
  

⟺     𝑕 −  1 + 𝑖 =
𝑖

𝑐
 𝑕 − 𝑐  
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195ثبعزؼٔبٍ خٞاسص٤ٓخ اه٤ِذط ٗؾذد   ∧  :  ثبُطش٣وخ اُزب٤ُخ 143

 13:   ٛٞ آخش ثبه٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  195 ٝ  143ارٕ اُوبعْ أُشزشى الأًجش ُِؼذد٣ٖ  

143𝑢 :  ثؾ٤ش 𝑘 ٝ 𝑢 ٗغز٘زظ ٝعٞد ػذد٣ٖ ٗغج٤٤ٖ  1 ٖٓ اُ٘ز٤غخ  + 195𝑘 = 13   

13:  ٝ ثٔب إٔ  ∖ 143𝑢 :      كبٕ 52 − 195𝑣 ∖ 52  

𝑣:  ٗؼغ  = −𝑘 ٕ143:      ار𝑢 − 195𝑣 = 13   

,𝑥 ∃ :     أ١  𝑦 𝜖 ℞   ;   52 = 143 𝑢𝑤 
𝑥

− 195 𝑣𝑤 
𝑦

   

 ٚ٘ٓ ٝ    : ∃𝑤𝜖℞   ;   52 =  143𝑢 − 195𝑣 𝑤   

,𝑥 ∃ :     ٝ ثبُزب٢ُ  𝑦 𝜖 ℞   ;   52 = 143𝑥 − 195𝑦   

  .2℞أ١ إٔ أُؼبدُخ  أػلاٙ   روجَ ؽِٞلا ك٢ 

 ب 1 ∎

,1− ُذ٣٘ب      𝐸   ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ  1−

  ٌٖ٤ُ 𝑥, 𝑦  اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ   𝐸 .  

 :  ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗∗   ٝ   ∗ ٗ٘غض ػ٤ِٔخ اُلشم ث٤ٖ أُزغب٣ٝز٤ٖ  

𝑥 143:       ٣ؼ٢٘  + 1 = 195 𝑦 + 1    

195:  ُذ٣٘ب  = 15 × 13    ٝ   143 = 11 × 13   

𝑥 11:   ٗؾظَ ػ٠ِ  + 1 = 15 𝑦 + 1    

 ٚ٘ٓ ٝ    :11 ∖ 15 𝑦 + 1   

11:  ٝ ثٔب إٔ  ∧ 15 = 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠    : 11   كبٗٚ ؽغت 1 ∖  𝑦 + 1    

 ٚ٘ٓ ٝ      : ∃𝑘𝜖℞   ;   𝑦 + 1 = 11𝑘  

;   ℞𝑘𝜖∃ :     أ١    𝑦 = 11𝑘 − 1   

𝑥:    ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗∗  ك٢ أُزغب٣ٝخ 𝑦ٗؼٞع  = 15𝑘 − 1    

;  ℞𝑘𝜖∀ُذ٣٘ب     : ػٌغ٤ب    143 15𝑘 − 1 − 195 11𝑘 − 1 = 52  

 :  رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ  𝐸 ٝ ثبُزب٢ُ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ 

∎ 2 

𝑛ُذ٣٘ب    ∧ 5 =   ∗𝑛𝜖ℕ   ثؾ٤ش   1

  .𝑛 ػذد أ٢ُٝ ٝ لا ٣وغْ 5ُذ٣٘ب 

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡      : 𝑛5−1 ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ  ≡ 1 5   

𝑛4:    ٣ؼ٢٘  ≡ 1 5   

 ٚ٘ٓ ٝ        : ∀𝑘𝜖ℕ   ;    𝑛4 𝑘 ≡ 1𝑘  5   

;   𝑘𝜖ℕ∀ :     ٣ؼ٢٘    𝑛4𝑘 ≡ 1 5   

 3 أ ∎

𝑥:     ُذ٣٘ب  ≡ 𝑦 4   

𝑛𝑥:      ارٕ  ∙ 𝑛−𝑦 ≡ 1 5   

𝑛𝑦:    ٝ ثٔب إٔ  ≡ 𝑛𝑦  5    

 :كبٗٚ ػ٘ذ أُشٝس ا٠ُ اُغذاء ث٤ٖ آخش ٓزٞاكوز٤ٖ ٗؾظَ ػ٠ِ 

 ب 3 ∎
𝑥:     ُذ٣٘ب  ≡ 𝑦 4   

𝑥ارٕ   − 𝑦 ػذد صٝع٢  . 

 ٚ٘ٓ ٝ𝑥 ٝ 𝑦كشد٣بٕ ٓؼب أٝ صٝع٤بٕ ٓؼب . 

 ُ٘ؾظَ ػ٠ِ أسثغ 𝑛ٗوّٞ ثذٓظ ٛبر٤ٖ اُؾبُز٤ٖ ٓغ ؽبُز٢ صٝع٤خ اُؼذد 

𝑛𝑥 ؽبلاد ٝ ًِٜب رؼجش ػٖ صٝع٤خ اُزؼج٤ش   − 𝑛𝑦    

52:  ُذ٣٘ب  ≠  .  ارٕ ٗٞاطَ 0

39:  ُذ٣٘ب  ≠  .  ارٕ ٗٞاطَ 0

13:  ُذ٣٘ب  ≠  .  ارٕ ٗٞاطَ 0

0:  ُذ٣٘ب  =   .وتىقف  ارٕ 0

195 143 

1 
52 

143 52 

2 
39 

52 39 

1 
13 

39 13 

3 
0 

195:  ثزؼج٤ش آخش  ∧ 143 = 13   1  

− 1− 143:     ٣ؼ٢٘  195 −1 = 52   ∗  

143𝑥:    ٣ؼ٢٘  − 195𝑦 = 52    ∗∗  

143 −1 − 𝑥 − 195 −1 − y = 0 

𝒮 ∶     15𝑘 − 1 ; 11𝑘 − 1   ;   𝑘𝜖℞  

⟺    4 ∖  𝑥 − 𝑦  

⟺      ∃𝑘𝜖℞  ∶    𝑥 − 𝑦 = 4𝑘 

𝑛𝑥−𝑦:     ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ       = 𝑛4𝑘 ≡ 1 5   2 

𝑛𝑥 ∙ 𝑛−𝑦 ∙ 𝑛𝑦 ≡ 𝑛𝑦  5  

⟺      ∃𝑘𝜖℞  ∶    𝑥 − 𝑦 = 4𝑘 

⟺      ∃  𝑘 ′ = 2𝑘  𝜖℞  ∶    𝑥 − 𝑦 = 2𝑘′ 

𝑛𝑥:      أ١  ≡ 𝑛𝑦  5    ⊗  

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

 أ 1 ∎

 
(عدد زوجً)   

(عدد زوجً)   
(عدد زوجً)   

(عدد زوجً)   
(عدد زوجً)   

(عدد زوجً)   
(عدد فردي)   

(عدد زوجً)   
(عدد فردي)   

(عدد زوجً)   

(عدد فردي)   
(عدد زوجً)   

(عدد فردي)   
(عدد زوجً)   

(عدد زوجً)   

(عدد فردي)   
(عدد فردي)   

(عدد فردي)   
(عدد فردي)   

(عدد زوجً)   - = 

= 

= 

= 

- 

- 

- 



 

𝑛𝑥 ٗغز٘زظ ٖٓ ٛبرٚ اُؾبلاد الأسثغ إٔ اُؼذد     − 𝑛𝑦  ػذد صٝع٢ دائٔب  

  𝑥 ٝ 𝑦 ٝ 𝑛ٝ رُي ٤ًلٔب ًبٗذ صٝع٤خ الأػذاد 
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 :       ٗغز٘زظ إٔ ⊚ ٝ ⊗ٖٓ اُ٘ز٤غز٤ٖ 
2 ∖  𝑛𝑥 − 𝑛𝑦 

5 ∖  𝑛𝑥 − 𝑛𝑦 
   

2:    ارٕ  × 5 ∖  𝑛𝑥 − 𝑛𝑦  ٕػذدإ أ٤ُٝب5ٕ ٝ 2   لأ . 

∎ 4 
,𝑥 ُذ٣٘ب   𝑦  ؽَ ُِٔؼبدُخ   𝐸 .  

;   ℞𝑘𝜖∃ :          ٣ؼ٢٘    𝑥 = 15𝑘 − 1  ٝ   𝑦 = 11𝑘 − 1  

15𝑘 :    ُذ٣٘ب  − 1 ≡  11𝑘 − 4:        لإٔ  4  1 ∖  4𝑘     

 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑥 ≡ 𝑦 4    

 ُٜٔب ٗلظ سهْ اُٞؽذاد ك٢ ٗظٔخ اُؼذد اُؼشش١ 𝑛𝑥 ٝ 𝑛𝑦ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ 

𝑛𝑥:   أٝ ثزؼج٤ش آخش ٗؼغ  . = 𝛼𝛽 10            ٝ  𝑛𝑦 = 𝑚𝑠 10             

  𝑛𝑦 ٞٛ  𝑠 ٝ سهْ ٝؽذاد  𝛽  ٛٞ اُؼذد 𝑛𝑥سهْ ٝؽذاد  

𝑛𝑥:     ُذ٣٘ب  ≡ 𝑛𝑦 ≡         𝛼𝛽 10:         ٣ؼ٢٘  10  𝑚𝑠 10           10      

10𝑚:         ٣ؼ٢٘  + 𝑠 ≡ 10𝛼 + 𝛽 10   

𝑠:         ٣ؼ٢٘  ≡ 𝛽 10   

 ٚ٘ٓ ٝ      : ∃𝑢𝜖℞   ;   𝑛𝑥 − 𝑛𝑦 = 2𝑢   ⊚  

𝑛𝑥:        ٝ ثبُزب٢ُ  ≡ 𝑛𝑦  10   

𝑛𝑥:    ارٕ ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ              ≡ 𝑛𝑦  ب 3    10 

𝑠:      ٣ؼ٢٘  = 𝛽 ٕلأ     :𝑠 < 10      ٝ𝛽 < 10    

 ( ن 5,5 ):   التمرين الرابع 

∎ 1 

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
 =  +∞ + 0 =  +∞  

 أ 2 ∎

𝑛 C           ٕ٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ك٢ ارغبٙ ٓؾٞس الأسار٤ت ثغٞاس  : ار−∞ 

𝑦ارٕ    = 𝑥  ُِٔ٘ؾ٠٘∞+   ٓوبسة ٓبئَ ثغٞاس   𝑛 C          

 أ 2 ∎

   𝐷       ٣ٞعذ كٞم أُغزو٤ْ    ارٕ أُ٘ؾ٠٘  
𝑛 C          

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ.  

∎ 3 

− 𝑓𝑛:       ٝ ُذ٣٘ب  ln 𝑛 = − ln 𝑛 +
1

𝑛
𝑒ln 𝑛 = ln  

𝑒

𝑛
   

4 ∎ 

 أ 5 ∎

𝓞 𝓲 

𝓳 

3 C          

 𝐷  

𝑓𝑛
′ 𝑥 = 1 −

𝑒−𝑥

𝑛
=

𝑛 − 𝑒−𝑥

𝑛
 

𝑥ارا ًبٕ    = − ln 𝑛   ٕكب                       

𝑥ارا ًبٕ    > − ln 𝑛   ٕكب                        

𝑥ارا ًبٕ    < − ln 𝑛   ٕكب                      

− ln 𝑛 𝑥 

ln  
𝑒

𝑛
  

−∞ +∞ 

+∞ +∞ 
𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′(𝑥) 0 − 

,0  أُؼشكخ ػ٠ِ 𝜑ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ   : ثٔب ٢ِ٣  ∞+

 𝜑  0  داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ,   لأٜٗب كشم داُز٤ٖ  ∞+

,0 هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ   +∞    

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝜑ارٕ  +∞    

𝜑 𝑥 = ln 𝑥 −
𝑒

𝑥
 

= 𝜑′ 𝑥 : ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥 + 𝑒

𝑥2
> 0 lim

𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥)

𝑥
= lim : ٝ ُذ٣٘ب  1

𝑥→+∞
 𝑓𝑛 𝑥 − 𝑥 = 0  ٝ 

=  +∞  0− +
1

𝑛
 = +∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 𝑥 +
𝑒−𝑥

𝑛
  

= lim
𝑥→−∞

𝑒−𝑥  𝑥𝑒𝑥 +
1

𝑛
  

− 𝑓𝑛 𝑥                                     ُذ٣٘ب             𝑦 =
𝑒−𝑥

𝑛
> 0 

𝑓𝑛
′ 𝑥 = 0 

𝑓𝑛
′ 𝑥 > 0 

𝑓𝑛
′ 𝑥 < 0 

lim : ُذ٣٘ب 
𝑥→−∞

𝑓𝑛(𝑥)

𝑥
= −∞ ٝ lim

𝑥→−∞
𝑓𝑛(𝑥) = +∞ 

 :ُذ٣٘ب 
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≈ 𝜑 3:      ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  0,2 > 0   

𝑥∀ :       ٗلاؽع ٖٓ خلاٍ ٛزا اُغذٍٝ إٔ  ≥ 3   ;   𝜑 𝑥 > 0  

 ب 5 ∎

 :انمشحهح الأونى 

−  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب  ln 𝑛 ;  +∞    

𝑛ٖٓ أعَ   ≥ ln  ٝعذٗب إٔ  3 𝑛 >
𝑒

𝑛
 ٚ٘ٓ ٝ      :− ln 𝑛 <

−𝑒

𝑛
  

 :       ارٕ 
−𝑒

𝑛
 ;  +∞ ⊂  − ln 𝑛  ;  +∞    

  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛: أ١ 
−𝑒

𝑛
 ;  +∞    

  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ٝ ثبلأخض 
−𝑒

𝑛
 ;  :   لإٔ  0

−𝑒

𝑛
; 0 ⊂  

−𝑒

𝑛
; +∞   

𝑓𝑛:     ٝ ُذ٣٘ب ًزُي   
−𝑒

𝑛
 =

−𝑒

𝑛
+

1

𝑛
 𝑒

𝑒

𝑛   

𝑛:   ُذ٣٘ب  ≥ :        ارٕ 3
𝑒

𝑛
≤

𝑒

3
   

:  ٝ ثٔب إٔ 
𝑒

3
< :       كبٕ 1

𝑒

𝑛
< 1   

 ٚ٘ٓ ٝ   :
𝑒

𝑒
𝑛

𝑛
<

𝑒

𝑛
 :       ٣ؼ٢٘ 

𝑒
𝑒
𝑛

𝑛
−

𝑒

𝑛
 < 0  

 :           ٗغز٘زظ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُو٤ْ اُٞع٤ط٤خ إٔ  4  ٝ  1 ٝ ٖٓ 

 :انمشحهح انثاوٍح 

; ∞−  داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب   − ln 𝑛 .   

; ∞−  روبثَ ٖٓ  𝑓𝑛ارٕ   − ln 𝑛     ٚٗؾٞ طٞسر  𝑓𝑛  −∞ ;  − ln 𝑛     

; ∞−  𝑓𝑛:     ٝ ُذ٣٘ب   − ln 𝑛  =  ln  
𝑒

𝑛
  ;  +∞   

; ∞−  روبثَ ٖٓ أُغبٍ  𝑓𝑛ارٕ   − ln 𝑛    ٍٗؾٞ أُغب   ln  
𝑒

𝑛
  ;  +∞     

𝑛ٖٓ أعَ   ≥ ln:       ُذ٣٘ب 3 𝑛 ≥ ln 3 ≈ 1,09  

ln:   ارٕ  𝑛 > 1 ٚ٘ٓ ٝ        :1 − ln 𝑛 < 0  

 ٚ٘ٓ ٝ   :ln  
𝑒

𝑛
 < ln:         لإٔ 0  

𝑒

𝑛
 = 1 − ln 𝑛   

𝜖  ln 0:     ٖٓ ٛزٙ اُ٘ز٤غخ ٗغز٘زظ إٔ   
𝑒

𝑛
  ;  +∞  

  𝑓𝑛 ثبُزوبثَ 𝑥𝑛 ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا 0ارٕ 

!∃:        أٝ ثزؼج٤ش آخش   𝑥𝑛  𝜖  −∞ ;  − ln 𝑛  ∶   𝑓𝑛 𝑥𝑛 = 0  

𝑥𝑛:    ُذ٣٘ب  ≤ − ln 𝑛 ٣ؼ٢٘         :𝑥𝑛 ≤ ln  
1

𝑛
    

 ج 5 ∎

 أ ∎ 6

 . داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش 𝑔: ارٕ 

 ب ∎ 6

𝑥𝑛      :  ارٕ  +
𝑒−𝑥𝑛

𝑛
= 0          ٚ٘ٓ ٝ             :𝑥𝑛 =

−𝑒−𝑥𝑛

𝑛
     

 :ٝ ُذ٣٘ب 

ٝ 

lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 ln 𝑥 −
𝑒

𝑥
 = +∞ 

lim
𝑥→0+

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→0+

 ln 𝑥 −
𝑒

𝑥
 = −∞ 

𝑛∀  :ارٕ  ≥ 3   ;  ln 𝑛 >
𝑒

𝑛
 

𝑓𝑛:    ارٕ   
−𝑒

𝑛
 < 0   3  

∙ 𝑓𝑛 0:         ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2 ٖٓ  𝑓𝑛  
−𝑒

𝑛
 < 0   

∃!  𝑦𝑛  𝜖  
−𝑒

𝑛
; 0  ∶   𝑓𝑛 𝑦𝑛 = 0 

!∃:       أ١   𝑥𝑛 ≤ − ln 𝑛  ∶   𝑓𝑛 𝑥𝑛 = 0  

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑛∞

ln  
1

𝑛
 = −∞ 

 :     ٝ ُذ٣٘ب 
−𝑒

𝑛
≤ 𝑦𝑛 ≤ 0 

lim : ثٔب إٔ 
𝑛∞

 
−𝑒

𝑛
 = lim

𝑛∞
0 = 0 

 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→0+

 −1 − 𝑥𝑙𝑛 𝑥 = −1 = 𝑔(0) 

 

= 𝑓𝑛 𝑥𝑛:  ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ               ب 5   0

:         أ١ 
−1

𝑥𝑛
= 𝑛𝑒𝑥𝑛     ∗  

 :ٗؾظَ ارٕ ػ٠ِ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

3 𝑥 

0,2 

0 +∞ 

+∞ 

−∞ 

𝜑 

+ 𝜑′(𝑥) + 

lim :ارٕ ثبُؼشٝسح 
𝑛∞

𝑥𝑛 = −∞ 

lim :كبٕ 
𝑛∞

𝑦𝑛 = 0 

  روبثَ ٖٓ 𝑓𝑛: ٝ ثبُزب٢ُ  
−𝑒

𝑛
 ; 𝑓𝑛 ٗؾٞ طٞسرٚ   0   

−𝑒

𝑛
 ; 0  .    1  

= 𝑓𝑛 0:   ٖٓ عٜخ صب٤ٗخ ُذ٣٘ب 
1

𝑛
> 𝑛:     لإٔ 0 ≥ 3   

 2  

𝑔                                :  ٣ؼ٢٘   
−1

𝑥𝑛
 = 𝑔 𝑛𝑒𝑥𝑛    

= −1 − 𝑛𝑒𝑥𝑛 ln 𝑛𝑒𝑥𝑛   

= −1 +
1

𝑥𝑛

 ln 𝑛 + 𝑥𝑛  

= −1 − 𝑛𝑒𝑥𝑛  ln 𝑛 + 𝑥𝑛  

= −1 − −
1

𝑥𝑛

 ln 𝑛 + 𝑥𝑛  

 4  
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 ج ∎ 6

 ( ن 4,5 ):   التمرين الخامس 

∎ 1 

 ٌٖ٤ُ𝑥    ٖٓ 0  ػ٘ظشا; 1    

 أ 2 ∎

 ب 2 ∎

 . داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ 

∎ 3 

𝑔      :ثٔب إٔ   
−1

𝑥𝑛
 =

ln 𝑛

𝑥𝑛
 

lim    :كبٕ 
𝑛→+∞

𝑔  
−1

𝑥𝑛
   = lim

𝑛→+∞
 

ln 𝑛

𝑥𝑛
  

 1 :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ       

      
1

2𝑥 + 1
≤

1

2𝑡 + 1
≤ 1 

    ⟺      
𝑡

2𝑥 + 1
≤

𝑡

2𝑡 + 1
≤ 𝑡 

 ⟺   
2

𝑥2
  

𝑡

2𝑥 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
2

𝑥2
  

𝑡

2𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 ≤
2

𝑥2
 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 

 ⟺        
2

𝑥2 1 + 2𝑥 
 
𝑡2

2
 

0

𝑥

≤ 𝐹(𝑥) ≤
2

𝑥2
 
𝑡2

2
 

0

𝑥

 

 ⟺        
2𝑥2

2𝑥2 1 + 2𝑥 
≤ 𝐹(𝑥) ≤  

𝑥2

2
 

2

𝑥2
 

 ⟺        
1

 1 + 2𝑥 
≤ 𝐹(𝑥) ≤ 1 

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑥→0+

 
1

1 + 2𝑥
 = lim

𝑥→0+
1 = 1 

lim :كبٕ 
𝑥→0+

𝐹(𝑥) = 1 = 𝐹(0) 

   ٌٖ٤ُ𝑥 𝜖  0; 1     ٝ   𝑡 𝜖  0; 𝑥     

0                                :     ُذ٣٘ب  ≤ 𝑡 ≤ 𝑥    

⟺       0 ≤ 2𝑡 ≤ 2𝑥 

⟺       1 ≤ 2𝑡 + 1 ≤ 2𝑥 + 1 

⟺       
1

2𝑥 + 1
≤

1

2𝑡 + 1
≤ 1 

2

𝑥2
  

𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 =
1

𝑥2
  

2𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
  

2𝑡 + 1 − 1

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
  

2𝑡 + 1

1 + 2𝑡
−

1

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
  1 −

1

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
1

𝑥2
 1

𝑥

0

𝑑𝑡 −
1

2𝑥2
  

2

2𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

  ⟺        lim
𝑛→+∞

𝑢=
−1
𝑥𝑛

𝑔 𝑢   = lim
𝑛→+∞

 
ln 𝑛

𝑥𝑛
  

  ⟺        𝑔(0)   = lim
𝑛→+∞

 
ln 𝑛

𝑥𝑛
  

  ⟺        lim
𝑛→+∞

 
ln 𝑛

𝑥𝑛
 = −1 

=
1

𝑥2
 𝑡 0

𝑥 −
1

2𝑥2
 ln 2𝑡 + 1  0

𝑥  

=
1

𝑥
−

ln 2𝑥 + 1 

2𝑥2
= 𝐹 𝑥  

⟺      𝑔  
−1

𝑥𝑛
 = −1 +

ln 𝑛

𝑥𝑛
+ 1 

⟺      𝑔  
−1

𝑥𝑛
 =

ln 𝑛

𝑥𝑛
 

   : ُذ٣٘ب 
2𝑡

2𝑡 + 1
 

𝑥

0

𝑑𝑡 =   2𝑡  
𝑢′

 
1

2𝑡 + 1
 

       
𝑣

𝑥

0

𝑑𝑡 

=  
𝑡2

2𝑡 + 1
 

0

𝑥

−  
−2𝑡2

 2𝑡 + 1 2

𝑥

0

𝑑𝑡 

=
𝑥2

2𝑥 + 1
+ 2   

𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 
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 4 أ ∎

ℝٝ ٢ٛ داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ    ∖  
−1

2
;0   ٝ ثبلأخض ػ٠ِ أُغبٍ    𝑥   

0:  ثؾ٤ش  ≤ 𝑥 ≤ 1   

= 𝐻′ 𝑥:    ثؾ٤ش 𝐻 روجَ داُخ أط٤ِخ ٗشٓض ُٜب ثبُشٓض 𝑕: ارٕ  𝑕(𝑥)  

 4 ∎ ج

 4 ∎ ب

;0  داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ  𝐹ٗلاؽع إٔ  𝑥   هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ٝ  

 0; 𝑥  لإٜٗب عذاء داُز٤ٖ ٓزظِز٤ٖ ٝ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم   

 :ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ 

 . داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ 

∶ 𝑕 :ك٢ اُجذا٣خ ُذ٣٘ب    𝑥  →   
𝑥

1 + 2𝑥
 

 3 :ثؼذ رُي ٗغزؼَٔ ٗز٤غخ اُغئاٍ      ٗؾظَ ػ٠ِ 

 𝐹′ 𝑥 =  
−2

𝑥3
  

𝑥2

2𝑥 + 1
+ 2   

𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 +
2

𝑥 1 + 2𝑥 
 

 =
−2

𝑥 1 + 2𝑥 
−

4

𝑥3
  

𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 +
2

𝑥 1 + 2𝑥 
 

𝐹′(𝑥)  =
−4

𝑥3
  

𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 

    1 :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ      
1

2𝑥 + 1
≤

1

2𝑡 + 1
≤ 1 

    ⟺      
𝑡

2𝑥 + 1
≤

𝑡

2𝑡 + 1
≤ 𝑡 

    ⟺       
𝑡

2𝑥 + 1
 

2

≤  
𝑡

2𝑡 + 1
 

2

≤ 𝑡2 

    ⟺        
𝑡

2𝑥 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 ≤   
𝑡

2𝑡 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 ≤  𝑡2
𝑥

0

𝑑𝑡 

    ⟺      
−4

𝑥3
  

𝑡

2𝑥 + 1
 

2𝑥

0

𝑑𝑡 ≥ 𝐹′(𝑥) ≥
−4

𝑥3
 𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 

    ⟺      
−4

𝑥3 1 + 2𝑥 2
 
𝑡3

3
 

0

𝑥

≥ 𝐹′(𝑥) ≥
−4

𝑥3
 
𝑡3

3
 

0

𝑥

 

    ⟺      
−4

3 1 + 2𝑥 2
≥ 𝐹′(𝑥) ≥

−4

3
 

= 𝐹 𝑥     :ُذ٣٘ب 
2

𝑥2
𝐻(𝑥) 

= 𝐻 𝑥 :  ثؾ٤ش    
𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

∃ 𝑐 𝜖  0, 𝑥   ;   𝐹′ 𝑐 =
𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
 

;   𝑐 𝜖  0,1 ∀ :    ٝ ثٔب إٔ    
−4

3
≤ 𝐹′ 𝑥 ≤

−4

3 1 + 2𝑥 2
 

   :كبٕ 
−4

3
≤ 𝐹′ 𝑐 ≤

−4

3 1 + 2𝑥 2
 

0 :لإٔ  < 𝑐 < 𝑥 < 1 

 ٚ٘ٓٝ      :   
−4

3
≤  

𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
 ≤

−4

3 1 + 2𝑥 2
 

lim :   ثٔب إٔ 
𝑥→0+

 
−4

3
 = lim

𝑥→0+
 

−4

3 1 + 2𝑥 2
 =

−4

3
 

lim :     كبٕ 
𝑥→0+

 
𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
 =

−4

3
 

𝐹𝑑 :    ٝ ُذ٣٘ب 
′  0 =

−4

3
 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين

⟺     𝐹 𝑥 =
2

𝑥2
𝐻(𝑥) 

⟹     𝐹′ 𝑥 =  
2

𝑥2
 
′

𝐻 𝑥 +  
2

𝑥2
 𝐻′(𝑥) 

⟹     𝐹′ 𝑥 =  
−4𝑥

𝑥4
   

𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 +  
2

𝑥2
  

𝑥

1 + 2𝑥
  

⟹     𝐹′ 𝑥 =  
−2

𝑥3
   

2𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 +
2

𝑥 1 + 2𝑥 
 

= 𝐹 𝑥 :        ُذ٣٘ب ارٕ 
2

𝑥2
  

𝑡

1 + 2𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 

 :و بالتالً 

;   ∀𝑡 ≥ 0  



 

  
 الإمتحان الوطني الموحد

 لنيل شهادة البكالوريا
 2012الدورة الاستدراكية 

( ن 3,5 ): انتمشٌه الأول   

 ٌَُ𝑎 ٝ 𝑏  ٍأُغب ٖٓ 𝐼 =  1; 𝑎:      ٗؼغ  ∞+ ⊥ 𝑏 =   𝑎 +  𝑏 − 1 
2

   

 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي
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  مادة الرياضيات 
 مسلك العلوم الرياضية أ و ب

 9المعامل 
 أربع ساعات: مدة الإنجاز 

 

 

 استعمال الحاسبة الغير القابلة للبرمجة مسموح به

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ⊥: ث٤ٖ إٔ 

  .𝐼 رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ⊥ث٤ٖ إٔ اُوبٕٗٞ 

 . ٝعت رؾذ٣ذ𝐼ٙ  ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ك٢ ⊥:  ث٤ٖ إٔ 

   . ×,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜑ث٤ٖ إٔ 

   . ×,𝐸 اعز٘زظ ث٤٘خ  

𝐻   :ث٤ٖ إٔ أُغٔٞػخ    =   2𝑛 2𝑛+1 − 2
0 1

   ∕   𝑛𝜖℞   ٖٓ صٓشح عضئ٤خ     𝐸,× .   

 . ٓغزولإ  𝐼  ٝ  𝐼𝐼 اُغضءإ 

( ن 3,5 ) : انثاوًانتمشٌه   . ٓغزولإ  𝐼  ٝ  𝐼𝐼 اُغضءإ  

,𝒪 أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ ٝ ٓجبشش   𝑢  , 𝑣  .   

∶  𝐸 :       أُؼبدُخ ℂٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ    𝑧2 − 4  1 +
2

3
𝑖 𝑧 +

5

3
+ 4𝑖 = 0  

𝑧1رؾون إٔ اُؼذد    = 1 +
2

3
𝑖 ؽَ ُِٔؼبدُخ    𝐸 .  

𝑧2ث٤ٖ إٔ اُؾَ اُضب٢ٗ ُِٔؼبدُخ  ٛٞ    = 3𝑧1  

  .𝑎 ٝ 𝑏 ٝ 𝜔:  ٓخزِلخ ٓض٠٘ ٓض٠٘ أُؾبهٜب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ 𝐴 ٝ 𝐵 ٝ Ωٗؼزجش صلاس ٗوؾ 

 ٌٖ٤ُ𝑟 ٙاُذٝسإ اُز١ ٓشًض Ω ٚصا٣ٝز ٝ 
𝜋

3
.  

𝑃:     ٗؼغ  = 𝑟 𝐴     ٝ    𝐵 = 𝑟 𝑄      

  .𝑄 ُؾن اُ٘وطخ 𝑞 ٝ اُؼذد اُؼوذ١ 𝑃 ُؾن اُ٘وطخ ٤ُ𝑝ٌٖ اُؼذد اُؼوذ١ 

  M2 (×, ℝ        )      عضء ٓغزوش ٖٓ     𝐸ث٤ٖ إٔ 

∶ 𝜑 :  أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ 𝜑ٗؼزجش اُزطج٤ن    ℝ∗   →   𝐸 

𝑥  →   𝑀 𝑥  

𝑝 :ث٤ٖ إٔ  = 𝜔 + 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎 − 𝜔  ٝ 𝑞 = 𝜔 + 𝑒

−𝑖𝜋
3  𝑏 − 𝜔  

 :ث٤ٖ إٔ 
1 − 𝑒

𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

= 𝑒
4𝑖𝜋

3  

  ن0,50 1

 𝐈  

 𝐈  

 𝐈𝐈  

 𝐈𝐈  

1 

1 

1 

 أ

 أ

 أ

2 

2 

3 

 ب

 ب

 ب

 ج

    (        ℝ , +,×) M2   ُٕزٌٖ  .ؽِوخ ٝاؽذ٣خ:                            ٗزًش أ       :𝐸 =  𝑀 𝑥 =  𝑥 2 𝑥 − 1 
0 1

  ∕ 𝑥𝜖 ℝ∗   

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25
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( ن 3,0 ) : انثانثانتمشٌه   

 .  ٓزٞاص١ أػلاع 𝐴𝑃𝑄𝐵:  ث٤ٖ إٔ 

𝑎𝑟𝑔:   ث٤ٖ إٔ   
𝑏−𝑎

𝑝−𝑎
 ≡

𝜋

2
 2𝜋   اعز٘زظ إٔ اُشثبػ٢ ٝ   𝐴𝑃𝑄𝐵 َٓغزط٤  . 

 .  ػذد أ503٢ُٝ:  رؾون إٔ 

7502ث٤ٖ إٔ    ≡ 72008    صْ اعز٘زظ إٔ     503 1 ≡ 1 503 .      

∶  𝐸 :             أُؼبدُخ 2℞ٗؼزجش ك٢     49𝑥 − 6𝑦 = 1   

;1 ػِٔب إٔ اُضٝط    . ٓجشصا ٓشاؽَ اُؾَ 𝐸  أُؼبدُخ 2℞ ، ؽَ ك٢           ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ  8

𝑁:     ٗؼغ  = 1 + 7 + 72 + ⋯ + 72007  

72006 ث٤ٖ إٔ اُضٝط    , 𝑁  ؽَ ُِٔؼبدُخ    𝐸 .  

 2012 ٣وجَ اُوغٔخ ػ٠ِ 𝑁اعز٘زظ إٔ 

𝑁ث٤ٖ إٔ   ≡ 0 4   ٝ  𝑁 ≡ 0 503    

;0  ػ٠ِ أُغبٍ  𝑔أدسط رـ٤شاد اُذاُخ  +∞    

;0   ػ٠ِ أُغبٍ  𝑔(𝑥)اعز٘زظ اشبسح   +∞ .   

= 𝑓 𝑥:        ثٔب ٢ِ٣ ℝ اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝑓ُزٌٖ  𝑒𝑥 ln 1 + 𝑒−𝑥   

= 𝑓′ 𝑥:       ُذ٣٘ب 𝑥ث٤ٖ أٗٚ ٌَُ ػذد ؽو٤و٢  𝑒𝑥𝑔(𝑒−𝑥)  

  𝑓ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

;𝑥  ٖٓ  −1ث٤ٖ إٔ ٌَُ  0:      ُذ٣٘ب  0 < 𝑓′  𝑥 < 𝑔(𝑒)  

 : ث٤ٖ إٔ 
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
=  

𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 𝑒

4𝑖𝜋
3  

  :   ٗلزشع إٔ 
𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 = 𝑒

2𝑖𝜋
3  

lim ٝ :ث٤ٖ إٔ 
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 0 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1 1 

 ب

6 

 𝐈  

 𝐈𝐈  

1 

 أ 1

 أ

 أ

2 

2 

2 

2 

3 

3 

4 

5 

 ب

 ب

 ج

 ج

𝑔 𝑥 = ln 1 + 𝑥 −
𝑥

1 + 𝑥
 

( ن 7,5 ) : انشاتغانتمشٌه   

;0  اُذاُخ اُؼذد٣خ أُؼشكخ ػ٠ِ  𝑔ُزٌٖ   :  ثٔب ٢ِ٣  ∞+

          C    .     ه٤ٔخ ٓوشثخ لأكظٍٞ ٗوطخ الإٗؼطبف اُٞؽ٤ذح ُِٔ٘ؾ٠٘    0,7−ٗوجَ إٔ  

  ن0,50

  ن0,75

  ن0,75

  ن0,25

  ن0,75

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,25

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,50

  ن0,50

  ن1,00

  ن0,75

  ن0,75

 𝐸  

,𝒪   ك٢ ٗلظ أُؼِْ   𝑓− أُٔضَ ُِذاُخ           ٝ    𝑓 أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ        أٗشئ     𝑖 , 𝑗     C          C          ′ 

1−:    ٝ إٔ  . ℝ ك٢ 𝛼  روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا                      ث٤ٖ إٔ أُؼبدُخ   < 𝛼 < 0  𝑓 𝑥 + 𝑥 = 0 
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 :          أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ ٗؼزجش أُززب٤ُخ اُؼذد٣خ  
𝑢𝑛+1 = −𝑓 𝑢𝑛   ;   ∀𝑛𝜖ℕ
𝑢0 = 0                                 

   

∶  𝑛𝜖ℕ∀ :        ث٤ٖ إٔ   −1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 0  

∶  𝑛𝜖ℕ∀ :        ث٤ٖ إٔ      𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛 − 𝛼   

∶  𝑛𝜖ℕ∀ :        اعز٘زظ إٔ      𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛  

( ن 2,5 ) : انخامسانتمشٌه   

  . 𝐹 1أؽغت 

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝐹ث٤ٖ إٔ اُذاُخ     . 𝐹′ 𝑥  ٝ اؽغت   ∞+

,0  ٖٓ أُغبٍ  𝑥اعز٘زظ إٔ ٌَُ  = 𝐹 𝑥:    ُذ٣٘ب  ∞+ 0   

𝑥∀  :اعز٘زظ إٔ  > 0  ∶  ln 𝑥 =
2

𝜋
 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

𝑥∀  :ث٤ٖ إٔ  > 0  ∶  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 =

𝜋

2
− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  

,𝑥  ٖٓ  0ثبعزؼٔبٍ ٌٓبِٓخ ثبلأعضاء ث٤ٖ إٔ ٌَُ   :  ُذ٣٘ب  ∞+

𝐹 𝑥 =  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
  ln 𝑥 −  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

> 𝑔 𝑒:    ػِٔب إٔ  lim :    أؽغت 0,6
𝑛→+∞

𝑢𝑛  

;0  أُؼشكخ ػ٠ِ   𝐹ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ  = 𝐹 𝑥 :   ثٔب ٢ِ٣  ∞+   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

1 

 أ

 2 أ

3 

4 

5 

 ب

 ب

 ج

 د

7 

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,50

  ن0,25

  ن0,50
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 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖ1  ػ٘ظش٣; +∞   
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 ( ن 3,5 ):   التمرين الأول 

∎ 1  𝐈  

𝑥:  ارٕ  ≥ 1   ٝ   𝑦 ≥ 1   

 ٚ٘ٓ ٝ  : 𝑥 ≥ 1   ٝ   𝑦 ≥ 1   

𝑥  :   ٣ؼ٢٘  +  𝑦 − 1 
2

≥ 1   

𝑥:   ارٕ  ⊥ 𝑦 𝜖  1; +∞    

  .𝐼 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ⊥: ٝ ثبُزب٢ُ 

∎  𝐈  2 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖ1  ػ٘ظش٣; +∞   

  .𝐼 هبٕٗٞ رجبد٢ُ ك٢ ⊥ٝ ٓ٘ٚ 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٝ 𝑧 ٍصلاصخ ػ٘بطش ٖٓ أُغب 𝐼.  

:1  هبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ⊥ارٕ  +∞ .  

∎  𝐈  3 

 ٌٖ٤ُ𝑒 ٕٞٗك٢ ⊥ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوب 𝐼.  

𝑥 :      ك٢ ؽبُخ  +  𝑒 − 1 = − 𝑥       

𝑒:  ٗؾظَ ػ٠ِ  =  1 − 2 𝑥 
2

   

 ٌُٖ  : 1 − 2 𝑥 
2

∉ 𝐼  لأٗٚ ُذ٣٘ب   𝑥 𝜖 𝐼  

𝑥 :  ارٕ  ≥ 0 ٚ٘ٓ ٝ   : 1 − 2 𝑥 
2

< 1  

𝑥 :  أٓب ك٢ ؽبُخ  +  𝑒 − 1 =  𝑥   

𝑒:  ٗؾظَ ػ٠ِ  = 1 𝜖  1; +∞    

 ٝ ٗؼِْ إٔ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ إ ٝعذ ٣ٌٕٞ دائٔب ٝؽ٤ذا

  .𝐼 ك٢ أُغٔٞػخ ⊥ ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوبٕٗٞ 1: ارٕ 

  𝐸 ٓظلٞكز٤ٖ ٖٓ  𝑀 𝑎  ٝ 𝑀 𝑏ُزٌٖ 

    (        ℝ ,×) M2   ٕار𝐸ٖٓ عضء ٓغزوش  

  𝐈𝐈  ∎ أ 2

∎  𝐈𝐈  1 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ∗  

 :ُذ٣٘ب 

𝜑 𝑥 × 𝑦 = 𝑀 𝑥𝑦 = 𝑀 𝑥 × 𝑀 𝑦 = 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑦  

   ×,𝐸  ٗؾٞ  ×,∗ℝ  رشبًَ ٖٓ 𝜑ارٕ 

 ٌٖ٤ُ𝑀 𝑦  ٖٓ ػ٘ظشا  𝐸,×   

= 𝑥 ُ٘ؾَ أُؼبدُخ   𝑀 𝑦  ٍٜٞراد أُغ      𝑥  

𝜑 𝑥 = 𝜑 𝑦   ⟺   𝑀 𝑥 = 𝑀 𝑦  

  ⟺    𝑥 2 𝑥 − 1 
0 1

 =  
𝑦 2 𝑦 − 1 
0 1

  

  ⟺      𝑥 = 𝑦 

= 𝜑 𝑥أُؼبدُخ  : ٝ ثبُزب٢ُ  𝑀 𝑦  روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا ك٢  ℝ∗ ٞٛ ٝ 𝑦  

 :ٝ ثزؼج٤ش آخش 

 ٚ٘ٓ ٝ :𝜑  ٖٓ َروبث  ℝ∗,×   ٞٗؾ   𝐸,×    

   . ×,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜑      :خلاصح

 ∀𝑀 𝑦  𝜖 𝐸   ∃! 𝑥 𝜖 ℝ∗  ∶   𝜑 𝑥 = 𝑀 𝑦  

2 ∎  𝐈𝐈  ب 

 .ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح 

   ×,∗ℝ   اٗطلاهب ٖٓ ث٤٘خ   ×,𝐸 ٗغز٘زظ ارٕ ث٤٘خ  

  .𝜑ػٖ ؽش٣ن اُزشبًَ اُزوبث٢ِ 

⟺      𝑥 ⊥ 𝑦 =   𝑦 +  𝑥 − 1 
2
 

⟺      𝑥 ⊥ 𝑦 = 𝑦 ⊥ 𝑥 

𝑥 :ُذ٣٘ب  ⊥ 𝑦 =   𝑥 +  𝑦 − 1 
2
 

⟺          𝑥 ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 =   𝑥 +  𝑦 − 1 +  𝑧 − 1 
2
 

⟺          𝑥 ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 =   𝑥 +   𝑦 +  𝑧 − 1 − 1 
2
 

⟺          𝑥 ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 =   𝑥 +  𝑦 ⊥ 𝑧 − 1 
2
 

⟺          𝑥 ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 = 𝑥 ⊥  𝑦 ⊥ 𝑧  

𝑥  :ُذ٣٘ب  ⊥ 𝑦 ⊥ 𝑧 =   𝑥 ⊥ 𝑦 +  𝑧 − 1 
2
 

⟺          ∀𝑥𝜖𝐼   ;   𝑥 ⊥ 𝑒 = 𝑒 ⊥ 𝑥 = 𝑥 

⟺     ∀𝑥𝜖𝐼     ;      𝑥 +  𝑒 − 1 
2

= 𝑥 

⟺      ∀𝑥𝜖𝐼   ;      𝑥 +  𝑒 − 1 = ± 𝑥 

× 𝑀 𝑎 :ُذ٣٘ب  𝑀 𝑏 =  
𝑎 2 𝑎 − 1 
0 1

  
𝑏 2 𝑏 − 1 
0 1

  

=  𝑎𝑏 2 𝑎𝑏 − 1 
0 1

 = 𝑀 𝑎𝑏  𝜖 𝐸 

φ 



 

  

  ℋ ٓظلٞكخ ٖٓ أُغٔٞػخ 𝐻𝑛ُزٌٖ 
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  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ اُؼذد   ×,∗ℝ  :  نذٌىا

 ٣وجَ 𝑥 ٝ ًَ ػ٘ظش 1اُؾو٤و٢ 
1

𝑥
 . ًٔٔبصَ

  𝜑 1  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ أُظلٞكخ    ×,𝐸  :  إرن

𝑀 روجَ ٓٔبصِخ ٝ ٢ٛ أُظلٞكخ   𝑀 𝑥ٝ ًَ ٓظلٞكخ   
1

𝑥
 .  

 :ٝ ُذ٣٘ب 

ٝ 

𝜑 1 = 𝑀 1 =  
1 0
0 1

 = 𝐼 

𝜑  
1

𝑥
 = 𝑀  

1

𝑥
 =  

1

𝑥
2  

1

𝑥
− 1 

0 1

  

2 ∎  𝐈𝐈  ج 

  𝐸 عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ ℋارٕ 

   . ×,𝐸   صٓشح عضئ٤خ ٖٓ   ×,ℋ :  ارٕ 

ℋ:  ارٕ  ⊂ 𝐸    ُذ٣٘ب ٝ:    
1 0
0 1

  𝜖 ℋ    

ℋ.     2𝑛ٓظلٞكز٤ٖ ٖٓ  ٝ :ُزٌٖ  2𝑛+1 − 2
0 1

      2𝑚 2𝑚+1 − 2
0 1

   

 رؼ٣ٞغ ٓجبشش ٝ ؽغبة عَٜ 

𝑎𝑧2:   ٛٔب ؽلا أُؼبدُخ 𝑧2 ٝ       ٗؼِْ أٗٚ ارا ًبٕ  + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0   

𝑧1 :كبٕ  ٝ + 𝑧2 =
−𝑏

𝑎
 𝑧1𝑧2 =

𝑐

𝑎
 

𝑧1𝑧2 :ٗغزؼَٔ اُؼلاهخ  =
𝑐

𝑎
 

 ( ن 3,5 ):   التمرين الثاني 

  𝐈  أ 1 ∎

  𝐈  ب 1 ∎

 𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

𝑃:   ُذ٣٘ب  = 𝑟 𝐴   

𝑧𝑃 :     ارٕ ؽغت اٌُزبثخ اُؼوذ٣خ ُِذٝسإ  − 𝑧Ω = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑧𝐴 − 𝑧Ω   

 𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

 :ك٢ اُجذا٣خ ُذ٣٘ب 

cos  
−4𝜋

3
 = cos  

4𝜋

3
 = cos  𝜋 +

𝜋

3
 = − cos  

𝜋

3
  

sin  
−4𝜋

3
 = −sin  

4𝜋

3
 = −sin 𝜋 +

𝜋

3
 = sin  

𝜋

3
  

⟺      𝐻𝑛 =  2𝑛 2𝑛+1 − 2
0 1

  

⟺      𝐻𝑛 =  2𝑛 2 2𝑛 − 1 
0 1

  

⟺      𝐻𝑛 =  𝑥 2 𝑥 − 1 
0 1

    ;    𝑥 = 2𝑛  

2𝑛    :ُذ٣٘ب  2𝑛+1 − 2
0 1

 ×  2𝑚 2𝑚+1 − 2
0 1

 
−1

  

=   2𝑛 2𝑛+1 − 2
0 1

 ×  2−𝑚 2 2−𝑚 − 1 
0 1

   

=   2𝑛−𝑚 2𝑛−𝑚+1 − 2
0 1

  𝜖 ℋ 

𝐵:   ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ  = 𝑟 𝑄   

⟺       𝑧𝐵 − 𝑧Ω = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑧𝑄 − 𝑧𝛺  

⟺       𝑏 − 𝜔 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑞 − 𝜔  

⟺      𝑞𝑒
𝑖𝜋
3 =  𝑏 − 𝜔 + 𝜔𝑒

𝑖𝜋
3  

⟺      𝑞 = 𝑒
−𝑖𝜋

3  𝑏 − 𝜔 + 𝜔  2  

⟺       𝑝 − 𝜔 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎 − 𝜔  

⟺      𝑝 = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎 − 𝜔 + 𝜔 

 1  

⟺      𝑧2 =
 

5
3

+ 4𝑖  1 −
2
3

𝑖 

 1 +
2
3 𝑖  1 −

2
3 𝑖 

 

⟺      𝑧2 =
9

13
 

13

3
+

26

9
𝑖  

⟺      𝑧2 = 3 + 2𝑖 

⟺      𝑧2 = 3  1 +
2

3
𝑖  

⟺      𝑧2 = 3𝑧1 

𝑧1𝑧2 :ارٕ  =  
5

3
+ 4𝑖  

𝑧1 
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 :ٗ٘طِن ارٕ ٖٓ اٌُزبثخ 
1 − 𝑒

𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

=
𝑒

4𝑖𝜋
3  𝑒

−4𝑖𝜋
3 − 𝑒−𝑖𝜋 

 1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3  

 

 

 

 

⟺       
1 − 𝑒

𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

=
𝑒

4𝑖𝜋
3  cos  

−4𝜋
3  + 𝑖 sin  

−4𝜋
3  + 1 

 1 − cos  
−𝜋
3

 − 𝑖 sin  
−𝜋
3

  
 

⟺       
1 − 𝑒

𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

= 𝑒
4𝑖𝜋

3   

 𝐈𝐈  ∎ 1 ج 

 𝑝 − 𝑎 = 𝜔 + 𝑎𝑒
𝑖𝜋
3 − 𝜔𝑒

𝑖𝜋
3 − 𝑎 

⟺        𝑝 − 𝑎 = 𝜔  1 − 𝑒
𝑖𝜋
3  + 𝑎  𝑒

𝑖𝜋
3 − 1  

⟺        𝑝 − 𝑎 =  1 − 𝑒
𝑖𝜋
3   𝜔 − 𝑎  

𝑞  :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  − 𝑏 = 𝜔 + 𝑏𝑒
−𝑖𝜋

3 − 𝜔𝑒
−𝑖𝜋

3 − 𝑏 

⟺        𝑞 − 𝑏 = 𝜔  1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3  + 𝑏  𝑒
−𝑖𝜋

3 − 1  

⟺        𝑞 − 𝑏 =  1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3   𝜔 − 𝑏  

 ٚ٘ٓ ٝ:    
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
=  

1 − 𝑒
𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

  
𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 =  

𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 𝑒

4𝑖𝜋
3  

    :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
=  

𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 𝑒

4𝑖𝜋
3   3  

 𝐈𝐈  2 ∎ أ 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  3 ثبلإعزؼبٗخ ثبُؼلاهخ 

𝑝 :    ارٕ  − 𝑎 =  𝑞 − 𝑏   

=      𝐴𝑃:   ٣ؼ٢٘  𝐵𝑄        

 . ٓزٞاص١ أػلاع𝐴𝑃𝐵𝑄:  ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُزؼش٣ق أُزغ٢ٜ ُٔزٞاص١ الأػلاع 

     :ٗلزشع إٔ 
𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 = 𝑒

2𝑖𝜋
3  

   
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
=  

𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 𝑒

4𝑖𝜋
3  

  ⟺       
𝑝 − 𝑎

𝑞 − 𝑏
= 𝑒

2𝑖𝜋
3 × 𝑒

4𝑖𝜋
3 = 𝑒2𝑖𝜋 = 1 

 𝐈𝐈  ∎ 2 ب 

  : 1 ُذ٣٘ب ؽغت اُ٘ز٤غخ 

 𝑝 − 𝑎 = 𝜔 + 𝑎𝑒
𝑖𝜋
3 − 𝜔𝑒

𝑖𝜋
3 − 𝑎 

     2 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اكزشاع اُغئاٍ     
𝜔 − 𝑎

𝜔 − 𝑏
 = 𝑒

2𝑖𝜋
3  

𝜔     :ارٕ  − 𝑏 = 𝑒
−2𝑖𝜋

3  𝜔 − 𝑎  

 :ٝ ُذ٣٘ب ٖٓ عٜخ أخشٟ 

    𝑏 − 𝑎 =  𝜔 − 𝑎 −  𝜔 − 𝑏  

⟺        𝑝 − 𝑎 =  1 − 𝑒
𝑖𝜋
3   𝜔 − 𝑎   4  

 5  

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  5 ارٕ ثبعزؼٔبٍ اُؼلاهخ 

    𝑏 − 𝑎 =  𝜔 − 𝑎 −  𝜔 − 𝑏  

   ⟺      𝑏 − 𝑎 =  𝜔 − 𝑎 − 𝑒
−2𝑖𝜋

3  𝜔 − 𝑎  

   ⟺      𝑏 − 𝑎 =  𝜔 − 𝑎  1 − 𝑒
−2𝑖𝜋

3    6  

 : ٗغز٘زظ إٔ  6  ٝ  4 ٖٓ 

   
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
=

 𝜔 − 𝑎  1 − 𝑒
−2𝑖𝜋

3  

 1 − 𝑒
𝑖𝜋
3   𝜔 − 𝑎 

=
1 − 𝑒

−2𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
𝑖𝜋
3

 

  ⟺      
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
=

1 − 𝑐𝑜𝑠  
2𝜋
3  + 𝑖 𝑠𝑖𝑛  

2𝜋
3  

1 − 𝑐𝑜𝑠  
𝜋
3 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛  

𝜋
3 

 

  ⟺      
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
=

1 +
1
2 +

𝑖 3
2

1 −
1
2 −

𝑖 3
2

=
3 + 𝑖 3

1 − 𝑖 3
 

 أ 1  ٖٓ اُغئاٍ 2  ٝ  1 ُذ٣٘ب ؽغت اُؼلاهز٤ٖ 

⟺       
1 − 𝑒

𝑖𝜋
3

1 − 𝑒
−𝑖𝜋

3

=
𝑒

4𝑖𝜋
3  − cos  

𝜋
3
 + 𝑖 sin  

𝜋
3
 + 1 

 1 − cos  
𝜋
3
 + 𝑖 sin  

𝜋
3
  

 

 1  

 2  



 

  
1 ٗؼشة ؽشك٢ آخش ٗز٤غخ ك٢ اُؼذد اُؼوذ١   + i 3  ٗؾظَ ػ٠ِ  : 
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  ⟺      
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
=

1

4
 3 + 𝑖 3  1 + 𝑖 3 = 𝑖 3 

      :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
 = 𝑖 3 

 . ٓزٞاص١ أػلاع ٝ اؽذٟ صٝا٣بٙ هبئٔخ𝐴𝑃𝑄𝐵: ٝ ثٔب إٔ 

 .  ٓغزط𝐴𝑃𝑄َ٤     كبٕ

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

 ∎ أ 1

 ٝ 7 ٝ 5 ٝ 3 ٝ 2:  ٢ٛ 503ُذ٣٘ب الأػذاد الأ٤ُٝخ اُز٢ ٓشثؼبرٜب أطـش ٖٓ 

  .503 ٝ لا أؽذ ٖٓ ٛزٙ الأػذاد ٣وغْ اُؼذد 19 ٝ 17 ٝ 13 ٝ 11

 . ػذد أ503٢ُٝارٕ 

 ∎ 1 ب

 . ػذد أ٢ُٝ ًزُي7 ػذد أ٢ُٝ ٝ 503ثٔب إٔ 

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡      : 7503−1 كبٗٚ ؽغت  ≡ 1 503   

7502:   ٣ؼ٢٘  ≡ 1 503    

 ٚ٘ٓ ٝ : 7502 4 ≡ 14 503      

72008:     أ١  ≡ 1 503    

  . 𝐸  ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ  1,8 : ُذ٣٘ب 

∎ 2 

 ٌٖ٤ُ ٝ 𝑥, 𝑦  اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  

 :ٗ٘غض ػ٤ِٔخ اُلشم ث٤ٖ أُؼبدُز٤ٖ ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ 

49ثٔب إٔ   ∧ 6 = 49:ٗؾظَ ػ٠ِ  : 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  كبٗٚ ؽغت 1 ∕  𝑦 − 8   

 ٚ٘ٓ ٝ   : ∃𝑘𝜖℞   ;   𝑦 = 49𝑘 + 8   

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗  ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ 𝑦ٗؼٞع 

6𝑘 49:   ُذ٣٘ب  : ػكسٍا  + 1 − 6 49𝑘 + 8 = 1  

 :ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ  رٌزت ػ٠ِ شٌَ : ٝ ثبُزب٢ُ 

49 𝑥 − 1 = 6 49𝑘  

⟹      49 ∕ 6 𝑦 − 8  

⟺     𝑥 = 6𝑘 + 1 

𝒮 =     6𝑘 + 1 ; 49𝑘 + 8    ∕     𝑘𝜖℞  

 3 ∎ أ

 ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب اُؼذد اُؾو٤و٢        ٗؼِْ أٗٚ ارا ًبٗذ 

 : كبٕ 𝑞اُـ٤ش أُ٘ؼذّ 

 : ارٕ 7 ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب 7𝑛ُذ٣٘ب 

72006 ارٕ اُضٝط  , 𝑁  ؽَ ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  

1 + 𝑞 + 𝑞2 +∙∙∙∙∙ +𝑞𝑛 =
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
 

1 + 7 + 72 +∙∙∙∙∙ +72007 =
72007+1 − 1

7 − 1
 

 3 ∎ ب

49 𝑥 − 1 = 6 𝑦 − 8   ∗  

  :ارٕ 
49 × 1 − 6 × 8 = 1
49𝑥 − 6𝑦 = 1         

  

  ⟹      𝑎𝑟𝑔  
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
 ≡ 𝑎𝑟𝑔 𝑖 3  2𝜋  

  ⟹      𝑎𝑟𝑔  
𝑏 − 𝑎

𝑝 − 𝑎
 ≡

𝜋

2
 2𝜋  

  ⟹       𝐴𝑃      , 𝐴𝐵       
            

≡
𝜋

2
 2𝜋  

  ⟹  𝑃𝐴 𝐵 زاوٌة قائمة     

⟺     𝑁 =
72008 − 1

6
 

⟺     72008 − 6𝑁 = 1 

⟺     72 ∙ 72006 − 6𝑁 = 1 

⟺     49 ∙ 72006 − 6𝑁 = 1 

 
72 ≡ 1 4    

73 ≡ −1 4 
  

 
74 ≡ 1 4    

75 ≡ −1 4 
  

 
72006 ≡ 1 4    

72007 ≡ −1 4 
  

 
1 ≡ 1 4    
7 ≡ −1 4 

 :ُذ٣٘ب   

⋮ ⋮ 

𝑞𝑛  

𝐵 



 

  

 ٌٖ٤ُ𝑥   ٖٓ 1,0−  ػ٘ظشا .  
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 :ٗغٔغ ٛزٙ أُزٞاكوبد ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ 

1 + 7 + 72 + 73 +∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ +72006 + 72007 ≡ 0 4  

4:  ٝ ٗؼِْ إٔ  ∕ 𝑁  ٝ  503 ∕ 𝑁    

72008 ُذ٣٘ب ؽغت  ب 1 ≡ 1 503  503 ∕  72008 −  :ارٕ   1

4:  ارٕ  × 503 ∕ 𝑁 2012:      ٣ؼ٢٘ ∕ 𝑁   

 ( ن 7,5 ):   التمرين الرابع 

∎ 1  𝐈  

,0  ٝ اشبسرٜب ٓٞعجخ ػ٠ِ أُغبٍ  0 ر٘ؼذّ ك٢ ′𝑔: ارٕ  +∞ .   

 ٚ٘ٓ ٝ𝑔 ٍ0  داُخ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ أُغب, +∞ .  

= 𝑔′ 𝑥 :ُذ٣٘ب 
1

1 + 𝑥
−  

 1 + 𝑥 − 𝑥

 1 + 𝑥 2   

⟺    𝑔′ 𝑥 =
𝑥

 1 + 𝑥 2
 

∎  𝐈  2 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ 0  ػ٘ظشا, +∞ .   

𝑥ارٕ   ≥ 0 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑔(𝑥) ≥ 𝑔(0) = 0   

,𝑥𝜖 0∀:  ٝ ثبُزب٢ُ  +∞   ;   𝑔 𝑥 ≥ 0      

 𝐈𝐈  ∎ 1 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 

𝑒−𝑥
 

𝑡 :ٗؾظَ ػ٠ِ  :ٗؼغ  = 𝑒−𝑥  

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑙𝑛 1 + 𝑡 − 𝑙𝑛 1 + 0 

𝑡 − 0
=

1

1 + 0
= 1 

∎  𝐈𝐈  2 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ػذدا ؽو٤و٤ب . 

𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒𝑥 𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 + 𝑒𝑥  
−𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥  

⟺    𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒𝑥  𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 −  
−𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥   

⟺    𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒𝑥𝑔 𝑒−𝑥  

𝑓:   ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 = 𝑒𝑥𝑔 𝑒−𝑥   

∎  𝐈𝐈  3 

 . لا ر٘ؼذّ أثذا ٝ اشبسرٜب ٓٞعجخ دائٔب ′𝑓ارٕ 

 : ًٔب ٢ِ٣ 𝑓ٝ ٗغز٘زظ عذٍٝ رـ٤شاد 

𝓞 

𝟏 

−𝟏 

𝟏 −𝟏 −𝟎, 𝟕 

𝟎, 𝟓 

𝒍𝒏𝟐 

−𝒍𝒏𝟐 
−𝟎, 𝟓 

C         ′ 

C         

∎  𝐈𝐈  5 

1− :  ارٕ  < 𝑥 < 0   ٚ٘ٓ ٝ 𝑒−𝑥 < 𝑒  ٝ  𝑒𝑥 < 1  

> 𝑔 𝑒−𝑥:  ٣ؼ٢٘  𝑔 𝑒   ٝ  𝑒𝑥 < 1   

0:   ارٕ  < 𝑒𝑥𝑔 𝑒−𝑥 < 𝑔 𝑒  0:     أ١ < 𝑓 ′ 𝑥 < 𝑔 𝑒     

⟺      𝑁 ≡ 0 4  

72008 :  ٝ ٗؼِْ إٔ  − 1 = 6N ٕ503:    ار ∕ 6𝑁   

3 ػذد أ٢ُٝ ٝ 503ٝ ثٔب إٔ  × ∧6:  كبٕ 6 ٛٞ اُزل٤ٌي الأ٢ُٝ ُِؼذد 2 503 = 1   

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠   : 503 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت  ∕ 𝑁  

𝑁:  ٝ ثبُزب٢ُ  ≡ 0 503    

 3 ∎ ج

503:  ُذ٣٘ب  ∧ 4 =  .  ػذد أ503٢ُٝ:     لإٔ 1

 4 ٛٞ اُزل٤ٌي الأ٢ُٝ ُِؼذد 22ٝ لإٔ 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛  1 +
1

𝑒𝑥
  

= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛  
𝑒𝑥 + 1

𝑒𝑥   

= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥  𝑙𝑛 𝑒𝑥 + 1 − 𝑙𝑛 𝑒𝑥   

= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 𝑙𝑛  𝑒𝑥 + 1 − 𝑥𝑒𝑥 = 0 

0+ 0+ 0− 

−∞ −∞ −∞ 

𝑥 −∞ +∞ 

1 

0 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 

∎  𝐈𝐈  4 
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∎  𝐈𝐈  6 

= 𝑕 𝑥:    ٗؼغ  𝑓 𝑥 + 𝑥  

= 𝑕′ 𝑥:   ُذ٣٘ب  𝑓 ′ 𝑥 + 1   

𝑓:  ثٔب إٔ  5 ′ 𝑥 >    ؽغت اُغئا0ٍ

< 𝑕′ 𝑥:   كبٕ  1 > 0 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑕 داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  ℝ  

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑕  ٍروبثَ ٖٓ أ١ ٓغب  𝑥, 𝑦  ٖٓ  ℝ ٗؾٞ طٞسرٚ ثبُذاُخ 𝑕.  

  . 1,0− ٗخزبس أُغبٍ   

     𝑓  −1,0  ٗؾٞ   1,0−  روبثَ ٖٓ   𝑕ارٕ 

=  𝑕  −1,0:     ٝ ُذ٣٘ب   𝑕 −1 , 𝑕 0  ≈  
−1

2
, 𝑙𝑛2    

   . 1,0−  ك٢ أُغبٍ  𝑕كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا ثبُزوبثَ 

!∃:   ٝ ثزؼج٤ش آخش   𝛼 𝜖  −1,0   ;   𝑕 𝛼 = 0  

≠ 𝑕 −1:   ٝ ثٔب إٔ  𝑕 0 ≠ 0  

!∃:    كبٕ   𝛼 𝜖  −1,0   ;   𝑕 𝛼 = 0  

0:    ثٔب إٔ  ≤ 𝑓 ′(𝑥) ≤ 𝑔(𝑒)   

  𝜖 0 :ٝ ثٔب إٔ 
−1

2
, 𝑙𝑛2  

!∃:    أ١   𝛼 𝜖  −1,0   ;   𝑓 𝛼 + 𝛼 = 0  

∎  𝐈𝐈  7 أ 

𝑛ٖٓ أعَ  = 1−:    ُذ٣٘ب 0 ≤ 𝑢0 = 0 ≤ 0  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ٗلزشع إٔ   −1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 0  

;   𝑓     :  ∀𝑥𝜖ℝؽغت اُزٔض٤َ أُج٤ب٢ٗ ُِذاُخ    𝑓(𝑥) ≥ 0  

𝑢𝑛:  ٝ ُذ٣٘ب ؽغت الإكزشاع  ≤ 0   

≥ 𝑓 𝑢𝑛:  ارٕ  𝑙𝑛2  ٕلأ  𝑓 رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ  ℝ.  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓجذأ اُزشعغ   −1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 0   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ارٕ   𝑓 𝑢𝑛 ≥ 0 

 1  

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑓 𝑢𝑛 ≤ 𝑙𝑛2:     لإٔ 1 ≈ 0,6   

 2  

 𝐈𝐈  7 ∎ ب 

 . ℝًِٚ داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب 

  ℝٗغزط٤غ ارٕ رطج٤ن ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ ػ٠ِ أ١ ٓغبٍ ٖٓ 

,𝛼  ٝ اُز١ ع٘شٓض ُٚ ثبُشٓض 𝛼 ٝ       ٗخزبس أُغبٍ اُز١ ؽشكبٙ  𝑢𝑛                 

  .𝛼 أّ 𝑢𝑛لأٗ٘ب لا ٗذس١ ٖٓ الأًجش َٛ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    كبٕ    0 ≤ 𝑓 ′(𝑥) 𝑢𝑛 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛 − 𝛼    

 ٚ٘ٓ ٝ    : ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛 − 𝛼   

∎  𝐈𝐈  7 ج 

𝑛 ٖٓ أعَ   −  :  ٗؾظَ ػ٠ِ  1

 ب :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ      

     ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛 − 𝛼   

⟺     ∀𝑛𝜖ℕ   ;  −1 ≤ −𝑓 𝑢𝑛 ≤ 0 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :      ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ   0 ≤ 𝑓 𝑢𝑛 ≤ 1   

⟺     ∀𝑛𝜖ℕ   ;  −1 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 0 

⟹    ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;    
𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝑓 ′(𝑐) 

⟹    ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;     𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼  = 𝑓 ′(𝑐) 𝑢𝑛 − 𝛼  

⟹    ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;     −𝑢𝑛+1 + 𝛼 = 𝑓 ′(𝑐) 𝑢𝑛 − 𝛼  

⟹    ∃ 𝑐 𝜖  𝛼, 𝑢𝑛                  ;     𝑢𝑛+1 − 𝛼 = 𝑓 ′(𝑐) 𝑢𝑛 − 𝛼  

 𝑢𝑛 − 𝛼 ≤ 𝑔(𝑒) 𝑢𝑛−1 − 𝛼  

≤  𝑔(𝑒) 2 𝑢𝑛−2 − 𝛼  

≤  𝑔(𝑒) 3 𝑢𝑛−3 − 𝛼  

≤  𝑔(𝑒) 𝑛  𝑢𝑛−𝑛 − 𝛼  

⋮ ⋮ 

𝑢𝑛  

 𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛  0 − 𝛼   ٕار: 

0 :  كبٕ  − 𝛼 =  𝛼 < 1    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    ٝ ثبُزب٢ُ     𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛   

 6    ٝ رُي ؽغت اُغئاٍ 𝛼 𝜖  −1,0:   ٝ ثٔب إٔ 



 

  

,𝑥 𝜖  0 ∀ :    ثٔب إٔ  +∞     ;   𝐹′ 𝑥 = 0  
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 𝐈𝐈  7  ∎ د

 ٝ ٛٞ ػذد 𝑔(𝑒)ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب                 ٝ ٗلاؽع إٔ

 1ٓٞعت أطـش ٖٓ 

> 𝑔 𝑒:    لإٔ  0,6 < 1  

 :ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٓظبد٣ن روبسة أُززب٤ُبد ٗغز٘زظ إٔ 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  𝑔(𝑒) 𝑛  

 ج 7 ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ

lim :ارٕ 
𝑛→+∞

 𝑔(𝑒) 𝑛 = 0 

lim
𝑛→+∞

 𝑢𝑛 − 𝛼 = 0 

lim : أ١ 
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝛼 

 ∎ أ 2

,0  ػ٠ِ  𝜓ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ   :    ثؾ٤ش  ∞+

= 𝐹 𝑥:   ثٔب إٔ  𝜓 𝑥 − 𝜓  
1

𝑥
    

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝐹كبٕ    لأٜٗب ٓغٔٞع داُخ ٝ ٓشًت  ∞+

,0 داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ   +∞    

,0 ٓزظِخ ػ٠ِ   :ُذ٣٘ب اُذاُخ  +∞    𝑡 →
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

ٝ 𝜓 𝑥 − 𝜓 0 =   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

𝑥

0

𝑑𝑡 𝜓′ 𝑥 =
ln 𝑥

1 + 𝑥2
 

 ( ن 2,5 ):   التمرين الخامس 

1 ∎ 

𝐹 1 =   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

1

1

𝑑𝑡 = 0 

 ب ∎ 2

,𝑥 𝜖  0 ∀ :   كبٕ  +∞    ;   𝐹 𝑥 = 𝑐 𝜖 ℝ  

= 𝐹 1   :ٝ ثٔب إٔ  𝑐 كبٕ      0 = 0   

,𝑥 𝜖  0 ∀ :ٝ ثبُزب٢ُ  +∞     ;   𝐹 𝑥 = 0     

3 ∎ 

𝐹 𝑥 =   
ln 𝑡

1 + 𝑡2
 

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 = 0 

⟺     𝐹 𝑥 =   
1

1 + 𝑡2
 

     
 ln 𝑡    

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

𝑣′ 
𝑢 

⟺      𝐹 𝑥 =   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡   ln 𝑡  1
𝑥

𝑥
−  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

⟺      𝐹 𝑥 = ln 𝑥 ∙ 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 − 𝑙𝑛  
1

𝑥
 ∙ 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

𝑥
 

−  
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

⟺      𝐹 𝑥 =  𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
  ln 𝑥

−  
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 

 ∗  

4 ∎ 

 : ثٔب ٢ِ٣ ∗ℝ أُؼشكخ ػ٠ِ 𝜑ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ 

,∞−  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ًَ ٖٓ أُغب٤ُٖ  𝜑ُذ٣٘ب  0   ٝ   0, +∞    

لأٜٗب رؼْ دٝاٍ اػز٤بد٣خ ًِٜب ٓؼشكخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  

 −∞, 0  ٝ   0, +∞    

𝜑 𝑥 = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  

= 𝐹′ 𝑥 : ٝ ُذ٣٘ب  𝜓′ 𝑥 +  
1

𝑥
 
′

𝜓′  
1

𝑥
  

=  
ln 𝑥

1 + 𝑥2
 −  

−1

𝑥2
  

ln  
1
𝑥 

1 +  
1
𝑥 

2  

=  
ln 𝑥

1 + 𝑥2
 −  

ln 𝑥

1 + 𝑥2
 = 0 

= 𝜑′ 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب   
1

𝑥
 
′

 
1

1 +  
1
𝑥 

2 +  
1

1 + 𝑥2
  

=  
−1

𝑥2
  

𝑥2

1 + 𝑥2 +  
1

1 + 𝑥2
  

=
−1

𝑥2 + 1
+

1

1 + 𝑥2
= 0 

 𝑔 𝑒  
𝑛
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,0  داُخ صبثزخ ػ٠ِ ًَ ٖٓ أُغب٤ُٖ  𝜑ارٕ  +∞   ٝ   −∞, 0    

 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑐2 ٝ      ٝ رُي ٖٓ أعَ ا٣غبد 1− ٝ 1 ثبُو٤ٔز٤ٖ 𝑥ٗؼٞع 

  :أٝ ثزؼج٤ش آخش 
∀𝑥𝜖 −∞, 0   ;   𝜑 𝑥 = 𝑐1𝜖ℝ

∀𝑥𝜖 0, +∞   ;   𝜑 𝑥 = 𝑐2𝜖ℝ
  

 
𝑐1 = 𝜑 −1 = 2𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 −1 = 2  

−𝜋

4
 =

−𝜋

2

𝑐2 = 𝜑 1 = 2𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 1 = 2  
𝜋

4
 =

𝜋

2
             

  

 :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝜑 𝑥 =   

𝜋

2
   ;    ∀𝑥 > 0 

 
−𝜋

2
    ;    ∀𝑥 < 0

  

⟺        ∀𝑥 > 0     ;    𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 =

𝜋

2
  

 ∗∗  ⟺        ∀𝑥 > 0     ;    𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 =

𝜋

2
− 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥   

4 ∎ 

 . ك٢ الإعبثخ ػ٠ِ ٛزا اُغئاٍ ∗∗  ٝ  ∗ ٗغزـَ ارٕ اُ٘ز٤غز٤ٖ 

𝑥∀ :      ُذ٣٘ب  > 0    ;    𝐹 𝑥 = 0   

 :ارٕ 

   𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
  ln 𝑥 −  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 = 0 

 ⟺      
𝜋

2
 ln 𝑥 −  

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

1

1
𝑥

𝑑𝑡 = 0 

 ⟺      
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 =
𝜋

2
ln 𝑥 

 ⟺     
2

𝜋
 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑡 

𝑡

𝑥

1
𝑥

𝑑𝑡 = ln 𝑥 

𝑥∀  :ٓب ٣ٜٔ٘ب ٖٓ ٛزٙ اُ٘ز٤غخ ٛٞ   > 0     ;    𝜑 𝑥 =
𝜋

2
  

𝑐1 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين



 

 

  

 

 الإمتحــــــان الوطني الموحد 
 لنيل شهادة البكالوريـــــــــــــا

 2013الدورة العــــــــــــادية  
 

 المملكة المغربية

 وزارة   التربية  الوطنية  و  التعليم العالي
 و تكوين الأطر  و البحث  العلمي

 المركس  الوطني  للتقويم  و الإمتحانات

  مــــادة الريــــــــــــــاضيات
 العلوم الرياضـــــــــــية أ و ب

 أربع ساعـــــــات: مدة الإنجاز 
 9: المعــــــــــــــــــــــــــــــامل 
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, ℞ ٗزًش إٔ   . ؽِوخ ٝاؽذ٣خ رجبد٤ُخ ٝ ًبِٓخ  ×, +

( ن 3,5 ): انتمشٌه الأول   

 

,𝑥 ∀:   أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ ∗ ثوبٕٗٞ اُزش٤ًت اُذاخ٢ِ ℞ٗضٝد  𝑦 𝜖℞2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 2 

 . رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ∗ث٤ٖ إٔ اُوبٕٗٞ 

 . روجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ٣زْ رؾذ٣ذٙ  ∗, ℞ : ث٤ٖ إٔ 

 . صٓشح رجبد٤ُخ  ∗, ℞ : ث٤ٖ إٔ 

,𝑥 ∀:  أُؼشف ثـ ⊺ ثوبٕٗٞ اُزش٤ًت اُذاخ٢ِ ℞ٗضٝد  𝑦 𝜖℞2 ;  𝑥 ⊺ 𝑦 = 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6 

;   ℞𝑥𝜖∀ :     أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ ℞ ٗؾٞ ℞ ٖٓ 𝑓ٝ ٗؼزجش اُزطج٤ن    𝑓 𝑥 = 𝑥 + 2 

  . ⊺, ℞  ٗؾٞ  ×, ℞  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ 𝑓ث٤ٖ إٔ اُزطج٤ن 

,𝑥  ∀:    ث٤ٖ إٔ  𝑦, 𝑧  𝜖 ℞3  ;    𝑥 ∗ 𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ⊺ 𝑧 ∗  𝑦 ⊺ 𝑧  

 . ؽِوخ رجبد٤ُخ ٝ ٝاؽذ٣خ  ⊺, ∗, ℞ : اعز٘زظ ٖٓ ًَ ٓب عجن إٔ 

𝑥   :ث٤ٖ إٔ  ⊺ 𝑦 = 𝑥   ارا ٝكوؾ ارا ًبٕ    2 = 𝑦  أٝ  2 = 2.   

 . ًبِٓخ  ⊺, ∗, ℞ اعز٘زظ إٔ اُؾِوخ 

 (ػَِ اُغٞاة  ) عغْ ؟  ⊺, ∗, ℞ َٛ 

( ن 3,5 ) : انثاوًانتمشٌه   

 ٌٖ٤ُ𝑎 ّػذدا ػوذ٣ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذ . 

  :  𝑧 أُؼبدُخ راد أُغٍٜٞ ℂٗؼزجش ك٢ أُغٔٞػخ 

1− :   ٛٞ   رؾون إٔ ٤ٔٓض أُؼبدُخ  + 𝑖 3 
2
𝑎2.   

  . 𝐸  أُؼبدُخ ℂؽَ ك٢ 

,𝑂 أُغزٟٞ اُؼوذ١ ٓ٘غٞة ا٠ُ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ  𝑢  , 𝑣    

𝑎  ٝ  𝑏:   اُز٢ أُؾبهٜب ػ٠ِ اُزٞا٢ُ 𝐴 ٝ 𝐵 ٝ 𝑀ٗؼزجش اُ٘وؾ  = 𝑎𝑒
𝑖𝜋

3  ٝ  𝑧.   

 ٌٖ٤ُ𝑟 ٙاُذٝسإ اُز١ ٓشًض 𝑀 ٚصا٣ٝز ٝ 
𝜋

3
𝐴1:  ٗؼغ  .  = 𝑟−1 𝐴   ٝ  𝐵1 = 𝑟 𝐵    

 ( 𝑟 ٛٞ اُذٝسإ اُؼٌغ٢ ُِذٝسإ 1−ؽ٤ش  )

 ٌٖ٤ُ𝑎1 ٝ 𝑏1 ُؾو٢ 𝐴1 ٝ 𝐵1 ػ٠ِ اُزٞا٢ُ . 

 . ٓزغب١ٝ الأػلاع 𝑂𝐴𝐵رؾون إٔ أُضِش 

𝑎1:  ث٤ٖ إٔ  =  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧  ٝ  𝑏1 =  

−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧   

 .  ٓزٞاص١ أػلاع 𝑂𝐴1𝑀𝐵1ث٤ٖ إٔ اُشثبػ٢  

 𝐸 ∶ 2𝑧2 −  3 + 𝑖 3 𝑎𝑧 +  1 + 𝑖 3 𝑎2 = 0 
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0,75ٕ  

( ن 3) : انثانثانتمشٌه   

3 

 . ٓزذاٝسح 𝑀 ٝ 𝑂 ٝ 𝐴 ٝ 𝐵 ٓغزو٤ٔ٤خ ارا ٝ كوؾ ارا ًبٗذ اُ٘وؾ 𝑀 ٝ 𝐴1 ٝ 𝐵1ث٤ٖ إٔ اُ٘وؾ 

( ن 10 ) : انشاتغانتمشٌه   

𝑥∀ :    ث٤ٖ إٔ  > 1   ;    𝑥 −  𝑥 𝑕 𝑥 ≤ 𝑔 𝑥 − ln 2 ≤  𝑥 −  𝑥 𝑕  𝑥  

𝑥∀  :    رؾون إٔ  > 1   ;    
1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 = ln 2 

𝑥∀  :    رؾون إٔ  > 1   ;   𝑔 𝑥 − ln 2 =  
 𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

𝑥∀  :    ث٤ٖ إٔ  > 1   ;   𝑔 𝑥 − ln 2 =   
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 

0,50ٕ  

 

  
𝑔 𝑥 =  

1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡  ;    ∀𝑥 > 1 

𝑔 1 = ln 2                                           

  

  
𝑕 𝑥 =

𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
  ;    ∀𝑥 > 1 

𝑕 1 = 1                                 

;1  أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑕ٗؼزجش اُذاُخ     : ثٔب ٢ِ٣  ∞+

  .1 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝑕ث٤ٖ إٔ اُذاُخ 

𝑥∀ : ث٤ٖ إٔ  > 1  ; ln 𝑥 < 𝑥 − ;1  ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ 𝑕 صْ اعز٘زظ إٔ 1 +∞ .  

𝑥∀ :  اعز٘زظ إٔ  ≥ 1   ;   0 < 𝑕(𝑥) ≤ 1.   

𝑕.  lim  صْ ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ                 أؽغت   
𝑥→+∞

𝑕 𝑥  
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 𝑔   أُ٘ؾ٠٘ أُٔضَ ُِذاُخ     ٝ ٤ٌُٖ   

,𝑂 ك٢ ٓؼِْ ٓزؼبٓذ ٓٔ٘ظْ   𝑖 , 𝑗  .   

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 

;1  أُؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑔ٗؼزجش اُذاُخ اُؼذد٣خ   : ثٔب ٢ِ٣  ∞+

𝑀 ≠ 𝐵  و  𝑀 ≠ 𝐴 ٕث٤ٖ إٔ                               ٗلزشع أ       : 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
= − 

𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
 ×

𝑎

𝑏
 

                1 الأًجش هطؼب ٖٓ 𝑛اُٜذف ٖٓ اُزٔش٣ٖ ٛٞ اُجؾش ػٖ الأػذاد اُظؾ٤ؾخ اُطج٤ؼ٤خ 

∶ ℜ :     اُزب٤ُخ  ℜ ٝ اُز٢ رؾون اُخبط٤خ   3𝑛 − 2𝑛 ≡ 0  𝑛 .   

  .𝑛 أطـش هبعْ أ٢ُٝ ٓٞعت ُِؼذد 𝑝ٝ ٤ٌُٖ  .  ℜ  ٣ؾون اُخبط٤خ 𝑛ٗلزشع إٔ 

3𝑛:  ث٤ٖ إٔ  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝    ٕصْ اعز٘زظ أ    𝑝 ≥ 5.  

2𝑝−1:  ث٤ٖ إٔ  ≡ 1 𝑝   ٝ  3𝑝−1 ≡ 1 𝑝 .   

𝑎𝑛:  ثؾ٤ش                        ث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ صٝط   − 𝑏 𝑝 − 1 = 1.   

 ٌٖ٤ُ𝑟 ٝ 𝑞 ثبه٢ ٝ خبسط اُوغٔخ الأه٤ِذ٣خ ُِؼذد 𝑎 ػ٠ِ  𝑝 − 1 .  

𝑟𝑛:   ثؾ٤ش 𝑘ث٤ٖ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ؿ٤ش ٓ٘ؼذّ  = 1 + 𝑘 𝑝 − 1 .   

  . ℜ  ٝ ٣ؾون اُخبط٤خ 1 أًجش هطؼب ٖٓ 𝑛اعز٘زظ ٖٓ ًَ ٓب عجن أٗٚ لا ٣ٞعذ ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ 

,𝑎   من  2℞ 𝑏  

  𝑞𝜖℞  0  و ≤ 𝑟 < 𝑝 − 1 ∶ 𝑎   حٌث   = 𝑞 𝑝 − 1 + 𝑟 ∶   ٌعنً  
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0,50ٕ  

 

  .1 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝑔اعز٘زظ إٔ اُذاُخ 

;1  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ 𝑔ث٤ٖ إٔ  𝑥∀ : ٝ إٔ  .  ∞+ > 1  ;  𝑔′ 𝑥 =
1

2
𝑕  𝑥    

𝑥∀ :  اعز٘زظ إٔ  ≥ 1   ;   0 < 𝑔′ 𝑥 ≤
1

2
  .𝑔  صْ ػغ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

𝑘:  ث٤ٖ إٔ اُذاُخ  ∶ 𝑥 ⟼ 𝑔 𝑥 − 𝑥 + ;1   روبثَ ٖٓ 1 ;∞−   ٗؾٞ   ∞+ ln 2 .  

;1  ٖٓ أُغبٍ 𝛼اعز٘زظ أٗٚ ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢ ٝؽ٤ذ  1:  ثؾ٤ش      ∞+ + 𝑔 𝛼 = 𝛼.   

𝑛∀ :   ث٤ٖ إٔ  ≥ 0   ;   1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼  

 .  رضا٣ذ٣خ هطؼب 𝑢𝑛 𝑛≥0 ث٤ٖ إٔ أُززب٤ُخ  

lim :    اعز٘زظ ٓشح صب٤ٗخ إٔ 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛼 

𝑛∀  :    ث٤ٖ إٔ  ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 

𝑛

  𝑢0 − 𝛼  

𝑛∀  :    ث٤ٖ إٔ  ≥ 0   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

2
  𝑢𝑛 − 𝛼  

lim :    ٝ إٔ .    ٓزوبسثخ 𝑢𝑛 𝑛≥0 اعز٘زظ إٔ أُززب٤ُخ  
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛼 

   .     أٗشئ أُ٘ؾ٠٘   
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 

lim :          ٝ إٔ                           :  ث٤ٖ إٔ 
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞ lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)

𝑥
= 0 0,75ٕ  

0,75ٕ  

0,50ٕ  

 0,50ٕ  

 

0,50ٕ  

 
0,25ٕ  

 

0,50ٕ  

 
0,50ٕ  

 
0,75ٕ  

0,50ٕ  

 
0,50ٕ  

 0,25ٕ  

   :      أُؼشكخ ثٔب ٢ِ٣ 𝑢𝑛 𝑛≥0 ٗؼزجش أُززب٤ُخ اُؼذد٣خ  
𝑢𝑛+1 = 1 + 𝑔 𝑢𝑛   ;    ∀𝑛 ≥ 0 

1 ≤ 𝑢0 < 𝛼                                    
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= + 
 .ٛزٙ ٢ٛ أُؼبدُخ اُذ٣ٌبسر٤خ ُِلشَ ٝ روجَ ٓب لا ٜٗب٣خ ٖٓ اُؾٍِٞ كبؽزس إٔ رٌٕٞ ٝاؽذاً ٖٓ رِي اُؾٍِٞ 
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 ℞ عنصرٌن من 𝑦 و  𝑥 قانون تركٌب داخلً لأنه إذا كان ∗لدٌنا 

𝑥 فإن   + 𝑦 − 2  𝜖 ℞   

 التمرين الأول 

 : تبادلي ∗لنبرهن على أن 

 تبادلً فً الحلقة +من أجل ذلك ٌكفً أن نلاحظ أن القانون 

,℞ الواحدٌة التبادلٌة   +,×    

,𝑥  ∀: إذن  𝑦  𝜖 ℞2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 2 = 𝑦 + 𝑥 − 2 = 𝑦 ∗ 𝑥 
  .℞ تبادلً فً ∗إذن 

  .℞ تجميعي في ∗لنبرهن على أن القانون 

  ℞ ثلاثة عناصر من 𝑧 و 𝑦 و 𝑥لتكن 

,𝑥  ∀:إذن  𝑦, 𝑧  𝜖 ℞2   ;    𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧     

  .℞ تجمٌعً فً المجموعة ∗و منه فإن القانون 

  .℞ فً المجموعة ∗ العنصر المحاٌد للقانون 𝜀لٌكن 
;   ℞𝑥𝜖∀ :      إذن    𝑥 ∗ 𝜀 = 𝜀 ∗ 𝑥 = 𝑥 

𝑥:   ننطلق من التعبٌر 𝜀لتحدٌد قٌمة  ∗ 𝜀 = 𝑥   

𝑥:   إذن  + 𝜀 − 2 = 𝑥 و منه     :𝜀 = 2 𝜖 ℞   

  .℞ فً ∗ هو العنصر المحاٌد للقانون 2إذن 

 ℞  زمرة تبادلٌة ٌكفً أن نبرهن على أن كل عنصر من  ∗, ℞ لكً تكون  

  .∗ بالقانون ℞ٌقبل مماثلا من 
  .∗ مماثله بالنسبة للقانون ′𝑥و  . ℞ عنصرا من 𝑥لٌكن 
𝑥:     إذن  ∗ 𝑥′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 = 2 

𝑥:  ننطلق من المتساوٌة التالٌة  ∗ 𝑥′ = 2    
𝑥:  إذن  + 𝑥′ − 2 = ′𝑥:     ٌعنً 2 = 4 − 𝑥    

4  و هو ℞ ٌقبل مماثلا فً ℞ من 𝑥كل عنصر : و بالتالً  − 𝑥 .  

 : لقد حصلنا على المعلومات التالٌة  : خلاصة

  ∗ ًداخلً و تبادلً و تجمٌعً ف℞.  

  ∗ 2ٌقبل عنصرا محاٌدا و هو.  

  كل عنصر𝑥 4  ٌمتلك مماثلا و هو ℞ من − 𝑥 .  

 .  زمرة تبادلٌة  ∗, ℞ :  إذن 

  .℞ عنصرٌن من المجموعة 𝑦 و 𝑥لٌكن 

   . ⊺, ℞   نحو   ×, ℞  تشاكل من  𝑓إذن 

= 𝑓 𝑥المعادلة  : ٌعنً  𝑦 ذات المجهول  𝑥 ًتقبل حلا وحٌدا ف ℞.  

,  ℞𝑦𝜖∀ :إذن    ∃! 𝑥 = 𝑦 − 2 𝜖 ℞   ;   𝑓 𝑥 = 𝑦    

  .℞ نحو ℞ تقابل من 𝑓و هذا ٌعنً أن التطبٌق 

  . ⊺, ℞  نحو  ×, ℞  تشاكل تقابلً من 𝑓 : خلاصة

,𝑥  ∀:نستنتج أن  𝑦, 𝑧  𝜖 ℞3  ;    𝑥 ∗ 𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ⊺ 𝑧 ∗  𝑦 ⊺ 𝑧    

  .℞ فً ∗ توزٌعً على ⊺القانون : أي 

 : حصلنا من خلال الأجوبة السابقة على المعلومتٌن التالٌتٌن 

    ⊺, ℞   نحو   ×, ℞  تشاكل تقابلً من  𝑓لدٌنا 

  انطلاقا من البنٌة الجبرٌة  ⊺, ℞ إذن نستنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة  

 .                      𝑓  و ذلك عن طرٌق التطبٌق  ×, ℞ للمجموعة  

ل البنٌة الجبرٌة لمجموعة الأنطلاق : لأنه و كما نعلم  ٌُحوِّ التشاكل التقابلً 

 .إلى مجموعة الوصول

 . كَعُنصر محاٌد1 و ٌقبل  ×, ℞  تبادلً و تجمٌعً فً ×بما أن الضرب 

= 𝑓 1و     .℞ فً ⊺  عنصر محاٌد للقانون 3

   ⊺, ∗, ℞  نستنتج أن   5  و  4  و  3  و  2  و  1 إذن من النتائج 

  .3حلقة تبادلٌة و واحدٌة وحدتها العدد النسبً 

 :  تشاكلا ٌكفً أن ٌحقق ما ٌلً 𝑓لكً ٌكون 

∀  𝑥, 𝑦  𝜖 ℞2  ;   𝑓 𝑥 × 𝑦 = 𝑓 𝑥 ⊺ 𝑓 𝑦  

 : تقابلا ٌكفً أن ٌحقق ما ٌلً 𝑓لكً ٌكون 

 ∀𝑦𝜖℞  ,  ∃! 𝑥 𝜖 ℞   ;   𝑓 𝑥 = 𝑦 
 : المعرف بما ٌلً ∗ مزودة بالقانون ℞المجموعة 

∀  𝑥, 𝑦  𝜖 ℞2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 2 

𝑥 :    لدٌنا  ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 + 𝑧 − 2 = 𝑥 + 𝑦 − 2 + 𝑧 − 2 

= 𝑥 +  𝑦 + 𝑧 − 2 − 2 
= 𝑥 +  𝑦 ∗ 𝑧 − 2 
= 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧  

𝑓 : المعرف بما ٌلً 𝑓نعتبر التطبٌق  ∶   ℞ ,×   ⟼     ℞ ,⊺                                

𝑥  ⟼   𝑓 𝑥 = 𝑥 + 2
 

⊺ 𝑓 𝑥:                         لدٌنا  𝑓 𝑦 =  𝑥 + 2 ⊺  𝑦 + 2  

=  𝑥 + 2  𝑦 + 2 − 2 𝑥 + 2 − 2 𝑦 + 2 + 6 

= 𝑥𝑦 − 2 = 𝑓 𝑥 × 𝑦  

= 𝑓 𝑥 :لدٌنا  . ℞ عنصرا من المجموعة 𝑦لٌكن  𝑦  ⟺   𝑥 + 2 = 𝑦   
  ⟺   𝑥 = 𝑦 − 2  𝜖  ℞ 

 : ثلاثة أعداد نسبٌة ، لدٌنا من جهة أولى 𝑧 و 𝑦 و 𝑥لتكن 

 𝑥 ∗ 𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 𝑧 − 2 𝑥 ∗ 𝑦 − 2𝑧 + 6 

=  𝑥 + 𝑦 − 2 𝑧 − 2 𝑥 + 𝑦 − 2 − 2𝑧 + 6 

= 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 − 4𝑧 − 2𝑥 − 2𝑦 − 2𝑧 + 10 

 :  و من جهة ثانٌة لدٌنا 

= 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 − 4𝑧 − 2𝑥 − 2𝑦 − 2𝑧 + 10 

=  𝑥𝑧 − 2𝑥 − 2𝑧 + 6 +  𝑦𝑧 − 2𝑦 − 2𝑧 + 6 − 2 

 𝑥 ⊺ 𝑧 ∗  𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ⊺ 𝑧 +  𝑦 ⊺ 𝑧 − 2 

 واحدية  و  تبادلية  حلقة   ⊺, ∗, ℞ :  لنبٌن أن 

   ℞,∗  زمرة تبادلٌة 

  ⊺ًقانون تجمٌع  

  ⊺ توزٌعً على ∗  

  ⊺ ٌقبل عنصرا 

  ℞محاٌدا فً 

  ⊺ ًتبادلً ف ℞  

 :لدٌنا  . ℞ عنصرٌن من المجموعة 𝑦 و 𝑥لٌكن 

𝑥 ⊺ 𝑦 = 2  ⟺   𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6 = 2 

⟺   𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 4 = 0 

⟺   𝑥 𝑦 − 2 − 2 𝑦 − 2 = 0 

⟺    𝑦 − 2  𝑥 − 2 = 0 

⟺    𝑦 − 2 = 𝑥     أو     0 − 2 = 0 
⟺   𝑦 = 𝑥    أو     2 = 2 

 و  ∗ توزٌعً على القانون ⊺القانون    زمرة تبادلٌة  ∗, ℞  

 و  ℞ قانون تجمٌعً فً ⊺  ℞ تبادلً فً ⊺القانون  :فإن 

1 

2 

1 

3 

1 

2 

 أ 4

 أ

 ج

 ب

 ب

 أ

 4 − 𝑥  𝜖 ℞ ∶  بما أن  ℞𝑥𝜖  و  ℞4𝜖  فإن  

 𝟑  

 𝟏   𝟐  

 𝟒  

 𝟓  
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 .  كاملة إذا كانت لا تحتوي على قواسم للصفر  ⊺, ∗, ℞ تكون الحلقة  

  . ⊺, ∗, ℞  قاسما للصفر فً 𝑥لٌكن 

;   𝑦 𝜖 ℞\ 2 ∃:     إذن    𝑥 ⊺ 𝑦 = 𝑦 ⊺ 𝑥 = 2 

𝑥  (  :أ (4و منه حسب نتٌجة السؤال   = 𝑦  أو  2 = 2  

إذن لا وجود لأي قاسم للصفر لأن قواسم الصفر إن وجدت ٌجب أن تخالف 

 .  حلقة كاملة  ⊺, ∗, ℞  و بالتالً  2العنصر المحاٌد 

   2 \℞  جسما إذا كان كل عنصر من   ⊺, ∗, ℞ تكون الحلقة الواحدٌة  

   . ⊺, ℞ فً   (أو مقلوبا  )ٌقبل مماثلا 

  .⊺ بالقانون ℞ من 𝑥و لذلك نحدد أولا الصٌغة العامة لمماثل عنصر 

 : إذن  . ⊺ بالنسبة للقانون 𝑥 مماثل 𝑦لٌكن 

  ⊺ بالنسبة لـ 1  مثلا هو مماثل ℞ 𝜖 1العنصر  
  ⊺ بالنسبة لـ 3  مثلا هو مماثل ℞ 𝜖 3و العنصر  

لكن العنصر  
11

5
 ∉   .⊺ بالنسبة للقانون 7  هو مماثل ℞ 

  .⊺ بالنسبة لـ  ℞ لا تقبل مماثلا فً ℞إذن توجد عناصر من 

 .   لٌست جسما  ⊺, ∗, ℞ و بالتالً فالحلقة  

 التمرين الثاني 

=∆:   أن  2  و  1 نستنتج إذن من  𝑎2 −1 + 𝑖 3 
2

 

=∆:    لدٌنا  𝑎2 −1 + 𝑖 3 
2

 

 : معرفٌن بما ٌلً 𝑧2 و 𝑧1 تقبل حلٌن عقدٌٌن  𝐸 المعادلة : إذن 

 .أقترح طرٌقتٌن فً الجواب 

 : الطريقة الأولى 

 و قٌاس إحدى 𝑂 متساوي الساقٌن رأسه 𝑂𝐴𝐵و هذا ٌعنً أن المثلث 

  .°60 ٌساوي  زواٌاه و هً الزاوٌة 

 :الطريقة الثانية 

𝑂𝐴:  لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂  =  𝑎 − 0 =  𝑎  

𝑂𝐴:     نستنتج إذن أن  = 𝑂𝐵 = 𝐴𝐵     و     𝐴 ≠ 𝐵 ≠ 𝐶 

 .  مثلث متساوي الأضلاع        إذن  

𝐴1:  ننطلق من الكتابة  = 𝑟−1 𝐴  إذن    :𝑟 𝐴1 = 𝐴   

 :  نكتب 𝑟و منه حسب التعرٌف العقدي للدوران 

𝑎 :    ٌعنً  − 𝑧 = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑎1 − 𝑧  

𝑎 :    ٌعنً  − 𝑧 = 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑎1 − 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑧 

𝑒:    ٌعنً 
𝑖𝜋

3 𝑎1 = 𝑎 − 𝑧 + 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑧 

𝑎1:   ٌعنً  = 𝑒
−𝑖𝜋

3  𝑎 − 𝑧 + 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑧   

𝑎1:    ٌعنً  = 𝑒
−𝑖𝜋

3 𝑎 − 𝑒
−𝑖𝜋

3 𝑧 + 𝑧 

 . مثلث متساوي الأضلاع 𝑂𝐴𝐵: إذن 

   .℞  لٌست دائما عنصرا من                 و نلاحظ أن الكمٌة  
2𝑥 − 3

𝑥 − 2
  

   :ٌعنً  :إذن 

𝑂𝐴

𝑂𝐵
= 1                           

 𝑂𝐵       , 𝑂𝐴                
 ≡

−𝜋

3
  2𝜋 

    
𝑂𝐴 = 𝑂𝐵                       

 𝑂𝐵       , 𝑂𝐴                
 ≡

−𝜋

3
  2𝜋 

  

 𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑀  = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎𝑓𝑓 𝐴1 − 𝑎𝑓𝑓 𝑀   

𝑥 ⊺ 𝑦 = 3  ⟺   𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6 = 3 

⟺   𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 3 = 0 

⟺   𝑦 𝑥 − 2 =  2𝑥 − 3  

⟺   𝑦 =  
2𝑥 − 3

𝑥 − 2
  

𝑎2 −1  :و من جهة ثانٌة لدٌنا  + 𝑖 3 
2

= 𝑎2 1 − 3 − 2𝑖 3  

 = −2𝑎2 1 + 𝑖 3  

 = 𝑎2 −2 − 2𝑖 3  

= ∆ :لدٌنا من جهة أولى   𝑎2 3 + 𝑖 3 
2
− 8𝑎2 1 + 𝑖 3  

 =  𝑎2 6 + 6𝑖 3 − 8𝑎2 1 + 𝑖 3  

 =  6𝑎2 1 + 𝑖 3 − 8𝑎2 1 + 𝑖 3  

 =  −2𝑎2 1 + 𝑖 3  

 : لدٌنا 
𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 

𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 
=

𝑎 − 0

𝑎𝑒
𝑖𝜋
3 − 0

= 𝑒
−𝑖𝜋

3  

 :إذن 

 
 
 

 
 

  

 
𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 

𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 
 = 1                       

arg  
𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 

𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 
 ≡

−𝜋

3
  2𝜋 

  

𝑂𝐵:                        و لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂   

=  𝑏 − 0 =  𝑎𝑒
𝑖𝜋
3  =  𝑎  

𝐴𝐵:              و كذلك  =  𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝐴  =  𝑏 − 𝑎  

=  𝑎𝑒
𝑖𝜋
3 − 𝑎 =  𝑎  𝑒

𝑖𝜋
3 − 1  =  𝑎 ∙  𝑒

𝑖𝜋
3 − 1  

=  𝑎 ∙  
1

2
+ 𝑖 

3

2
− 1 =  𝑎 ∙  

−1

2
+ 𝑖 

3

2
 =  𝑎  

 : دوران مُعَرف بما ٌلً 𝑟لدٌنا 
𝑟𝑀  

𝜋

3
 

 𝒫                                 𝒫 
 

𝑒 : من جهة أخرى لدٌنا 
−𝑖𝜋

3 = cos  
−𝜋

3
 + 𝑖 sin  

−𝜋

3
  

=
1

2
− 𝑖

 3

2
 

= cos  
𝜋

3
 − 𝑖 sin  

𝜋

3
  

𝑧1 =
 3 + 𝑖 3 𝑎 −  −1 + 𝑖 3 𝑎

4
 

=
3𝑎 + 𝑖 3𝑎 + 𝑎 − 𝑖 3𝑎

4
=

4𝑎

𝑎
= 𝑎 

𝑧2 =
 3 + 𝑖 3 𝑎 +  −1 + 𝑖 3 𝑎

4
 

=
3𝑎 + 𝑖 3𝑎 − 𝑎 + 𝑖 3𝑎

4
=

2𝑎 + 2𝑖 3𝑎

4
=

𝑎 1 + 𝑖 3 

2
 

4 

4 II 

I 

II 2 

I 2 

1 

 أ

 ج

 1 ب

 𝟏  

 𝟐  

𝑂 

𝑂𝐴𝐵 
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= 𝑟 𝐵و بنفس الطرٌقة ننطلق من الكتابة   𝐵1.   

 : نكتب 𝑟إذن حسب التعرٌف العقدي للدوران 

𝑏1 :    ٌعنً  − 𝑧 = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑎𝑒
𝑖𝜋

3 − 𝑧  

𝑏1:    ٌعنً  = 𝑎𝑒
2𝑖𝜋

3 − 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑧 + 𝑧 

بصفة عامة ، لكً نبرهن على أن رباعٌا ما متوازي أضلاع ، توجد عدة 

القطران لهما نفس المنتصف و صٌغة التوازي و الصٌغة : طرق من بٌنها 

لكن أرى أن أسهل طرٌقة فً هذا السؤال هً . المتجهٌة و صٌغة التقاٌس 

لأن المسافة فً المستوى . أن نبرهن أن كل ضلعٌن متقابلٌن متقاٌسان 

 .العقدي ما هً إلا معٌار لعدد عقدي 

𝑂𝐴1:   لنبرهن أن  = 𝐵1𝑀   و   𝑂𝐵1 = 𝐴1𝑀    

𝑂𝐴1:    لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝐴1 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂  =  𝑎1  

𝑂𝐴1:   إذن  = 𝐵1𝑀 

𝑂𝐵1: و بنفس الطرٌقة لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝐵1 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂  =  𝑏1    

𝑂𝐵1:إذن  = 𝐴1𝑀     

  𝑂𝐴1𝑀𝐵1 نستنتج أن كل ضلعٌن متقابلٌن فً الرباعً   2  و  1 من 

   متوازي أضلاع 𝑂𝐴1𝑀𝐵1:  إذن . متقاٌسان 

  

 

 .أقترح طرٌقتٌن فً الجواب 

 :الطريقة الأولى 

𝑏:   لدٌنا  = 𝑎𝑒
𝑖𝜋

:      إذن 3
𝑏

𝑎
= 𝑒

𝑖𝜋

3    

 :  و منه 
𝑏

𝑎
 

3
=  𝑒

𝑖𝜋

3  
3

= 𝑒𝑖𝜋 =  :     ٌعنً 1−
𝑏

𝑎
 

3
= −1    

 :   و منه 
𝑏

𝑎
 

2
×  

𝑏

𝑎
 =  :     ٌعنً 1−

𝑏

𝑎
 

2
= − 

𝑎

𝑏
     

 :نوظف بعد ذلك هذه المتساوٌة فٌما سٌأتً 

 : لدٌنا 
𝑟 𝐴1 = 𝐴

𝑟 𝐵 = 𝐵1

 :          إذن      
 𝑎 − 𝑧 = 𝑒

𝑖𝜋

3  𝑎1 − 𝑧 

 𝑏1 − 𝑧 = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑏 − 𝑧 

      

 :       ٌعنً 
 𝑧 − 𝑎1 = 𝑒

−𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑎 

 𝑧 − 𝑏1 = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑏 

  

= 𝑟 𝐴1بإمكاننا أن نجٌب دون استعمال المعطٌٌن   𝐴  و  𝑟 𝐵 = 𝐵1   

 .و هذا ما سوف أعرضه الآن كطرٌقة أخرى للجواب 

 : الطريقة الثانية 

𝑏:  لدٌنا  = 𝑎𝑒
𝑖𝜋

:      إذن 3
𝑏

𝑎
= 𝑒

𝑖𝜋

    و   3
𝑎

𝑏
= 𝑒

−𝑖𝜋

3    

 
 :و من هاتٌن الكتابتٌن نستنتج ما ٌلً 

 𝑎𝑓𝑓 𝐵1 − 𝑎𝑓𝑓 𝑀  = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑀   

𝑒 : و نضٌف كذلك 
𝑖𝜋
3 = cos  

𝜋

3
 + 𝑖 sin  

𝜋

3
 =

1

2
+ 𝑖

 3

2
 

  :      أي 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 =  

𝑒
𝑖𝜋
3

𝑒
−𝑖𝜋

3

  
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
= 𝑒

−𝑖𝜋
3 + 𝑒

𝑖𝜋
3 =  

1

2
− 𝑖

 3

2
 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 = 1 

  :    ٌعنً 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 = 𝑒

2𝑖𝜋
3  

𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

  :    ٌعنً 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 =

−𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

𝑨𝟏 𝑶 

𝑩𝟏 𝑴 

𝑎1 :إذن  =  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 −  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧 + 𝑧 

=  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  1 −

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧 

=  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧 

𝑒 :    و لدٌنا 
2𝑖𝜋

3 = cos  
2𝜋

3
 + 𝑖 sin  

2𝜋

3
  

= cos  𝜋 −
𝜋

3
 + 𝑖 sin  𝜋 −

𝜋

3
  

= − cos  
𝜋

3
 + 𝑖 sin  

𝜋

3
 =

−1

2
+ 𝑖

 3

2
 

 :   نَكتب 1إذن بالرجوع إلى آخر تعبٌر لـِ 

𝑏1 = 𝑎𝑒
2𝑖𝜋

3 − 𝑒
𝑖𝜋
3 𝑧 + 𝑧 = 𝑎𝑒

2𝑖𝜋
3 +  1 − 𝑒

𝑖𝜋
3  𝑧 

=  
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  1 −

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧 

=  
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧 

𝐵1𝑀              : و لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝑀 − 𝑎𝑓𝑓 𝐵1  =  𝑧 − 𝑏1  

=  𝑧 −  
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 −  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧  

=   
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  1 −

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧  

=   
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧 =  𝑎1  

𝐴1𝑀:  و لدٌنا كذلك  =  𝑎𝑓𝑓 𝑀 − 𝑎𝑓𝑓 𝐴1  =  𝑧 − 𝑎1    

=  𝑧 −  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 −  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧  

=   
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  1 −

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧  

=   
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧 =  𝑏1  

𝑒:   و منه 
2𝑖𝜋

3 =  𝑒
𝑖𝜋

3  
2

=  
𝑏

𝑎
 

2
= − 

𝑎

𝑏
𝑒: إذن      

2𝑖𝜋

3 = − 
𝑎

𝑏
   

  

 :    إذن 
𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
= 1 

II 3 

II 2 ب 

 أ

𝑏 

 𝟏  

 𝟐  
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  :  2 فٌما ٌلً سوف نوظف المتساوٌة الثمٌنة  

 .لنبٌن أن التكافؤ التالً صحٌح 

 التمرين الثالث 

3𝑛:   بحٌث 1 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر قطعا من 𝑛لٌكن  − 2𝑛 = 0 𝑛  

3𝑛 :    إذن  − 2𝑛  ٌقسم  𝑛 

;   𝑚𝜖ℕ∃ :    و منه    3𝑛 − 2𝑛 = 𝑚𝑛 

  .𝑛 أصغر قاسم أولً موجب للعدد 𝑝لٌكن 

;   𝑠𝜖ℕ∃ :    إذن    𝑛 = 𝑝𝑠 

3𝑛:    نستنتج أن  2  و  1 من  − 2𝑛 = 𝑚𝑠 
𝜖  ℕ

𝑝  

3𝑛 :  إذن  − 2𝑛   ٌقسم  𝑝      ً3:    ٌعن𝑛 − 2𝑛 ≡ 0 𝑝  

 
𝑝لكً نبرهن على أن   ≥ 𝑝  ٌكفً أن نُفَنِّد العبارتٌن  5 = 𝑝  و  2 = 3   

𝒑نفترض أن    = 𝟐 

3𝑛 :    3 لدٌنا حسب النتٌجة  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝   

3𝑛:    إذن حسب الافتراض  − 2𝑛 ≡ 0  2  

2𝑛:     لدٌنا 𝑛𝜖ℕو نعلم أنه كٌفما كان  ≡ 0 2  

3𝑛:    طرفا بطرف 5  و  4 نجمع المتوافقتٌن  − 2𝑛 + 2𝑛 ≡ 0  2  

3𝑛:  ٌعنً  ≡ 3𝑛:    و منه  2  0 3:     أي 2  ٌقسم   × 3𝑛−1     2  ٌقسم  

2:    بما أن  ∧ 3 = ;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ فإن        1   2 ∧ 3𝑛−1 = 1 

 
  2 ٌقسم 3:    أن  𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  نستنتج إذن حسب  7  و  6 من 

𝒑:   إذن .  واضح تناقضو هذا  ≠ 𝟐  

3𝑛 :     3 لدٌنا حسب النتٌجة  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝  

3𝑛:     إذن حسب الافتراض نكتب  − 2𝑛 ≡ 0  3  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :      و نعلم أن   −3𝑛 ≡ 0  3  

3𝑛:   طرفا بطرف 9  و  8 نجمع المتوافقتٌن  − 2𝑛 − 3𝑛 ≡ 0  3  

2𝑛−:  ٌعنً  ≡ 2𝑛:     أي  3  0 ≡ 0  3     

2𝑛:  ٌعنً  2:       و منه 3  ٌقسم   × 2𝑛−1  3  ٌقسم     

2:  بما أن  ∧ 3 = ;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :     فإن 1   2𝑛−1 ∧ 3 = 1    

  3 ٌقسم 2:    أن 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 نستنتج حسب  11  و  10 من 

𝒑:    إذن .  واضح تناقضو هذا  ≠ 𝟑 

  :(خلاصة السؤال أ

                                  1 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر قطعا من 𝑛إذا كان 

3𝑛و ٌحقق   − 2𝑛 ≡ 0  𝑛  و كان  𝑝أصغر قواسمه الأولٌة الموجبة   

3𝑛    :فإن  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝     و    𝑝 ≥ 5   

:  و لدٌنا كذلك 
𝑏

𝑎
= 𝑒

𝑖𝜋

  :   إذن 3
𝑏

𝑎
 

3

=  𝑒
𝑖𝜋
3  

3

= 𝑒𝑖𝜋 = −1 

  :و من هذه النتٌجة نكتب 
𝑏

𝑎
 

2

×  
𝑏

𝑎
 = −1 

  :     ٌعنً 
𝑏

𝑎
 

2

= − 
𝑎

𝑏
  

  :      إذن 
𝑏

𝑎
 

3

= −1 

=
 
−𝑎
𝑏

  −𝑏 + 𝑧 

 𝑧 − 𝑎 
=

−𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

⟺   
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
=

𝑎2

𝑏
+

𝑏𝑧
𝑎

−𝑎2

𝑏
+

𝑎𝑧
𝑏

=

 
𝑎
𝑏
  𝑎 +  

𝑏
𝑎 

2

𝑧 

 
𝑎
𝑏
  𝑧 − 𝑎 

=
𝑎 −

𝑎
𝑏

𝑧

𝑧 − 𝑎
 

  : و بالتالً 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 =

−𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

 𝐴1 و 𝐵1 و 𝑀نقط مستقٌمٌة   𝐴 و 𝐵 و 𝑂 و 𝑀نقط متداورة  ⟺ 

⟺     
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 𝜖 ℝ 

⟺     
−𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  𝜖 ℝ 

⟺     
𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  𝜖 ℝ 

⟺      
0 − 𝑎

0 − 𝑏
 ×  

𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  𝜖 ℝ 

 𝐴1 و 𝐵1 و 𝑀نقط مستقٌمٌة  

 𝐴 و 𝐵 و 𝑂 و 𝑀نقط متداورة  ⟺ 

 :لدٌنا 

⟺   

 
 

 

 
𝑧 − 𝑎1 =

−𝑎2

𝑏
+  

𝑎

𝑏
 𝑧     

𝑧 − 𝑏1 =
𝑎2

𝑏
+  

𝑏

𝑎
 𝑧         

  

⟺     
𝑎1 = 𝑒

−𝑖𝜋
3 𝑎 + 𝑒

𝑖𝜋
3 𝑧     

𝑏1 = −𝑒
−𝑖𝜋

3 𝑎 + 𝑒
−𝑖𝜋

3 𝑧

  

⟺     
𝑎1 =  

𝑎

𝑏
 𝑎 +  

𝑏

𝑎
 𝑧     

𝑏1 = − 
𝑎

𝑏
 𝑎 +  

𝑎

𝑏
 𝑧 

  

⟺   

 
 

 
 
𝑎1 =

𝑎2

𝑏
+

𝑏𝑧

𝑎
     

𝑏1 =
−𝑎2

𝑏
+

𝑎𝑧

𝑏
 

  

⟺   

 
 

 
 
𝑧 − 𝑎1 = 𝑧 −

𝑎2

𝑏
−

𝑏𝑧

𝑎
     

𝑧 − 𝑏1 = 𝑧 +
𝑎2

𝑏
−

𝑎𝑧

𝑏
 

  

⟺   

 
 

 

 
𝑧 − 𝑎1 =

−𝑎2

𝑏
+  1 −

𝑏

𝑎
 𝑧     

𝑧 − 𝑏1 =
𝑎2

𝑏
+  1 −

𝑎

𝑏
 𝑧 

  

 :نحن الآن مُسَلحون بمتساوٌتٌن ثمٌنتٌن 

  و
𝑏

𝑎
 

2

= − 
𝑎

𝑏
  

𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
= 1 

 :  1 و نوظف المتساوٌة ( أ (2ننطلق إذن من نتٌجتً السؤال  

 
 
 

 
 

 

𝑎1 =  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧

𝑏1 =  
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧

  

 𝟐   𝟏  

II 3 

 أ 1

 ب

 𝟏  ↠ 

 𝟐  ↠ 

 𝟑  ↠ 

 𝟒  ↠ 

 𝟓  ↠ 

 𝟔  

↠
 

↠
 

↠
 

 𝟕  ↠ 

 𝟖  ↠ 

 𝟗  ↠ 

 𝟏𝟎  ↠ 

 𝟏𝟏  ↠ 

𝒑 =  نفترض أن  𝟑
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𝑝:    إذن 2 عدد أولً و ٌخالف العدد الأولً 𝑝نعلم أن  ∧ 2 = 1  

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡    : 2𝑝−1و منه حسب  ≡ 1  𝑝  

ٌُخالف العدد الأولً 𝑝و بنفس الطرٌقة  𝑝:    إذن 3 عدد أولً  ∧ 3 = 1   

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡    : 3𝑝−1و منه حسب  ≡ 1  𝑝  

𝑛:  ٌكفً أن نبرهن على أن  ∧  𝑝 − 1 =   .𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡  ثم نستعمل 1

فً البداٌة وجب التذكٌر بخاصٌة قوٌة و مهمة تربط بٌن مفهوم التفكٌك إلى 

و سوف أذَُكّر بها . جداء عوامل أولٌة و مفهوم القاسم المشترك الأكبر 

 .باستعمال أمثلة فقط دون الخوض فً متاهات الرموز الرٌاضٌة

 :لاحظ الأمثلة التالٌة 

𝑝𝛼1لٌكن   : (بالعودة إلى السؤال ج × 𝑝2
𝛼2 × 𝑝3

𝛼3 × ⋯ × 𝑝𝑖
𝛼𝑖  

𝑝:   إلى جداء عوامل أولٌة بحٌث 𝑛تفكٌك العدد  < 𝑝2 < ⋯ < 𝑝𝑖      

𝑞𝑟1و لٌكن     × 𝑞2
𝑟2 × 𝑞3

𝑟3 × ⋯ × 𝑞𝑗
𝑟𝑗 تفكٌك العدد   𝑝 − 1  

𝑞:   إلى جداء عوامل أولٌة بحٌث  < 𝑞2 < ⋯ < 𝑞𝑗  

𝑝  و بما أن  𝑛 هو أصغر قاسم أولً للعدد 𝑝بما أن  − 1 < 𝑝   

𝑞:      فإن  < 𝑞1 < 𝑞2 < ⋯ < 𝑞𝑗 < 𝒑 < 𝑝2 < ⋯ < 𝑝𝑖 

 :  إذن ∙𝑝 كلها تخالف الأعداد الأولٌة ∙𝑞نلاحظ أن الأعداد الأولٌة 

 𝑝𝛼1 × 𝑝2
𝛼2 × ⋯ × 𝑝𝑖

𝛼𝑖 ∧  𝑞𝑟1 × 𝑞2
𝑟2 × ⋯ × 𝑞𝑗

𝑟𝑗  = 1 

𝑛:    ٌعنً  ∧  𝑝 − 1 = 1 

,𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡  : ∃  𝑎و منه حسب  𝑢  𝜖 ℞2  ;   𝑎𝑛 + 𝑢 𝑝 − 1 = 1 

𝑏نضع  = −𝑢 إذن   :∃  𝑎, 𝑏  𝜖 ℞2  ;   𝑎𝑛 − 𝑏 𝑝 − 1 = 1 

        1 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبرقطعا من 𝑛إذا كان  : (خلاصة السؤال ج

3𝑛و ٌحقق   − 2𝑛 ≡ 0  𝑛  و كان  𝑝 أصغر قواسمه الأولٌة الموجبة   

𝑎𝑛:   بحٌث 𝑏 و 𝑎فإنه ٌوجد عددان نسبٌان  − 𝑏 𝑝 − 1 = 1 

𝑝  على 𝑎 على التوالً باقً و خارج القسمة الأقلٌدٌة لـ 𝑞 و 𝑟لٌكن  − 1 .  

  :      ٌعنً 

 𝑞, 𝑟  𝜖 ℞ × ℕ        

𝑎 = 𝑞 𝑝 − 1 + 𝑟
0 ≤ 𝑟 < 𝑝 − 1     

  

            لاحظ أنه بإمكاننا (قبل أن نجٌب على السؤال د : (2ملاحظة 

𝑟أن نبٌن أن  >  . و سوف نحتاج هذه النتٌجة فٌما سٌأتً 0

𝑟: لدٌنا  ≥ 𝑟  إذن   0 = 𝑟  أو  0 > 0.   

𝑟  نفترض أن = 𝑎:     إذن    0 = 𝑞 𝑝 − 1  

𝑝   ٌقسم  𝑎:  ٌعنً  − 𝑎:     و منه  1 ∧  𝑝 − 1 =  𝑝 − 1    

𝑝  :    ∗ إذن حسب النتٌجة  − 1 = 1  

𝑝: ٌعنً  = 𝑝و هذا تناقض لأن   . 2 ≥ 5   

0:   إذن  < 𝑟 <  𝑝 − 1     

  .( ، إلى السؤال د𝑟نعود إذن ، بعد هذه الجولة المرحة مع 

𝑎   :و ننطلق من التعبٌر التالً  = 𝑞 𝑝 − 1 + 𝑟 

 :      نحصل على 𝑛نضرب طرفً هذه المتساوٌة فً العدد 

𝑟𝑛:  ٌعنً  = 𝑎𝑛 − 𝑞𝑛 𝑝 − 1  

𝑎𝑛 :     12 و لدٌنا حسب النتٌجة  = 1 + 𝑏 𝑝 − 1  

1 بالتعبٌر  𝑎𝑛نُعَوّض  + 𝑏 𝑝 −  :     نجد  13   فً العلاقة  1

𝑟𝑛:   أي  = 1 +  𝑏 − 𝑞𝑛  𝑝 − 1  

𝑘:  نضع  =  𝑏 − 𝑞𝑛  إذن    :𝑟𝑛 = 1 + 𝑘 𝑝 − 1    

 و لإتمام الجواب ٌكفً أن نُبرهن أن    

,𝑏 :   لدٌنا  𝑞, 𝑛  𝜖 ℞3 إذن     :𝑘 𝜖 ℞   

𝒌:  و نَفْصل هنا بٌن ثلاث حالات و هً  = 𝒌  أو  𝟎 < 𝒌  أو  0 > 0   

𝒌:  نفترض أن  = 𝑏:     إذن 𝟎 = 𝑞𝑛   

𝑎𝑛 :   12  فً النتٌجة𝑞𝑛 بالقٌمة 𝑏نُعوض إذن  − 𝑞𝑛 𝑝 − 1 = 1   

𝑟𝑛 :     13 و منه حسب النتٌجة  = 1 

𝑛:     ٌعنً 𝑛  ٌقسم  1:  أي  = 1    

𝑛:   لأن تناقضو هذا  > 𝑘:     إذن 1 ≠ 0   

𝒌:  نفترض أن  < 𝑏:    إذن 0 < 𝑞𝑛   

–نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد السالب قطعا   𝑝 −  :     نجد  1

                                     :  نجد 𝑎𝑛نُضٌف إلى كلا الطرفٌن الكمٌة 

𝑎𝑛 − 𝑏 𝑝 − 1 > 𝑎𝑛 − 𝑞𝑛 𝑝 − 1  

1:     نجد  13  و  12 إذن باستعمال النتٌجتٌن  > 𝑟𝑛 

𝑟: و لدٌنا  > 𝑛  و  0 > 𝑟𝑛:  إذن   1 > 𝑟   

1:   نستنتج أن  15  و  14 من  > 𝑟𝑛 > 𝑟 ً1:     ٌعن > 𝑟  

 . هو الصفر 1العدد الصحٌح الطبٌعً الوحٌد الأصغر من 

𝑟:  إذن  = 𝑟 لأن  تناقض  و هذا 0 ≠   .(2الملاحظة   حسب 0

𝑘 𝜖 ℕ∗  ∶ 𝑘   ٌعنً > 0 ∶  إذن

 على التوالً 𝑞 و 𝑟رأٌنا فً هذا السؤال أنه إذا كان  : (خلاصة السؤال د

𝑝  على العدد 𝑎باقً و خارج القسمة الأقلٌدٌة للعدد  −  فإنه ٌوجد عدد  1

𝑟𝑛:   بحٌث 𝑘صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  = 1 + 𝑘 𝑝 − 1    

;   ∗𝑘𝜖ℕ∃ :   أو بتعبٌر جمٌل    𝑟𝑛 = 1 + 𝑘 𝑝 − 1   

 أكبر 𝑛باستعمال البرهان بالخلف ، نفترض وجود عدد صحٌح طبٌعً 

3𝑛:   و ٌحقق 1قطعا من  − 2𝑛 ≡ 0  𝑛  .   و لٌكن𝑝 أصغر قاسم 

  .𝑛أولً موجب للعدد 

 :      ننطلق من النتٌجتٌن 
2𝑝−1 ≡ 1  𝑝 

3𝑝−1 ≡ 1  𝑝 
  

 :     فإن  ∗𝑘𝜖ℕ :  بما أن 
2𝑘 𝑝−1 ≡ 1  𝑝 

3𝑘 𝑝−1 ≡ 1  𝑝 
   

 :    و منه 
−2 × 2𝑘 𝑝−1 ≡ −2  𝑝 

3 × 3𝑘 𝑝−1 ≡ 3  𝑝    
  

 :    ٌعنً 
−21+𝑘 𝑝−1 ≡ −2  𝑝 

31+𝑘 𝑝−1 ≡ 3  𝑝 
  

  

 23 × 54 × 76  ∧   21 × 56 × 73 × 112 =  21 × 54 × 73 

 25 × 78  ∧   34 × 116 = 1                                                       

 27 × 34 × 13  ∧   13 × 114 = 13                                         

 135 × 27 × 32 ∧  55 × 7 × 112 = 1                                    

  

𝑟𝑛 = 1 + 𝑏 𝑝 − 1 − 𝑞𝑛 𝑝 − 1  

𝑎𝑛 = 𝑞𝑛 𝑝 − 1 + 𝑟𝑛 

−𝑏 𝑝 − 1 > −𝑞𝑛 𝑝 − 1  

ٌُمكن أن نستخرج باستعمال   : (1ملاحظة  من هذه النتٌجة الأخٌرة 

 : العكسٌة ما ٌلً 𝐵𝑒𝑠𝑜𝑢𝑡مبرهنة 

   

𝑎 ∧ 𝑏 = 1            
𝑎 ∧  𝑝 − 1 = 1
𝑛 ∧ 𝑏 = 1           
𝑛 ∧  𝑝 − 1 = 1

  

1 

1 

1 
2 

 د

 ج

 ب

 𝟏𝟐  ↠ 

 ∗  ↠ 

 𝟏𝟑  ↠ 

 ⋆  ↠ 

 𝟏𝟒  ↠ 

 𝟏𝟓  ↠ 

 𝟏𝟔  ↠ 

𝑘𝜖ℕ∗ 
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 :     نكتب  16 و منه باستعمال النتٌجة 
−2𝑟𝑛 ≡ −2  𝑝 

3𝑟𝑛 ≡ 3  𝑝    
  

3𝑟𝑛:  نجمع هاتٌن المتوافقتٌن طرفا بطرف نجد  − 2𝑟𝑛 ≡ 1  𝑝  

3𝑛 :     3 و لدٌنا حسب النتٌجة  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝   

3𝑛:    إذن  ≡ 2𝑛   𝑝  

3𝑟𝑛:    فإن  ∗𝑟𝜖ℕ و بما أن   ≡ 2𝑟𝑛   𝑝    

2𝑟𝑛:    و منه  − 3𝑟𝑛 ≡ 0  𝑝   

 :      طرفا بطرف نجد  18  و  17 نجمع المتوافقتٌن 

0:  ٌعنً  ≡ 1  𝑝   1:     ٌعنً كذلك ≡ 0  𝑝  ٌقسم  1:    أي  𝑝   

𝑝و منه  =  . نفسه 1 هو 1 لأن العدد الصحٌح الطبٌعً الوحٌد الذي ٌقسم 1

𝑝 لأن  تناقضو هذا  ≥ ∗ℕلا وجود له فً   𝑛   إذن  5 ∖  1 .  

 التمرين الرابع 

 الجزء الأول 

= 𝜑 𝑥:    نضع  𝑥 ln 𝑥 

= 𝜑 𝑥:  و لدٌنا  𝑥 ln 𝑥 إذن    :𝜑′ 𝑥 = ln 𝑥 + 1   

𝜑𝑑:  ٌعنً 
′  1 = 𝜑𝑔

′  1 = 𝜑′ 𝑥 = ln 1 + 1 = 1 

 1 دالة متصلة على ٌمٌن 𝑕و هذا ٌعنً أن الدالة 

;0  المعرفة على المجال 𝑣نعتبر الدالة العددٌة   : بما ٌلً  ∞+

;0  على المجال 𝑣لندرس تغٌرات الدالة  +∞ .  

 عبارة عن تشكٌلة منسجمة من الدوال المتصلة و القابلة للإشتقاق 𝑣لدٌنا 

;0 على المجال  ;0  قابلة للإشتقاق على 𝑣: إذن  .  ∞+ +∞ .  

 : كما ٌلً 𝑣نستنتج إذن جدول تغٌرات الدالة 

  :𝑣نلاحظ من خلال هذا الجدول أن الدالة 

;0  على المجال 𝑣 قٌمة قصوٌة للدالة 2−إذن  +∞ .  

;𝑥 𝜖  0 ∀ٌعنً     +∞   ;   𝑣 𝑥 ≤ −2 < 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀ٌعنً     +∞   ;   𝑣 𝑥 < 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀ٌعنً     +∞   ;  ln 𝑥 − 𝑥 + 1 < 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀ٌعنً     +∞   ;  ln 𝑥 < 𝑥 − 1 

;1 :    و بما أن  +∞  ⊂   0; +∞  

;𝑥 𝜖  1 ∀:      فإن  +∞   ;  ln 𝑥 < 𝑥 − 1 

𝑥∀ :     و نعلم أن  > 1   ;    ln 𝑥 − 𝑥 + 1 < 0 

𝑥∀ :    و كذلك  > 1   ;    𝑥 ln 𝑥 2 > 0 

𝑥∀ :    ٌعنً  > 1   ;   𝑕′ 𝑥 < 0 

;1  تناقصٌة قطعا على المجال  𝑕أي أن الدالة  +∞ .   

  إذا كان  :𝑥 = 𝑣:    فإن 1 ′ 𝑥 = 0   

  إذا كان  :𝑥 > 𝑣:    فإن 1 ′ 𝑥 < 0   

  إذا كان  :𝑥 < 𝑣:    فإن 1 ′ 𝑥 > 0   

3𝑟𝑛 − 2𝑟𝑛 + 2𝑟𝑛 − 3𝑟𝑛 ≡ 1 + 0  𝑝  

 :لدٌنا 
  
𝑕 𝑥 =

𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
  ;   ∀𝑥 > 1

𝑕 1 = 1                            

  

lim :   و بالتالً 
𝑥→1+

𝑕(𝑥) =
1

𝜑𝑑
′  1 

=
1

1
= 1 = 𝑕(1) 

lim : إذن 
𝑥→1+

𝑕(𝑥) = 𝑕(1) 

𝑣 𝑥 = ln 𝑥 − 𝑥 + 1 

𝑣 :    و لدٌنا  ′ 𝑥 =
1

𝑥
− 1 =

1 − 𝑥

𝑥
 

;1  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  = 𝑕 𝑥 :    لدٌنا  .  ∞+
𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
 

𝑥∀  :   إذن  > 1   ;   
ln 𝑥 − 𝑥 + 1

 𝑥 ln 𝑥 2
< 0 

𝒙 1 

−2 

0 

𝑣 

+ 𝑣′(𝑥) 0 − 

+∞ 

−∞ −∞ 

  : خلاصة التمرين بأكمله

∀ 𝑛 𝜖 ℕ∗ ∖  1   ;   3𝑛 − 2𝑛 ≢ 0  𝑛  

lim :إذن 
𝑥→1+

𝑕(𝑥) = lim
𝑥→1+

 
𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
 = lim

𝑥→1+

1

 
𝑥 ln 𝑥
𝑥 − 1 

 

= lim
𝑥→1+

1

 
𝑥 ln 𝑥 − 1 ln 1

𝑥 − 1  
= lim

𝑥→1+

1

 
𝜑 𝑥 − 𝜑 1 

𝑥 − 1  
 

=
1

lim
𝑥→1+

 
𝜑 𝑥 − 𝜑 1 

𝑥 − 1  
=

1

𝜑𝑑
′  1 

 

lim : و لدٌنا كذلك 
𝑥→0+

𝑣 𝑥 = lim
𝑥→0+

 ln 𝑥 − 𝑥 + 1  

= ln 0+ − 0 + 1 = −∞ − 0 + 1 = −∞ 

= lim
𝑥→+∞

𝑥  
ln 𝑥

𝑥
− 1 +

1

𝑥
  

lim : و لدٌنا 
𝑥→+∞

𝑣 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 ln 𝑥 − 𝑥 + 1  

=  +∞  0 − 1 + 0 = −∞ 

  0 متصلة على المجال; +∞ .  

  0 تزاٌدٌة على المجال; 1 .  

   1 تناقصٌة على المجال; +∞    

𝑣 1 = −2   

 

 

 

 

 

 

 

 

D

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

= 𝑕′ 𝑥 :     إذن 
𝑥 ln 𝑥 −  𝑥 − 1  ln 𝑥 + 1 

 𝑥 ln 𝑥 2
 

=
𝑥 ln 𝑥 −  𝑥 ln 𝑥 + 𝑥 − ln 𝑥 − 1 

 𝑥 ln 𝑥 2
 

=
ln 𝑥 − 𝑥 + 1

 𝑥 ln 𝑥 2
 

1 

 ب 1

 أ

 𝟏𝟕  ↠ 

 𝟏𝟖  ↠ 
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 : فً الجدول التالً 𝑕نُلخص النتائج المتعلقة بالدالة 

 متصلة و تناقصٌة قطعا 𝑕 أن الدالة 𝑕نلاحظ حسب جدول تغٌرات الدالة 

;1 على المجال   :     بحٌث  ∞+

;1  تقابل من المجال 𝑕: إذن  ;0  نحو المجال  ∞+ 1 .  

;𝑥 𝜖  1 ∀:   أي  +∞   ;   ∃! 𝑦 𝜖  0; 1  ∶   𝑦 = 𝑕(𝑥) 

;𝑥 𝜖  1 ∀:   أو بتعبٌر آخر  +∞   ;   ∃! 𝑕 𝑥  𝜖  0; 1  

𝑥∀ :     ٌعنً  ≥ 1   ;   0 < 𝑕(𝑥) ≤ 1 

 الجزء الثاني 

;1  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  +∞ .  

𝑡 :    لاحظ فً البداٌة أن  ln 𝑡 ′ = 1 + ln 𝑡 

 .نستغل إذن هذه الملاحظة أثناء الحساب 

𝑡 :  باستعمال تقنٌة تغٌٌر المتغٌر نضع  = 𝑢   

:     إذن 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

2 𝑡
𝑑𝑡:        ٌعنً  = 2𝑢 𝑑𝑢    

𝑥لٌكن   > ;𝑡 𝜖   𝑥  و لٌكن  1 𝑥 .   

;1  تناقصٌة على المجال  𝑓لدٌنا الدالة  +∞ .   

;𝑥  إذن فهً تناقصٌة على المجال   𝑥   لأن  𝑥 > 1.   

𝑥 :  بما أن  ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 فإن    :𝑕(𝑥) ≤ 𝑕(𝑡) ≤ 𝑕  𝑥     

𝑥∀   (و بالتالً حسب نتٌجة السؤال ج >  :    نكتب  1

𝑞𝑢’𝑜𝑛 𝑝𝑒𝑢𝑡 𝑠𝑐𝑕é𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑒𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒𝑠   
𝑅𝑒𝑚𝑎𝑟𝑞𝑢𝑒 : 𝑢 𝑒𝑡 𝑡 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑑𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚è𝑡𝑟𝑒𝑠 𝑑’𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

 𝑚é𝑚𝑜𝑖𝑟𝑒𝑠 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜𝑟𝑒𝑙𝑠  

𝑕   1; +∞   =   lim
𝑥→+∞

𝑕(𝑥)  ;   𝑕(1) =  0; 1  

 

 
1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 =   
1 + ln 𝑡 − ln 𝑡

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=   
1 + ln 𝑡

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 −   
1

𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=  
 𝑡 ln 𝑡 ′

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 −  
1

𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=  ln 𝑡 ln 𝑡  𝑥
𝑥2

−  ln 𝑡 𝑥
𝑥2

 

=  ln 𝑥2 ln 𝑥2  − ln 𝑥 ln 𝑥  −  ln 𝑥2 − ln 𝑥  

= ln  
𝑥2 ln 𝑥2 

𝑥 ln 𝑥
 − ln  

𝑥2

𝑥
 = ln  

2𝑥2 ln 𝑥 

𝑥 ln 𝑥
 − ln 𝑥  

 = ln 2𝑥 − ln 𝑥 = ln  
2𝑥

𝑥
 = ln 2 

𝑥∀  :   إذن  > 1   ;   𝑔 𝑥 − ln 2 =     
1

𝑢 ln 𝑢
  

𝑥

 𝑥

𝑑𝑢 

𝑕(𝑥) :     ٌعنً  ≤  
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 ≤ 𝑕  𝑥  

𝑕(𝑥)  :     إذن 
𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤   
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑕( 𝑥)
𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 

𝑕(𝑥) :ٌعنً   1
𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤   
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝑕( 𝑥)  1
𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 

 𝑕 𝑥   𝑡 :ٌعنً 
 𝑥
𝑥 ≤   

𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝑕  𝑥   𝑡 
 𝑥
𝑥  

𝑕 𝑥  𝑥 :ٌعنً  −  𝑥 ≤   
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝑕  𝑥  𝑥 −  𝑥  

𝒙 1 

𝑕 

𝑕′(𝑥) − 

+∞ 

1 

0 

lim
𝑥→+∞

𝑕(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 
𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 

𝑥

𝑥 ln 𝑥
 −  

1

𝑥 ln 𝑥
  

= lim
𝑥→+∞

 
1

ln 𝑥
 −  

1

𝑥 ln 𝑥
 =  

1

+∞
 −  

1

+∞
 = 0 

;1  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  +∞ .  

𝑔 𝑥 − ln 2 =  
1

 𝑡  ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 −  
1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=   
1

 𝑡  ln 𝑡
−

1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=   
 𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=   
 𝑡

𝑡 ln 𝑡
−

1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

𝑕 𝑥  𝑥 −  𝑥 ≤ 𝑔 𝑥 − ln 2 ≤ 𝑕  𝑥  𝑥 −  𝑥   ∗  

𝑥∀  :و بالتالً  > 1   ;    
1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 = ln 2 

=    
𝑢 − 1

2𝑢2 ln 𝑢
  

𝑥

 𝑥

 2𝑢 𝑑𝑢  

=    
𝑢 − 1

𝑢 ln 𝑢
  

𝑥

 𝑥

𝑑𝑢 

 : إذن آخر تكامل حصلنا علٌه ٌصبح 

  
 𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 =    
𝑢 − 1

𝑢2 ln 𝑢2 
  

𝑥

 𝑥

 2𝑢 𝑑𝑢  

2 1 

1 

2 

1 

 أ 2

 أ

 ب

 ج

 أ
 ب

   إذا كان 

   إذا كان𝑡 = 𝑥2 فإن     :𝑢 = 𝑥   

𝑢 =  𝑥  ∶ 𝑡  فإن   = 𝑥 
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 : نجد 1بعد ذلك نحسب نهاٌتً طرفً هذا التأطٌر على ٌمٌن 

 : نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

𝑔𝑑و      1   قابلة للإشتقاق على الٌمٌن ف𝑔ًأي أن الدالة 
′  1 =

1

2
.  

 ( :أ (2لدٌنا حسب التأطٌر الوارد فً السؤال 

𝑥 لنحسب نهاٌة   −  𝑥 𝑕 𝑥 + ln    ∞+  بجوار  2

 :نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

 𝑥 −  𝑥 𝑕 𝑥 + ln 2 ≤ 𝑔 𝑥 ≤  𝑥 −  𝑥 𝑕  𝑥 + ln 2 

نضرب طرفً هذا التأطٌر فً العدد الموجب قطعا  
1

𝑥
 :   نجد 

 : نحصل على ∞+ثم نحسب نهاٌتً طرفً هذا التأطٌر بجوار 

 : نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

 
𝑥 −  𝑥

𝑥
 𝑕 𝑥 +

ln 𝑥

𝑥
≤

𝑔 𝑥 

𝑥
≤  

𝑥 −  𝑥

𝑥
 𝑕  𝑥 +

ln 2

𝑥
 

  :  نجد  فً العدد الموجب قطعا              ∗ نضرب أطراف التأطٌر 
1

𝑥 − 1
  

 
𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
 𝑕 𝑥 ≤

𝑔 𝑥 − ln 2

𝑥 − 1
≤  

𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
 𝑕  𝑥  

lim :   و بالتالً 
𝑥→1+

 
𝑔 𝑥 − 𝑔(1)

𝑥 − 1
 =

1

2
 

 

 ∀𝑥 > 1   ;   𝑔 𝑥 ≥ 𝑕 𝑥  𝑥 −  𝑥 + ln 2 

lim :إذن حسب خاصٌة الترتٌب و النهاٌات نستنتج أن 
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞ 

بالنسبة لنهاٌة 
𝑔(𝑥)

𝑥
 ننطلق من التأطٌر الثمٌن المحصل علٌه فً ∞+ بجوار 

كما سوف نستعمل أثناء الحساب النهاٌة المحصل علٌها سابقا ( أ (2السؤال 

lim :لدٌنا :                         . و هً 
𝑥→+∞

𝑕(𝑥) = 0 

 

lim :إذن حسب خاصٌة النهاٌات و الترتٌب نستنتج أن 
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)

𝑥
= 0 

 

lim
𝑥→1+

 
𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
 𝑕 𝑥 = lim

𝑥→1+

 𝑥  𝑥 − 1 

  𝑥 − 1   𝑥 + 1 
𝑕 𝑥  

= lim
𝑥→1+

 
 𝑥

 𝑥 + 1
 𝑕 𝑥 =  

 1

 1 + 1
 𝑕 1 =

1

2
 

lim
𝑥→1+

 
𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
 𝑕  𝑥 = lim

𝑥→1+
 

 𝑥

 𝑥 + 1
 𝑕  𝑥  

=  
 1

 1 + 1
 𝑕  1 =

1

2
 

 

lim
𝑥→+∞

 
𝑥 −  𝑥

𝑥
 𝑕 𝑥 +

ln 2

𝑥
 

 = lim
𝑥→+∞

 1 −
1

 𝑥
 𝑕 𝑥 +

ln 2

𝑥
 

 =  1 −
1

 +∞
  0 +

ln 2

+∞
=  1 − 0  0 + 0 = 0 

 

=  1 −
1

+∞
  0 +

ln 2

 +∞ 2
= 0 

 

lim
𝑥→+∞

 
𝑥 −  𝑥

𝑥
 𝑕  𝑥 +

ln 2

𝑥
 

 = lim
𝑥→+∞

 1 −
1

 𝑥
 𝑕  𝑥 +

ln 2

  𝑥 
2 

 = lim
𝑡→+∞
𝑡= 𝑥

 1 −
1

𝑡
 𝑕 𝑡 +

ln 2

𝑡2
 

 

lim
𝑥→+∞

 𝑥 −  𝑥 𝑕 𝑥 + ln 2 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 −  𝑥  𝑥 − 1 

𝑥 ln 𝑥
+ ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 1 −
1

 𝑥
  𝑥 − 1 

𝑥 ln 𝑥
+ ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 
𝑥

ln 𝑥
  1 −

1

 𝑥
  

𝑥 − 1

𝑥
 + ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 
1

ln 𝑥
𝑥

  1 −
1

 𝑥
  1 −

1

𝑥
 + ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 
1

0+
  1 −

1

 +∞
  1 −

1

+∞
 + ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 +∞  1 − 0  1 − 0 + ln 2 

=  +∞  1  1 + ln 2 = +∞ 

 ∀𝑥 > 1   ;   𝑔 𝑥 ≥ 𝑕 𝑥  𝑥 −  𝑥 + ln 2              

+∞ 

𝑥 → +∞ 

 
𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
 𝑕 𝑥 

           
≤

𝑔 𝑥 − ln 2

𝑥 − 1
≤  

𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
 𝑕  𝑥 

           
 

𝟏

𝟐
 

 

𝑥 → 1+ 

 

𝑥 → 1+ 

 

 
𝑥 −  𝑥

𝑥
 𝑕 𝑥 +

ln 𝑥

𝑥               
≤

𝑔 𝑥 

𝑥
≤  

𝑥 −  𝑥

𝑥
 𝑕  𝑥 +

ln 2

𝑥               
 

𝟎 

 

𝑥 → +∞ 

 

𝑥 → +∞ 

 
𝟎 

 

2 

 ج 2

 ب
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 𝑎 و كان 𝐼 دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت :  فً البداٌة بما ٌلً أذُكّر

        𝐼 تقبل عدة دوال أصلٌة على المجال 𝑓فإن  . 𝐼عنصرا من المجال 

 :  و تحقق 𝑎 التً تنعدم فً 𝐹و بالخصوص تقبل دالة أصلٌة 

 .انتهى التذكير 

;1  عنصرا من المجال 𝑎لٌكن  +∞ .  

;1  المعرفة على المجال 𝑢نعتبر الدالة العددٌة   :   بما ٌلً  ∞+

;1  دالة متصلة على  𝑢نلاحظ أن  +∞                           

 .و ذلك حسب المبرهنات العامة للاتصال 

;1  تقبل عدة دوال أصلٌة على 𝑢: إذن   تقبل دالة 𝑢 و بالخصوص  ∞+

 :  و معرفة بما ٌلً 𝑎 التً تنعدم فً  𝑣أصلٌة

 :     نكتب 𝑔و بالتالً بالرجوع إلى تعرٌف الدالة 

= 𝑔 𝑥:  نحصل إذن على العلاقة التالٌة  𝑣 𝑥2 − 𝑣 𝑥  ;   𝑥 > 1   

𝑥انطلاقا من الدوال  → 𝑥 و 𝑣 و 𝑥 → 𝑥2 نستطٌع القول ، باستعمال 

 قابلة للإشتقاق على 𝑔المبرهنات العامة لاشتقاق مركب دالتٌن ، أن 

;1 المجال  +∞ .  

𝑥:     نلاحظ أن  ≥ 1 ⟹   𝑥 ≥ 1 

𝑥∀ :      إذن  ≥ 1   ;   0 < 𝑕  𝑥 ≤ 1 

𝑥∀ :    و منه  ≥ 1   ;   0 <
1

2
𝑕  𝑥 ≤

1

2
 

𝑥∀ :     ٌعنً  ≥ 1   ;   0 < 𝑔′ 𝑥 ≤
1

2
 

;1  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑔و من هذه الكتابة نستنتج أن  +∞ .   

 : نستدعً النتائج التً حصلنا علٌها من قبل و هً 𝑔و لإنشاء جدول تغٌرات 

 :   كما ٌلً 𝑔نرسم إذن جدول تغٌرات 

 الجزء الثالث 

;1  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

= 𝑘 𝑥:   لدٌنا  𝑔 𝑥 − 𝑥 + 1  

;1  قابلة للإشتقاق على المجال 𝑔بما أن  +∞   

;1  قابلة للإشتقاق على 𝑘: فإن  𝑘:   و لدٌنا  ∞+ ′ 𝑥 = 𝑔′ 𝑥 − 1 

 :   من الجزء الثانً ( ب (3لدٌنا حسب نتٌجة السؤال 

𝑢 𝑥 =
1

 𝑥 ln 𝑥
 

 :من الجزء الأول ( ب (2لدٌنا حسب نتٌجة السؤال 

 ∀𝑥 ≥ 1   ;   0 < 𝑕(𝑥) ≤ 1 

 ∀𝑥 ≥ 1   ;   0 < 𝑔′ 𝑥 ≤
1

2
 

𝒙 1 

𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 

+∞ 

ln 2 

+∞ 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

𝓞 𝟏 

𝟏 
𝐥𝐧 𝟐 

  
𝐹 𝑎 = 0       
𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥)

    و     

𝐹 ∶ 𝐼  ⟼   ℝ                       

𝑥  ⟼    𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

  
𝑣 𝑎 = 0       
𝑣 ′ 𝑥 = 𝑢(𝑥)

    و     

𝑣 ∶  1; +∞   ⟼   ℝ                                   

𝑥  ⟼    𝑢(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡
 

𝑔 𝑥 =  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡  ;   𝑥 > 1 

=  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑎

𝑥

𝑑𝑡 +  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑎

𝑑𝑡 

=  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑎

𝑑𝑡 −  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

= 𝑣 𝑥2 − 𝑣 𝑥  

=
2𝑥

 𝑥2 ln 𝑥2 
−

1

 𝑥 ln 𝑥
=

2𝑥

2𝑥 ln 𝑥
−

1

 𝑥 ln 𝑥
 

=
𝑥

𝑥 ln 𝑥
−

 𝑥

𝑥 ln 𝑥
=

𝑥 −  𝑥

𝑥 ln 𝑥
=

 𝑥  𝑥 − 1 

  𝑥 
2

ln   𝑥
2
 

 

=
1

2
 

 𝑥 − 1

 𝑥  ln  𝑥
 =

1

2
𝑕  𝑥  

𝑥∀ :                     و لدٌنا  > 1   ;   𝑔′ 𝑥 =  𝑣 𝑥2 − 𝑣 𝑥  
′

 

= 2𝑥 𝑣 ′ 𝑥2 − 𝑣 ′ 𝑥  

= 2𝑥 𝑢 𝑥2 − 𝑢 𝑥  

 ∀𝑥 > 1   ;   𝑔′ 𝑥 =
1

2
 𝑕  𝑥    ∶  و بالتالً 

𝑔 1  معرفة و متصلة على; +∞  

𝑔 1  تزاٌدٌة قطعا على; +∞   

lim
𝑥→1+

𝑔(𝑥) = 𝑔 1 = ln 2 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞ 

3 3 

3 

I 

 ج

1 

 ب أ
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𝑥∀ :    إذن  ≥ 1   ;   0 < 𝑔′ 𝑥 ≤
1

2
< 1 

𝑥∀ :   ٌعنً  ≥ 1   ;   𝑔′ 𝑥 < 1 

𝑥∀ :    و منه  ≥ 1   ;   𝑔′ 𝑥 − 1 < 0 

𝑥∀ :     أي  ≥ 1   ;   𝑘 ′ 𝑥 < 0 

;1  تناقصٌة قطعا على المجال  𝑘و هذا ٌعنً أن الدالة  +∞ .   

;1  تقابل من المجال 𝑘إذن    .𝑘 نحو صورته بالدالة  ∞+

;1  تقابل من المجال  𝑘: و بالتالً  ;∞−   نحو المجال   ∞+ ln 2 .   

ln:  لدٌنا  2 > ;∞−  𝜖 0:    إذن 0 ln 2    

;1  تقابل من 𝑘و بما أن  ;∞−  نحو  ∞+ ln 2   

;1  فً المجال  𝑘فإن الصفر ٌمتلك سابقا واحدا بالدالة  +∞ .   

!∃:     ٌعنً بتعبٌر آخر   𝛼 𝜖  1; +∞   ;   𝑘 𝛼 = 0  

!∃:    ٌعنً   𝛼 𝜖  1; +∞   ;   𝑔 𝛼 − 𝛼 + 1 = 0  

!∃:     ٌعنً   𝛼 𝜖  1; +∞   ;   1 + 𝑔 𝛼 = 𝛼 

1المعادلة  : أو بتعبٌر لطٌف  + 𝑔 𝑥 = 𝑥 تقبل حلا وحٌدا  

;1 فً المجال    .𝛼 و هو  ∞+

 :    التالٌة  𝑃𝑛 باستعمال البرهان بالترجع ، نعتبر العبارة 

𝑛من أجل   = 1:    لدٌنا حسب المعطٌات 0 ≤ 𝑢0 < 𝛼   

 . صحٌحة  𝑃0 العبارة : إذن 

1:   و نفترض أن 𝑛𝜖ℕلٌكن  ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼   

 : نحصل على 𝑔نُدخل على هذا التأطٌر الدالة التزاٌدٌة قطعا 

+ 𝑔 1:   لكل طرف1ثم نضٌف  1 ≤ 𝑔 𝑢𝑛 + 1 ≤ 𝑔 𝛼 + 1 

1:  ٌعنً  ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼   إذن العبارة 𝑃𝑛+1  صحٌحة . 

 

 𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡 𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :   و بالتالً حسب مبدأ الترجع 

𝑛∀ :     أي  ≥ 0   ;   1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼  

𝑛∀ :    لدٌنا حسب آخر نتٌجة  ≥ 0   ;   𝑢𝑛 < 𝛼 

 :  على هذه المتفاوتة نجد 𝑘نُدخل الدالة التناقصٌة قطعا 

= 𝑘 𝛼  : و بما أن  𝑛∀ :    فإن    0 ≥ 0   ;   𝑘 𝑢𝑛 > 0   

𝑛∀ :    ٌعنً  ≥ 0   ;   𝑔 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 + 1 > 0 

𝑛∀ :    ٌعنً  ≥ 0   ;   1 + 𝑔 𝑢𝑛 > 𝑢𝑛 

𝑛∀ :    و منه  ≥ 0   ;   𝑢𝑛+1 > 𝑢𝑛 

 .  تزاٌدٌة قطعا 𝑢𝑛 𝑛≥0 و من هذه الكتابة نستنتج أن المتتالٌة  

 .  متتالٌة تزاٌدٌة قطعا 𝑢𝑛 𝑛≥0 لدٌنا  

𝑛∀ لأن   ) 𝛼و بما أنها مكبورة بالعدد  ≥ 0   ;   𝑢𝑛 < 𝛼 أ (1 حسب) ) 

1:    تحقق ℓفإنها متقاربة و نهاٌتها  + 𝑔 ℓ = ℓ  

;1 و رأٌنا أن هذه المعادلة تقبل حلا وحٌدا فً المجال     .𝛼  و هو  ∞+

;1  المعرفة على المجال 𝜓نعتبر الدالة العددٌة   :  بما ٌلً  ∞+

;1  قابلة للإشتقاق على المجال 𝑔بما أن  +∞ .  

;1  قابلة للإشتقاق على المجال  𝜓فإن  +∞ .   

;1  قابلة للإشتقاق على أي مجال ٌوجد ضمن  𝜓و منه  +∞ .   

𝑛∀ :   و ذلك لأن  ) ≥ 0   ;   1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼   ) 

                           𝑇𝐴𝐹 إذن بتطبٌق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة 

𝑢𝑛  فً المجال 𝜓على الدالة   ; 𝛼  نجد : 

  :     لدٌنا 
𝜓 𝑢𝑛 = 1 + 𝑔 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛+1

𝜓 𝛼 = 1 + 𝑔 𝛼 = 𝛼          
  

= 𝜓′ 𝑐  : لدٌنا  𝑔′ 𝑐 و      𝑐 𝜖  𝑢𝑛 ; 𝛼    

1    : إذن  ≤ 𝑢𝑛 < 𝑐 < 𝛼       أي    :𝑐 ≥ 1    

 :  نكتب  ∗∗  و  ∗ إذن باستعمال الكتابتٌن 

;𝑘   1 و لدٌنا +∞   =   lim
𝑥→+∞

𝑘(𝑥)  ;   𝑘 1   

 𝑃𝑛 ∶   ∀𝑛 ≥ 0   ;   1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼 

𝑔 1 ≤ 𝑔 𝑢𝑛 < 𝑔 𝛼  

1 : باستعمال النتائج السابقة نكتب : إذن  < ln 2 + 1 ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼 

 ∀𝑛 ≥ 0   ;   𝑘 𝑢𝑛 > 𝑘 𝛼  

ℓ :     إذن  = lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = 𝛼 

∃ 𝑐 𝜖  𝑢𝑛 ; 𝛼   ;   
𝜓 𝑢𝑛 − 𝜓 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝜓′ 𝑐  

𝑐 𝜖  𝑢𝑛 ∃ :إذن  ; 𝛼   ;   
𝑢𝑛+1 − 𝛼

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝜓′ 𝑐  

𝑐 𝜖  𝑢𝑛 ∃ :     ٌعنً  ; 𝛼   ;    
𝑢𝑛+1 − 𝛼

𝑢𝑛 − 𝛼
 =  𝜓′ 𝑐   

0 :   من الجزء الثانً ( ب (3و منه حسب نتٌجة السؤال  < 𝑔′ 𝑐 ≤
1

2
 

≥  𝜓′ 𝑐  :        أي 
1

2
 

𝑛∀  :    ٌعنً  ≥ 0   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

2
  𝑢𝑛 − 𝛼  

 ∀𝑛 ≥ 0   ;    
𝑢𝑛+1 − 𝛼

𝑢𝑛 − 𝛼
 ≤

1

2
  

lim
𝑥→+∞

𝑘(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑔 𝑥 − 𝑥 + 1 = lim
𝑥→+∞

 
𝑔 𝑥 

𝑥
− 1 +

1

𝑥
  

=  0 − 1 +
1

+∞
  +∞ =  −1  +∞ = −∞ 

 𝜓′ 𝑐  =  𝑔′ 𝑐  ≤
1

2
 : إذن  

 : حصلنا إذن على الوضعٌة التالٌة 
  
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                                 
 𝑃𝑛  𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒  𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛 ≥ 0

  

I 

II 2 

II 1 

II 1 ب 

 أ

2 

 أ

 II 1 ج

𝜓 𝑥 = 1 + 𝑔 𝑥  

 1; 𝑢𝑛  الذي ٌوجد ضمن   ∞+ ; 𝛼  نختار المجال 

 ∗  

 ∗∗  
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 .و ٌمكن كذلك استعمال البرهان بالترجع 

𝑛∀ : لنبرهن بالترجع على أن  ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛
 𝑢0 − 𝛼  

𝑛من أجل   = 𝑢0 :    لدٌنا 0 − 𝛼 ≤  
1

2
 

0
 𝑢0 − 𝛼    

𝑛إذن الخاصٌة صحٌحة من أجل  = 0.  

𝑢𝑛 :     و نفترض أن 𝑛𝜖ℕلٌكن  − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛
 𝑢0 − 𝛼  

نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد الموجب 
1

2
 : نجد 

𝑛∀ :     بما أن  ≥ 0   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

2
 𝑢𝑛 − 𝛼  

𝑛∀ :    فإن  ≥ 0   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛
 𝑢0 − 𝛼   

𝑛 و هذا ٌعنً أن العبارة صحٌحة من أجل  + 1 .  

 :  و بالتالً حسب مبدأ الترجع 

 نلاحظ أن  
1

2
 
𝑛

  .1  متتالٌة هندسٌة أساسها عدد موجب قطعا و أصغر من 

 :  نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

 : أو بتعبٌر واضح نحصل على الوضعٌة التالٌة 

𝑛∀  :    لدٌنا  ≥ 0   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

2
  𝑢𝑛 − 𝛼  

𝑛∀  :    إذن  ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

  𝑢0 − 𝛼  

 ∀𝑛 ≥ 0   ;   
1

2
 𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  

1

2
 
𝑛+1

  𝑢0 − 𝛼  

 ∀𝑛 ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

  𝑢0 − 𝛼  

lim :   و منه  :   إذن 
𝑛∞

 
1

2
 
𝑛

= 0 lim
𝑛∞

 
1

2
 
𝑛

  𝑢0 − 𝛼 = 0 

 ∀𝑛 ≥ 0   ;   − 
1

2
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 
           

≤  𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 
         

 

𝟎 

𝑛∞ 𝑛∞ 

𝟎 

lim :   و بالتالً حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞

 𝑢𝑛 − 𝛼 = 0 

lim :     أي 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛼 

⋮ ⋮ 

𝑛  إذن بتغٌٌر  + 𝑢𝑛  :  نجد 𝑛 بـ  1 − 𝛼 ≤
1

2
  𝑢𝑛−1 − 𝛼  

≤
1

2
 
1

2
  𝑢𝑛−2 − 𝛼  

≤
1

2
 
1

2
 
1

2
  𝑢𝑛−3 − 𝛼  

≤  
1

2
 
𝑛

 𝑢𝑛−𝑛 − 𝛼  

 ∀𝑛 ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 
         

 

𝟎 

𝑛∞ 

II 2 

II 2 ج 

 ب
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( ن 3) : انثاوًانتمشٌه   

 

 . مستقلان فٌما بٌنهما 𝐼𝐼 و 𝐼الجزءان  

 . كرات سوداء لا ٌمكن التمٌٌز بٌنها باللمس 4 كرات حمراء و 3ٌحتوي صندوق على 

 الذي 𝑋 كرات من الصندوق و نعتبر المتغٌر العشوائً 4نسحب عشوائٌا بالتتابع و بإحلال 

 .ٌساوي عدد الكرات السوداء المسحوبة من الصندوق 

  .𝑋حدد قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

  .𝑋 الأمل الرٌاضً للمتغٌر العشوائً  𝐸 𝑋أحسب 

 :ننجز التجربة العشوائٌة التالٌة فً ثلاث مراحل كالآتً 

 .نسحب كرة من الصندوق ، نسجل لونها و نعٌدها إلى الصندوق  : المرحلة الأولى

 . كرات لها نفس لون الكرة المسحوبة فً المرحلة الأولى 5نضٌف إلى الصندوق  : المرحلة الثانية

  كرات من الصندوق الذي أصبح ٌحتوي على3نسحب بالتتابع و بدون إحلال  : المرحلة الثالثة

 . كرة بعد المرحلة الثانٌة 12                       

𝐺 من المجال  𝑦 و 𝑥لكل  = 𝑥 :  نضع  1,2  ∗ 𝑦 =
2 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
 

     (        ℝ , +,∙) M3         فضاء متجهً حقٌقً و نضع                 و أن    :𝐴 =  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 .    

𝐴3:  تحقق أن  = 𝒪 ثم استنتج أن  𝐴      قاسم للصفر فً الحلقة  

𝐴2 :    تحقق أن  − 𝐴 + 𝐼  𝐴 + 𝐼 = 𝐼.   

,𝑀 𝑎:    نضع ℝ من 𝑏 و 𝑎لكل  𝑏 = 𝑎 ∙ 𝐼 + 𝑏 ∙ 𝐴 .                                  

𝐸:   و نعتبر المجموعة  =    𝑀 𝑎, 𝑏    /    𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ2     

,𝐸 بٌن أن   . فضاء متجهً حقٌقً و حدد أساسا له  ∙,+

𝐴 ثم استنتج أن المصفوفة   + 𝐼   ًٌتم تحدٌده                          تقبل مقلوبا ف  .     (        ℝ , +,×) M3  

  .𝐺 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ∗بٌن أن 

+ℝ نذكر أن  
∗    زمرة تبادلٌة  ×,

+ℝ  تشاكل تقابلً من 𝑓بٌن أن 
∗   . ∗,𝐺  نحو  ×,

 .  زمرة تبادلٌة و حدد عنصرها المحاٌد  ∗,𝐺 استنتج أن  

𝑓 𝑥 =
𝑥 + 2

𝑥 + 1
+ℝ المعرف من 𝑓و نعتبر التطبٌق  

 : بما ٌلً 𝐺 نحو ∗

 

0,50ٕ  

 

 

0,75ٕ  

0,50ٕ  

 
𝒪:   حلقة واحدٌة صفرها                     نذكر أن    =  

0 0 0
0 0 0
0 0 0

𝐼: و وحدتها     =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

         (        ℝ , +,×) M3   

0,50ٕ  

 
0,50ٕ  
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1,00ٕ  
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    (        ℝ , +,×) M3  
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(ن3,5 ) : انثانثانتمشٌه   

( ن 8,25 ) : انشاتغانتمشٌه   

𝑝 𝐸:   بٌن أن  ∩ 𝑁 =
12

55
  

   𝑝 𝐸أحسب 

 . قد تحقق 𝐸 علما أن الحدث 𝑅أحسب احتمال الحدث 

  .1 عددا عقدٌا ٌخالف 𝑎لٌكن 

𝑎نأخذ   = 𝑒𝑖𝜃  0  حٌث < 𝜃 < 𝜋.   

𝑎:   بٌن أن  − 1 = 2 sin  
𝜃

2
  𝑒

𝑖 
𝜃−𝜋

2
 

  

  .𝑧2 و 𝑧1استنتج الشكل المثلثً لكل من 

,ℴ المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم   𝑢  , 𝑣  .   

> ℜ 𝑎نفترض أن     . 𝐵′ 1 و  𝐶 𝑖 و  𝐵 −𝑖 و  𝐴 𝑎  و نعتبر النقط 0

  .𝑎 على التوالً بدلالة  𝐴𝐵  و  𝐴𝐶  منتصفً القطعتٌن 𝐾 و 𝐽حدد لحقً كل من 

 و قٌاس زاوٌته 𝐽 الدوران الذي مركزه 𝑟1لٌكن 
𝜋

2
 و قٌاس زاوٌته 𝐾 الدوران الذي مركزه 𝑟2و  .

𝜋

2
 

𝐶:  نضع  ′ = 𝑟1 𝐶   و  𝐴′ = 𝑟2 𝐴 .                                                                            

′𝑎:  بٌن أن  . ′𝐴 لحق ′𝑎 و ′𝐶 لحق ′𝑐و لٌكن  = 𝑧1  و  𝑐′ = 𝑧2.   

 أحسب  
𝑎 ′ −𝑐 ′

𝑎−1
  .′𝐴′𝐵′𝐶 ارتفاع فً المثلث  ′𝐴𝐵   ثم استنتج أن المستقٌم  

,0  الدالة العددٌة المعرفة على المجال 𝑓لتكن   :    بما ٌلً  ∞+
 
𝑓 𝑥 =

1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2

𝑓 0 = 1                        

  

lim  ثم أحسب    0 متصلة على الٌمٌن فً النقطة 𝑓بٌن أن الدالة 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

lim (                             ٌمكنك استعمال النتٌجة   ) 0 على الٌمٌن فً النقطة 𝑓أدرس قابلٌة اشتقاق 
𝑥→0+

𝑥 ln 𝑥 2 = 0 

,0  قابلة للاشتقاق على المجال 𝑓بٌن أن الدالة   : و أن مشتقتها معرفة بـ  .  ∞+

 ∀𝑥 > 0   ;  𝑓 ′ 𝑥 =
−𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥 

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2

 

𝐸 .  𝑧2    هما حلً المعادلة                                                                             :    بٌن أن  =
 𝑎 − 1  1 − 𝑖 

2
𝑧1   و    =

 𝑎 − 1  1 + 𝑖 

2
 

   = 𝐸 جمٌع الكرات المسحوبة فً المرحلة الثالثة سوداء    .  

 :نعتبر الأحداث التالٌة 

    = 𝑁 الكرة المسحوبة فً المرحلة الأولى سوداء    .  

    = 𝑅 الكرة المسحوبة فً المرحلة الأولى حمراء    .  

  .𝑓ضع جدول تغٌرات الدالة 
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 : التالٌة 𝑧 المعادلة ذات المجهول ℂنعتبر فً المجموعة 

 𝐸 ∶ 2 𝑧2 − 2 𝑎 − 1 𝑧 +  𝑎 − 1 2 = 0 
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𝑛∀    :تحقق أن  ≥ 1   ;   𝑣𝑛 = 𝑛2 ln arctan 𝑛  − ln arctan 𝑛 + 1     

𝑣𝑛  و                              :            نضع 𝑛لكل عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  = ln 𝑢𝑛  𝑢𝑛 =  
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

𝑛2

 

 :       باستعمال مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة بٌن أن 

 ∀𝑛 ≥ 1  ,  ∃ 𝑐 𝜖   𝑛 ; 𝑛 + 1      ;   𝑣𝑛 =
−𝑛2

 1 + 𝑐2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

𝑛∀  :   بٌن أن  ≥ 1   ;   
−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
< 𝑣𝑛 <

−𝑛2

 1 +  1 + 𝑛 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

lim :    أحسب النهاٌة 
𝑛∞

𝑢𝑛  

,0  من المجال 𝑥لكل  = 𝜑 𝑥:   نضع  ∞+ 𝑥 − 𝐹(𝑥).   

= 𝜑 𝑥 ، المعادلة  ℕ من 𝑛بٌن أنه لكل  𝑛 تقبل حلا وحٌدا  𝛼𝑛  0  فً المجال, +∞ .   

 (من أجل ذلك ٌمكن استعمال مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة  )

,0  الدالة العددٌة المعرفة على المجال 𝐹لتكن  = 𝐹 𝑥 :     بما ٌلً  ∞+  𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 

,ℴ  فً معلم متعامد ممنظم  𝐹المنحنى الممثل للدالة           و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .    
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

,𝑒  على المجال                        حدد دالة أصلٌة للدالة +∞ .  𝑥 ⟼
1

𝑥 ln 𝑥
 

𝑡∀  :بٌن أن  ≥ 𝑒   ;   𝑡 ln 𝑡 <  1 +  𝑡 ln 𝑡 2 <  2 𝑡 ln 𝑡 

lim :         و أن                                  :استنتج أن 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥)

𝑥
= 0 lim

𝑥→+∞
𝐹(𝑥) = +∞ 

  . ٌقبل نقطتً انعطاف المطلوب تحدٌد أفصول كل واحدة منهما            بٌن أن
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

≈ 𝐹 1نأخذ من أجل ذلك   )              أنشئ  𝐹  و  0,5  
1

𝑒
 ≈ 0,4  )  

𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

𝜑.  lim  ثم ادرس تغٌرات الدالة                                  :بٌن أن 
𝑥→+∞

𝜑(𝑥) = +∞ 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :  بٌن أن    𝛼𝑛 ≥ 𝑛    ثم أحسب   lim
𝑛∞

𝛼𝑛  

𝑛∀  :    بٌن أن  ≥ 1   ;   0 <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
<

𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓(𝑛) 

lim :     أحسب النهاٌة 
𝑛∞

 
𝛼𝑛

𝑛
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( ن 1,75 ) : انخامسانتمشٌه   

𝑡∀  :بٌن أن  ≥ 𝑒   ;   
1

 2
ln ln 𝑥 <  

1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  
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  التمرين  الأول 

                                                      :منهجٌة التفكٌر فً هذا السؤال

𝛼نضع   =  𝑥 − 1  𝑦 − 𝛽  و   1 =  𝑥 − 2  𝑦 − 2    
,𝑥 ∀:   نرٌد أن نبٌن أن  𝑦  𝜖 𝐺2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 𝜖 𝐺  

,𝑥 ∀:   ٌعنً نرٌد أن نبٌن أن  𝑦  𝜖 𝐺2  ;   1 < 𝑥 ∗ 𝑦 < 2 
                     : من أجل ذلك سوف نحتاج إلى أن نبٌن أن 

∀ 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐺2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 > 𝑥    و    1 ∗ 𝑦 < 2                            
 :   ٌعنً سوف نحتاج إلى أن نبٌن أن 

,𝑥 ∀:    ٌعنً  𝑦  𝜖 𝐺2  ;   𝛼 + 𝛽 > 𝛼  و  0 > 𝛽  و  0 > 0 

𝐺 عنصرٌن من المجال 𝑦 و 𝑥لٌكن  : إلى العمل =  1,2 .  

1:  إذن  < 𝑥 < 1  و  2 < 𝑦 < 2.   

0:  و منه  <  𝑥 − 1 < 0  و  1 <  𝑦 − 1 < 1.   

0:   أي  <  𝑥 − 1  𝑦 − 1 < 1  

𝑥 و هذا ٌعنً أن الكمٌة  − 1  𝑦 −          . كمٌة موجبة قطعا  1

𝑥 :    ٌعنً  − 1  𝑦 − 1 > 0  

1 : و لدٌنا كذلك  < 𝑥 < 1  و  2 < 𝑦 < 2   

1−  : إذن  <  𝑥 − 2 < 1−     و  0 <  𝑦 − 2 < 0   

𝑥 :  ٌعنً أن  − 𝑦   و   2 −  .  كمٌتان سالبتان قطعا  2

𝑥 :   ٌعنً . جداؤهما كمٌة موجبة قطعا : إذن  − 2  𝑦 − 2 > 0 

,𝑥 ∀:  فً المرحلة الأولى نبٌن أن  𝑦  𝜖 𝐺2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 > 1    

𝑥 :   و من أجل ذلك ننطلق من الكتابة   − 1  𝑦 − 1 > 0  

 :نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً الكمٌة الموجبة قطعا التالٌة 

,𝑥 ∀: و هذا ٌعنً أنه  𝑦  𝜖 𝐺2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 > 1    

,𝑥 ∀:    نبٌن أن  فً المرحلة الثانٌة  𝑦  𝜖 𝐺2  ;    𝑥 ∗ 𝑦 < 2 

𝑥 :  و من أجل ذلك ننطلق من الكتابة  − 2  𝑦 − 2 > 0   

𝑥 و نضٌف إلى كلا الطرفٌن الكمٌة   − 2  𝑦 − 2    

 :    ٌعنً 

 :نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً الكمٌة الموجبة قطعا 

,𝑥 ∀:  ٌعنً  𝑦  𝜖 𝐺2  ;   2 > 𝑥 ∗ 𝑦 

,𝑥 ∀:  نستنتج أن  2  و  1 من النتٌجتٌن  𝑦  𝜖 𝐺2  ;  1 < 𝑥 ∗ 𝑦 < 2 

,𝑥 ∀:     ٌعنً  𝑦  𝜖 𝐺2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 𝜖 𝐺 

  .𝐺 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ∗و بالتالً 

 :  تشاكلا ٌكفً أن نتحقق من أن 𝑓لكً ٌكون التطبٌق 

+ℝ عنصرٌن من المجموعة 𝑦 و 𝑥لٌكن 
∗.  

 : لدٌنا 

+ℝ  تشاكل من  𝑓إذن 
∗    . ∗,𝐺   نحو   ×,

 :    تقابلا ٌكفً أن ٌحقق ما ٌلً 𝑓لكً ٌكون 

= 𝑓 𝑥    تطبٌقا تقابلٌا عندما ٌكون للمعادلة𝑓ٌكون : أو بتعبٌر أسهل  𝑦 

+ℝ حل وحٌد فً  𝑥ذات المجهول 
  .𝑦  مرتبط بـ ∗

+ℝ و لنحل فً 𝐺 عنصرا من المجموعة 𝑦لٌكن 
= 𝑓 𝑥   المعادلة∗ 𝑦.  

𝑥 نضرب طرفً هذه المعادلة فً العدد الغٌر المنعدم  + 1           

𝑥 :   نجد  + 2 = 𝑦 𝑥 + 1  

𝑥:   ٌعنً  + 2 = 𝑥𝑦 + 𝑦 ًٌعن     :𝑥 1 − 𝑦 =  𝑦 − 1    

𝑦:   أي  − 𝑦𝑦′ − 2 + 2𝑦′ = 𝑦′ − 2 − 𝑦𝑦′ + 2𝑦 

𝑥    و نضٌف إلى كلا الطرفٌن الكمٌة  − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2   

𝑥 2 :نحصل على  − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 

>  𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 1  𝑦 − 2  

1

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
 

2  𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2  

>  𝑥 − 2  𝑦 − 2 + 2 𝑥 − 1  𝑦 − 1  

 :  نحصل على 
2 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
> 1 

2 𝑥 − 2  𝑦 − 2 >  𝑥 − 2  𝑦 − 2  ∶  نجد  

𝑥 2  ثم نضٌف بعد ذلك إلى طرفً هذه المتفاوتة الكمٌة − 1  𝑦 − 1  

𝑥 2 : نجد  − 1  𝑦 − 1 + 2 𝑥 − 2  𝑦 − 2 

>  𝑥 − 2  𝑦 − 2 + 2 𝑥 − 1  𝑦 − 1  

1

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
 

2 >
2 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
    ∶  نجد   

∀ 𝑥, 𝑦 𝜖 ℝ+
∗   ;   𝑓 𝑥 × 𝑦 = 𝑓(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦) 

 ∀𝑦𝜖𝐺  ,   ∃! 𝑥 𝜖 ℝ+
∗    ∶   𝑓 𝑥 = 𝑦 

:   هذه المعادلة تصبح 

                              

𝑥   مع      > 0   

𝑥 + 2

𝑥 + 1
= 𝑦 

            نضرب طرفً هذه المعادلة فً العدد الغٌر المنعدم   
1

1 − 𝑦
 

𝑥 =
𝑦 − 2

1 − 𝑦
     ∶  نجد   

 .   وحٌد لأنه إذا افترضنا غٌر ذلك             نلاحظ أن التعبٌر  
𝑦 − 2

1 − 𝑦
 

𝑦 − 2

1 − 𝑦
=

𝑦′ − 2

1 − 𝑦′
 :     فإنه سوف نحصل على  

𝑓 𝑥 ∗ 𝑓 𝑦 =  
𝑥 + 2

𝑥 + 1
 ∗  

𝑦 + 2

𝑦 + 1
  

=
2  

𝑥 + 2
𝑥 + 1

− 1  
𝑦 + 2
𝑦 + 1

− 1 +  
𝑥 + 2
𝑥 + 1

− 2  
𝑦 + 2
𝑦 + 1

− 2 

 
𝑥 + 2
𝑥 + 1

− 1  
𝑦 + 2
𝑦 + 1

− 1 +  
𝑥 + 2
𝑥 + 1

− 2  
𝑦 + 2
𝑦 + 1

− 2 
 

=
 

2
𝑥 + 1  

1
𝑦 + 1 +  

−𝑥
𝑥 + 1  

−𝑦
𝑦 + 1 

 
1

𝑥 + 1  
1

𝑦 + 1 +  
−𝑥

𝑥 + 1  
−𝑦

𝑦 + 1 
 

=
𝑥𝑦 + 2

𝑥𝑦 + 1
= 𝑓(𝑥 × 𝑦) 

𝑓 𝑥 ∗ 𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑥 × 𝑦)  إذن   : 

𝑥 =
𝑦′ − 2

1 − 𝑦′
                       ٌحقق    ′𝑦أي وجود عدد آخر  

 :    تطبٌق معرف بما ٌلً 𝑓لدٌنا 

𝑓 ∶    ℝ+
∗ ,×   ⟼    𝐺,∗                      

𝑥  ⟼   
𝑥 + 2

𝑥 + 1

 

I 1 

I 2 أ 

 1  

 2  

∀  𝑥, 𝑦  𝜖 𝐺2  ;   
2𝛼 + 𝛽

𝛼 + 𝛽
>     و  0

2𝛼 + 𝛽

𝛼 + 𝛽
< 2 
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𝑦 :   أي  − 𝑦′ = 𝑦:      أي 0 = 𝑦′   

+ℝٌكفً الآن أن نتحقق من أن هذا الحل ٌنتمً إلى  
∗.   

1:  لدٌنا  < 𝑦 < 1−:    إذن 2 <  𝑦 − 2 < 0   

1:  و لدٌنا  < 𝑦 < 1−:    إذن 2 <  1 − 𝑦 < 0   

𝑦 إذن  − 1  و  2 − 𝑦 كمٌتان سالبتان قطعا                        .

 .أي أن خارجهما كمٌة موجبة قطعا 

+ℝ تقابل من 𝑓ٌعنً أن 
  .𝐺 نحو ∗

+ℝ  تشاكل تقابلً من  𝑓 : خلاصة
∗    . ∗,𝐺   نحو   ×,

نعلم أن التشاكل التقابلً ٌحافظ على البنٌة الجبرٌة لمجموعة الإنطلاق 

ٌُحولها إلى مجموعة الوصول   .و 

   . ⊺,𝐹  نحو   ∗,𝐸  من مجموعة 𝑓ٌعنً أنه عندما نتوفر على تشاكل تقابلً 
انطلاقا من البنٌة الجبرٌة       ⊺, فإنه نستنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة 

  . 𝑓 عن طرٌق التطبٌق  ∗,𝐸 للمجموعة 

  .𝐸 فً ∗ هو العنصر المحاٌد للقانون 𝑒 حلقة و  ⊺,∗,𝐸 لتكن  : تذكير

𝐴3:    إذن  = 𝒪 

𝐴3:    و لدٌنا  = 𝐴 × 𝐴2 = 𝒪 

𝐴2:    مع  =  
0 0 3
0 0 0
0 0 0

 ≠ 𝒪 

𝐴 : ٌعنً  + 𝐼 ×  𝐴2 − 𝐴 + 𝐼 =  𝐴2 − 𝐴 + 𝐼 ×  𝐴 + 𝐼 = 𝐼 

𝐴 : و لدٌنا  + 𝐼 =  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 +  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =  
1 3 2
0 1 1
0 0 1

  
 :     تشاكل تقابلً معرف بما ٌلً 𝑓فً هذا السؤال لدٌنا 

𝑓 ∶    ℝ+
∗ ,×  ⟼   𝐺,∗  

   تقبل حلا وحٌدا و هو            إذن المعادلة        
𝑦 − 2

1 − 𝑦
 𝑓 𝑥 = 𝑦 

;   𝑦 𝜖  1,2 ∀ :     ٌعنً أنه ٌكفً أن نبٌن أن    
𝑦 − 2

1 − 𝑦
> 0 

;   𝑦 𝜖  1,2 ∀ :    ٌعنً    
𝑦 − 2

1 − 𝑦
> 0 

,  𝑦𝜖𝐺∀  :    إذن    ∃! 𝑥 =
𝑦 − 2

1 − 𝑦
 𝜖 ℝ+

∗   ∶   𝑓 𝑥 = 𝑦 

 انطلاقا من البنٌة الجبرٌة             إذن نستنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة 

+ℝ لـ 
∗   .𝑓 عن طرٌق التطبٌق  ×,

  𝐺,∗  

+ℝ و بما أن 
∗     1 زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد هو العدد الحقٌقً  ×,

  𝑓 1  زمرة تبادلٌة كذلك عنصرها المحاٌد هو العدد الحقٌقً  ∗,𝐺 فإن  

أي العدد 
3

2
 :   و للتأكد من ذلك ٌكفً أن تتحقق من أن  . 

 ∀𝑥𝜖𝐺   ;   𝑥 ∗
3

2
=

3

2
∗ 𝑥 = 𝑥 

 :  قاسم للصفر إذا تحققت الشروط التالٌة 𝐸 من 𝑥نقول بأن عنصرا 

 
 𝑥 ≠ 𝑒                                                   
 ∃ 𝑦 𝜖 𝐸 ∖  𝑒   ;   𝑥 ⊺ 𝑦 = 𝑦 ⊺ 𝑥 = 𝑒

  

𝒪  التً صفرها                    نعتبر الحلقة الواحدٌة       =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

   

𝐼و وحدتها   =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .   

    (        ℝ , +,×) M3  

𝐴 نلاحظ فً البداٌة أن       ≠ 𝒪 

     𝒪 تخالف 2  و توجد مصفوفة و هً           إذن نستنتج أن  

𝐴و تحقق   × 𝐴2 = 𝐴2 × 𝐴 = 𝒪   

𝐴 ≠ 𝒪 

 𝐴2 − 𝐴 + 𝐼 ×  𝐴 + 𝐼 = 𝐴3 + 𝐴2 − 𝐴2 − 𝐴 + 𝐴 + 𝐼 

= 𝐴3 + 𝐼 = 𝒪 + 𝐼 = 𝐼 

 تبادلً فً   × إذن 𝐼   حلقة تبادلٌة وحدتها                      و نعلم أن    

. 

    (        ℝ , +,×) M3       ℝ  M3  

𝐴 و بالتالً   + 𝐼    ًمصفوفة قابلة للقلب ف                              

𝐴2 و مقلوبها هو المصفوفة   − 𝐴 + 𝐼 .   

    (        ℝ , +,×) M3  

 .و بالتالً فإن التعبٌر             وحٌد 
𝑦 − 2

1 − 𝑦
 

                                          مصفوفتان من   𝐼 و 𝐴و بما أن 

𝐴2 فإن المصفوفة  − 𝐴 + 𝐼    عنصر من  

     ℝ  M3  
     ℝ  M3  

𝐴3 :لدٌنا  = 𝐴 × 𝐴 × 𝐴 

=  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 ×  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 ×  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

  

=  
0 0 3
0 0 0
0 0 0

 ×  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 𝒪 

𝒪لدٌنا المصفوفة   =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

  فً +  هً العنصر المحاٌد لـِ  

 

     ℝ  M3  

, ℝ        )      قاسم للصفر فً الحلقة     𝐴المصفوفة  :إذن حسب التذكٌر  +,×) M3  

  :                                                                       خلاصة

 مقلوب المصفوفة  
1 3 2
0 1 1
0 0 1

   هً المصفوفة   
1 −3 1
0 1 −1
0 0 1

 .   

 :  و لدٌنا كذلك 

 𝐴2 − 𝐴 + 𝐼 =  
0 0 3
0 0 0
0 0 0

 −  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 +  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

=  
0 −3 1
0 0 −1
0 0 0

 +  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

=  
1 −3 1
0 1 −1
0 0 1

  

  .𝐹 تبادلً أو تجمٌعً فً ⊺ فإن 𝐸 تبادلً أو تجمٌعً فً ∗إذا كان 

 هو العنصر  𝑓 𝑒 فإن 𝐸 فً ∗ هو العنصر المحاٌد للقانون 𝑒إذا كان 

  .𝐹 فً ⊺المحاٌد للقانون 

 هو مماثل 𝑓(𝑥′) فإن 𝐸 فً ∗ بالنسبة للقانون 𝑥 هو مماثل ′𝑥إذا كان 

𝑓(𝑥) فً ⊺ بالنسبة للقانون 𝐹  

 : و من ثم 

I 2 ب 

II 1 ب 

II 1 أ 

 𝐹,⊺  

𝐴2 
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,𝐸 لكً ٌكون     فضاء متجهً حقٌقً                          ∙,+

 :ٌكفً أن نتحقق من الشروط التالٌة 

 . هو ضرب مصفوفة فً عدد حقٌقً ∙و 

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتان من  𝐸.  

,𝐸 :   نستنتج أن  2  و  1 من النتٌجتٌن     فضاء متجهً حقٌقً ∙,+

,𝐼 نعتبر الأسرة  𝐴 .  
,𝐼 من الواضح أن الأسرة  𝐴  ًمولدة للفضاء المتجه  𝐸, +,∙ .  

,𝑀 𝑎 ∀:    لأن  𝑏  𝜖 𝐸 ;   𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑎𝐼 + 𝑏𝐴 

 𝐴 و 𝐼 تكتب على شكل تألٌفة خطٌة للمصفوفتٌن 𝐸ٌعنً أن كل مصفوفة من 

,𝐼 لنبٌن الآن أن الأسرة  . 𝐴  حرة . 

  .𝐴 و 𝐼من أجل ذلك ننطلق من تألٌفة خطٌة منعدمة للمصفوفتٌن 

,     إذن الأسرة 𝐴  حرة . 

,𝐼 و بما أن  𝐴  ًأسرة حرة و مولدة للفضاء المتجه 𝐸 فإنها أساس لهذا 

 الفضاء المتجهً الحقٌقً

 التمرين الثانـــي 

عندما نسحب عشوائٌا بالتتابع و بإحلال أربع كرات من صندوق ٌحتوي 

 . نتٌجة ممكنة 74 كرات فإن هذه التجربة العشوائٌة تحتمل 7على 
= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω:     ٌعنً  74 = 2401 

 . هو كون إمكانٌات هذه التجربة العشوائٌة Ω: بحٌث 

 𝑋 هو المتغٌر العشوائً الذي ٌربط كل عملٌة بعدد الكرات السوداء 

 𝑋إذن القٌم التً ٌمكن أن ٌأخذها المتغٌر العشوائً . المسحوبة من الصندوق 

= 𝑋 Ω:    ٌعنً  . 4 أو 3 أو 2 أو 1 أو 0هً   0,1,2,3,4  

  .𝑋 من قٌم المتغٌر العشوائً 𝑘لنحسب إذن احتمال كل قٌمة 

𝒑 𝑿: لنحسب  = 𝟎   

𝑋 الحدث  =  34 هو الحصول على أربع كرات كلها حمراء و توجد  0

 .امكانٌة لسحب الكرات الأربع 

𝒑 𝑿: لنحسب  = 𝟏   

𝑋 الحدث  =  هو الحصول على كرة سوداء واحدة و ثلاث كرات  1

 :و من أجل ذلك لدٌنا . حمراء 

  إمكانٌة لسحب الكرة السوداء41 

 𝐶4
  إمكانٌة لاختٌار السحبة صاحبة الكرة السوداء1

  إمكانٌة لسحب ثلاث كرات حمراء33 

𝒑 𝑿:  لنحسب  = 𝟐    

𝑋 الحدث  = .  هو الحصول على كرتٌن حمراوٌن و كرتٌن سوداوٌن  2

 :و من أجل ذلك لدٌنا 

 . إمكانٌة لسحب الكرتٌن السوداوٌن 42 

 𝐶4
 . إمكانٌة لاختٌار مكان الكرتٌن السوداوٌن 2

 . إمكانٌة لسحب الكرتٌن الحمراوٌن 32 

  ℝ  M3       هو جمع المصفوفات فً     +و 

,𝐸 فً البداٌة نبٌن أن  , ℝ        )      زمرة جزئٌة من الزمرة    + +) M3  
  ℝ  M3       جزء غٌر فارغ من    𝐸لدٌنا 

,𝐸 إذن  , ℝ        )      زمرة جزئٌة من الزمرة     + +) M3  
,𝐸  فإن                  تبادلً فً +و بما أن    ℝ  M3        زمرة تبادلٌة +

 جزء من الفضاء المتجهً 𝐸نستنتج الخاصٌات المتبقٌة من خلال كون 

                                                                      ∙  جزء مستقر بالنسبة للقانون 𝐸  و كون                          الحقٌقً  

,𝑀 𝑎 ∀: و ذلك لأن  𝑏  𝜖 𝐸 , ∀𝛼𝜖ℝ  ;   𝛼 ∙ 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑀 𝛼𝑎, 𝛼𝑏  𝜖 𝐸  

    (        ℝ , +,∙) M3  

𝑎 ∙ 𝐼 + 𝑏 ∙ 𝐴 = 𝒪 

⟹    
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

 +  
0 3𝑏 2𝑏
0 0 𝑏
0 0 0

 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

  

⟹    
𝑎 3𝑏 2𝑏
0 𝑎 𝑏
0 0 𝑎

 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

  

⟹    
 𝑎 = 0
 𝑏 = 0

  

 

R 

N 

N N 

N 

R R 

𝑃𝑋  ∶    0,1,2,3,4   ⟼    0,1                                             

𝑘  ⟼   𝑃𝑋 𝑘 = 𝑝 𝑋 = 𝑘 
 

المعرف على        سٌكون إذن التطبٌق 𝑋قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

 :     بما ٌلً  0,1  نحو المجال  0,1,2,3,4 المجموعة 

𝑃𝑋  

,𝑀 𝑎:                   لدٌنا  𝑏 − 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑎𝐼 + 𝑏𝐴 − 𝑐𝐼 − 𝑑𝐴 

=  𝑎 − 𝑐 𝐼 +  𝑏 − 𝑑 𝐴 

= 𝑀  𝑎 − 𝑐  ; 𝑏 − 𝑑   𝜖 𝐸 

 
∀ 𝑥, 𝑦 𝜖 𝐸
∀ 𝛼, 𝛽 𝜖 ℝ

 ;   

 
 
 

 
 

  

,𝐸   زمرة تبادلٌة +                   

𝛼 ∙  𝑥 + 𝑦 = 𝛼 ∙ 𝑥 + 𝛼 ∙ 𝑦
 𝛼 + 𝛽 ∙ 𝑥 = 𝛼 ∙ 𝑥 + 𝛽 ∙ 𝑥  
 𝛼 × 𝛽 ∙ 𝑥 = 𝛼 ∙  𝛽 ∙ 𝑥      
1 ∙ 𝑥 = 𝑥                                 

   

 ℝ      هو الضرب فً ×بحٌث 

𝑝 𝑋 :إذن  = 0 =
34

74
=

81

2401
 

  :     إذن 
∀ 𝐴, 𝐵 𝜖 𝐸
∀ 𝛼, 𝛽 𝜖 ℝ

 ;   

 
 
 

 
 

  

,𝐸   زمرة تبادلٌة +                   

𝛼 ∙  𝐴 + 𝐵 = 𝛼 ∙ 𝐴 + 𝛼 ∙ 𝐵
 𝛼 + 𝛽 ∙ 𝐴 = 𝛼 ∙ 𝐴 + 𝛽 ∙ 𝐴  
 𝛼 × 𝛽 ∙ 𝐴 = 𝛼 ∙  𝛽 ∙ 𝐴      
1 ∙ 𝐴 = 𝐴                                 

   

𝑝 𝑋 : إذن  = 1 =
41 × 𝐶4

1 × 33

74
=

432

2401
 

𝑝 𝑋 :  إذن  = 2 =
42 × 𝐶4

2 × 32

74
=

864

2401
 

I 

II 2 

1 

 𝐼, 𝐴  

 𝟏  

 𝟐  
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𝒑 𝑿:   لنحسب  = 𝟑  

𝑋 الحدث  =  هو الحصول على ثلاث كرات سوداء و كرة حمراء  3

 : و من أجل ذلك لدٌنا . واحدة 

 . إمكانٌة لسحب الكرة الحمراء 31 

 𝐶4
 . إمكانٌة لاختٌار السحبة صاحبة الكرة الحمراء 1

 . إمكانٌة لسحب الكرات السوداء الثلاث 43 

𝒑 𝑿:  لنحسب  = 𝟒   

𝑋 الحدث  =  . هو الحصول على أربع كرات كلها سوداء  4

 المعرف بما ٌلً 𝑃𝑋 هو التطبٌق 𝑋و بالتالً قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

: 

 :و للتأكد من صحة الجواب ٌجب أن نحصل على 

81

2401
+

432

2401
+

864

2401
+

768

2401
+

256

2401
= 1 

𝑝 𝐸:    لدٌنا  ∩ 𝑁 = 𝑝𝑁 𝐸 × 𝑝 𝑁  

 هو الحصول على ثلاث كرات سوداء من خلال 𝐸و لدٌنا كذلك الحدث 

 .ثلاث سحبات متتابعة بدون إحلال 

 فً المرحلة الثالثة إلى ثلاث أحداث جزئٌة 𝐸إذن نستطٌع تجزيء الحدث 

 : و مستقلة فٌما بٌنها و هً 

 𝐸1 : الحصول على كرة سوداء فً السحبة الأولى 

 𝐸2 : الحصول على كرة سوداء فً السحبة الثانٌة 

 𝐸3 : الحصول على كرة سوداء فً السحبة الثالثة 

𝐸:    إذن نكتب  = 𝐸1 ∩ 𝐸2 ∩ 𝐸3 

= 𝑝𝑁 𝐸:  و منه  𝑝𝑁 𝐸1 × 𝑝𝑁 𝐸2 × 𝑝𝑁 𝐸3  

 التمرين الثالــــث 

  .𝑧2 و 𝑧1 تقبل حلٌن عقدٌٌن  𝐸 إذن المعادلة 

𝑎 :    بحٌث 𝜑 و 𝑟هدفنا هو البحث عن  − 1 = 𝑟 𝑒𝑖𝜑.   

− cos 𝜃:     ٌعنً  1 + 𝑖 sin 𝜃 = 𝑟 cos 𝜑 + 𝑖 𝑟 sin 𝜑  

  :      أي 
cos 𝜃 − 1 = 𝑟 cos 𝜑 

sin 𝜃 = 𝑟 sin 𝜑         
  

 :   من خلال دمج مربعً هاتٌن المتساوٌتٌن 

− cos 𝜃 :    نجد   1 2 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑟2 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃  

𝐸 𝑋 =  𝑘 ∙ 𝑝 𝑋 = 𝑘 

4

0

 

= 0  
81

2401
 + 1  

432

2401
 + 2  

864

2401
 + 3  

768

2401
 + 4  

256

2401
  

=
5488

2401
=

16

7
 

𝑝 𝐸 = 𝑝 𝐸 ∩ 𝑁 + 𝑝 𝐸 ∩ 𝑅  

=
12

55
+ 𝑝𝑅 𝐸1 × 𝑝𝑅 𝐸2 × 𝑝𝑅 𝐸3 × 𝑝 𝑅  

=
12

55
+

4

12
×

3

11
×

2

10
×

3

7
 

=
12

55
+

72

9240
=

87

385
 

  𝒑𝑬 𝑹لنحسب   

𝑝𝐸 𝑅 =
𝑝 𝑅 ∩ 𝐸 

𝑝 𝐸 
=

𝑝𝑅 𝐸 × 𝑝 𝑅 

𝑝 𝐸 
 

=
𝑝𝑅 𝐸1 × 𝑝𝑅 𝐸2 × 𝑝𝑅 𝐸3 × 𝑝 𝑅 

𝑝 𝐸 
 

=

4
12

×
3

11
×

2
10

×
3
7

87
385

=
1

29
 

 :   المعادلة التالٌة ℂلنحل فً مجموعة الأعداد العقدٌة 
 𝐸 ∶ 2 𝑧2 − 2 𝑎 − 1 𝑧 +  𝑎 − 1 2 = 0 

𝑎لدٌنا   = 𝑒𝑖𝜃  0  مع < 𝜃 < 𝜋 إذن    : 𝑎 − 1 = 𝑒𝑖𝜃 − 1   

 𝑎 − 1 = 𝑒𝑖𝜃 − 1 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 − 1 

= cos 𝜃 − 1 + 𝑖 sin 𝜃  

𝑝 𝐸 :    ٌعنً  ∩ 𝑁 = 𝑝𝑁 𝐸 × 𝑝 𝑁  

= 𝑝𝑁 𝐸1 × 𝑝𝑁 𝐸2 × 𝑝𝑁 𝐸3 × 𝑝 𝑁  

=
9

12
×

8

11
×

7

10
×

4

7
=

2016

9240
=

12

55
 

𝑃𝑋  ∶    0,1,2,3,4   ⟼    0,1                                             

0  ⟼   𝑃𝑋 0 =
81

2401

1  ⟼   𝑃𝑋 1 =
432

2401

2  ⟼   𝑃𝑋 2 =
864

2401

3  ⟼   𝑃𝑋 3 =
768

2401

4  ⟼   𝑃𝑋 4 =
256

2401

 

=∆:                                      لدٌنا  4 𝑎 − 1 2 − 8 𝑎 − 1 2 

= −4 𝑎 − 1 2 

=  2𝑖 𝑎 − 1  
2

 

𝑧1 =
2 𝑎 − 1 + 2𝑖 𝑎 − 1 

4
=

 𝑎 − 1  1 + 𝑖 

2
 

𝑧2 =
2 𝑎 − 1 − 2𝑖 𝑎 − 1 

4
=

 𝑎 − 1  1 − 𝑖 

2
 

𝑝 𝑋 :   إذن  = 3 =
31 × 𝐶4

1 × 43

74
=

768

2401
 

𝑝 𝑋 :    إذن  = 4 =
44

74
=

256

2401
 

II 2 

3 II 

I 1 

I 2 

II 1 

I 2 أ 
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𝑐𝑜𝑠2𝜃:  ٌعنً  − 2 cos 𝜃 + 1 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑟2  

1 2:   ٌعنً  − cos 𝜃 = 𝑟2 

2:   ٌعنً   1 −  2 𝑐𝑜𝑠2  
𝜃

2
 − 1  = 𝑟2 

2:      ٌعنً   2 − 2 𝑐𝑜𝑠2  
𝜃

2
  = 𝑟2 

4:      ٌعنً   1 −  𝑐𝑜𝑠2  
𝜃

2
  = 𝑟2 

𝑠𝑖𝑛2 4:      ٌعنً   
𝜃

2
 = 𝑟2 

𝑟:   ٌعنً  = 2 𝑠𝑖𝑛  
𝜃

2
𝑟   و    > 0   

sinو ننطلق من الكتابة    . 𝜑ٌكفً الآن تحدٌد قٌمة  𝜃 = 𝑟 sin 𝜑   

sin:    ٌعنً   2 ∙
𝜃

2
 = 2 sin  

𝜃

2
 sin 𝜑  

2:    ٌعنً  sin  
𝜃

2
 cos  

𝜃

2
 = 2 sin  

𝜃

2
 sin 𝜑  

cos:   ٌعنً   
𝜃

2
 = sin 𝜑   

cos:   ٌعنً   
𝜃

2
 = cos  

𝜋

2
− 𝜑   

cos:    ٌعنً   
𝜃

2
 = cos  𝜑 −

𝜋

2
  

:    ٌعنً 
𝜃

2
≡ 𝜑 −

𝜋

2
  2𝜋  

′𝑐   و     = 𝑧2  إذن   :𝑎′ = 𝑧1  

  . ′𝐴′𝐶  عمودي على المستقٌم  ′𝐴𝐵 و هذا ٌعنً أن المستقٌم 
                  ′𝐴′𝐵′𝐶 ارتفاع فً المثلث   ′𝐴𝐵 أي أن المستقٌم 

⊥ ′𝐴′𝐶    و   ′𝐵′𝜖  𝐴𝐵لأن     𝐴𝐵′ .  

 التمرين الرابـــع 

 . متصلة على ٌمٌن الصفر 𝑓و هذا ٌعنً أن الدالة 

 : فً البداٌة لدٌنا 

 1 + 𝑖 =  2  
 2

2
+  i 

 2

2
 =  2  cos

π

4
+ i sin

π

4
 =  2e

iπ
4  

 :  و لدٌنا كذلك 

 1 − 𝑖 =  2  cos  
−π

4
 + i sin  

−π

4
  =  2e

−iπ
4  

𝑧1 :    إذن  =
 𝑎 − 1  1 + 𝑖 

2
=

1

2
∙ 2 sin  

𝜃

2
 ∙  2 𝑒

𝑖𝜋
4  

=  2 sin  
𝜃

2
  𝑒

𝑖𝜋
4  

𝑧2 =
 𝑎 − 1  1 − 𝑖 

2
=

1

2
∙ 2 sin  

𝜃

2
 ∙  2 𝑒

−𝑖𝜋
4  

=  2 sin  
𝜃

2
  𝑒

−𝑖𝜋
4  

  . 𝐴𝐶  هً منتصف القطعة 𝐽لدٌنا 

  . 𝐴𝐵  هً منتصف القطعة 𝐾و لدٌنا 

= 𝑎𝑓𝑓 𝐽 :إذن 
𝑎𝑓𝑓 𝐴 + 𝑎𝑓𝑓 𝐶 

2
=

𝑎 + 𝑖

2
 

= 𝑎𝑓𝑓 𝐾 :    إذن 
𝑎𝑓𝑓 𝐴 + 𝑎𝑓𝑓 𝐵 

2
=

𝑎 − 𝑖

2
 

 و زاوٌته𝐾 دوران مركزه       و بنفس الطرٌقة لدٌنا 
2

  𝑟2 

= 𝑟1 𝐶 : إذن حسب التعرٌف العقدي للدوران نكتب                       و لدٌنا  𝐶′ 

 و زاوٌته 𝐽 دوران مركزه      لدٌنا 
2

.  𝑟1 

 :إذن 
𝑎′ − 𝑐′

𝑎 − 1
= 𝑖  و منه  : arg  

𝑎′ − 𝑐′

𝑎 − 1
 ≡

𝜋

2
  𝜋  

,        𝐵′𝐴  :    ٌعنً  𝐶′𝐴′                    
 ≡

𝜋

2
  𝜋  

lim : لدٌنا 
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
=

1

 1 +  0+ 2
 

=
1

 1 + 0
= 1 = 𝑓(0) 

  .∞+ بجوار 𝑓لنحسب الآن نهاٌة 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
=

1

 1 +  +∞ 2
 

=
1

 1 + ∞
=

1

+∞
= 0 

𝜑ٌعنً  ≡
𝜃−𝜋

2
  2𝜋      

𝑎 :    إذن  − 1 = 2 sin  
𝜃

2
 𝑒

𝑖 
𝜃−𝜋

2
 

 

 𝑎𝑓𝑓 𝐶′ − 𝑎𝑓𝑓 𝐽  = 𝑒
𝑖𝜋
2  𝑎𝑓𝑓 𝐶 − 𝑎𝑓𝑓 𝐽   

⟺   𝑐′ −
𝑎 + 𝑖

2
 = 𝑖  𝑖 −

𝑎 + 𝑖

2
  

⟺  𝑐′ =
−1 − 𝑖𝑎 + 𝑎 + 𝑖

2
 =

 𝑎 − 1  1 − 𝑖 

2
= 𝑧2 

= 𝑟2 𝐴 : إذن حسب التعرٌف العقدي للدوران نكتب                      و لدٌنا  𝐴′ 

 𝑎𝑓𝑓 𝐴′ − 𝑎𝑓𝑓 𝐾  = 𝑒
𝑖𝜋
2  𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝐾   

⟺   𝑎′ −
𝑎 − 𝑖

2
 = 𝑖  𝑎 −

𝑎 − 𝑖

2
  

=
 𝑎 − 1  1 + 𝑖 

2
= 𝑧1 ⟺  𝑎′ =

𝑖𝑎 − 1 + 𝑎 − 𝑖

2
 

 :لدٌنا 
𝑎′ − 𝑐′

𝑎 − 1
=

 𝑎 − 1  𝑖 + 1 
2

−
 𝑎 − 1  1 − 𝑖 

2
𝑎 − 1

1

 

=
 𝑎 − 1  𝑖 + 1 − 1 + 𝑖 

2
×

1

 𝑎 − 1 
 

=
𝑖 𝑎 − 1 

 𝑎 − 1 
= 𝑖 

lim :إذن 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 

lim :إذن 
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) 

II 2 

II 3 

I 2 ب 

 أ 1

II 1 

𝜋

2
 

𝜋

2
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1 نضرب البسط و المقام فً المرافق   +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2  نجد     : 

𝑓𝑑 قابلة للإشتقاق على ٌمٌن الصفر و 𝑓و هذا ٌعنً أن الدالة 
′  0 = 0.  

 .         𝐼 دالة معرفة و قابلة للإشتقاق على مجال 𝑔إذا كانت  : تذكير

  .𝐽 دالة معرفة و قابلة للإشتقاق على مجال 𝑓و كانت 

𝑓إذن تكون الدالة  ∘ 𝑔 قابلة للإشتقاق على المجال 𝐼 إذا كان   :𝑔 𝐼 ⊆ 𝐽   

;𝑥 𝜖  0 ∀:  و نضع  +∞   ;   𝜓 𝑥 = 𝑥 ln 𝑥 
;𝑥 𝜖  0 ∀:    إذن  +∞   ;   𝑓 𝑥 = 𝜑 ∘ 𝜓  𝑥  

,0  دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال 𝜓لدٌنا  +∞   

  .ℝ دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على 𝜑و 

𝜑إذن تكون الدالة  ∘ 𝜓 0  قابلة للاشتقاق على; +∞                

,𝜓   0:    إذا كان  +∞   ⊆ ℝ 

,0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  +∞ .  

= 𝜓 𝑥:      لدٌنا  𝑥 ln 𝑥 𝜖  
1

𝑒
, +∞ ⊂ ℝ 

,𝜓   0:     إذن  +∞   ⊆ ℝ 

𝑓إذن الدالة   = 𝜑 ∘ 𝜓 0   قابلة للاشتقاق على المجال; +∞ .  

𝑓إذن إشارة  ′(𝑥)  تتعلق بإشارتً الكمٌتٌن  ln 𝑥   1   و + ln 𝑥 .   

lnالكمٌة  𝑥 ً1 و الكمٌة  1  تنعدم ف + ln 𝑥 ًتنعدم ف  
1

𝑒
.  

 : كما ٌلً 𝑓نستنتج إذن جدول تغٌرات الدالة 

 : نحسب النهاٌة التالٌة 0 على الٌمٌن فً 𝑓لدراسة اشتقاق الدالة 

lim
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
  

 :و من أجل ذلك نستعٌن بالنهاٌتٌن التالٌتٌن 

lim
𝑥→0+

𝑥  ln 𝑥 2 = lim      و       0
𝑥→0+

 𝑥 ln 𝑥 = 0 

lim :   لدٌنا 
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+

1

𝑥
 

1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
− 1  

= lim
𝑥→0+

1

𝑥
 

1 −  1 +  𝑥 ln 𝑥 2

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
  

= 𝑓 𝑥 :    لدٌنا 
1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
 

;   𝑥𝜖ℝ∀  :نضع    𝜑 𝑥 =
1

 1 + 𝑥2
 

𝑥∀  : نلاحظ فً البداٌة أن  > 0   ;    1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2 > 0 

𝑓 : إذن  ′ 𝑥 =
−1

2
 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 

−1
2

−1 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 ′  

=
−1

2
 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 

−3
2  2𝑥 ln 𝑥  𝑥 ln 𝑥 ′  

=
−1

2
 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 

−3
2  2𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥  

=
−𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥 

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2

 

,0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن   :    لدٌنا  .  ∞+

𝑓 𝑥 =
1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
=  1 +  𝑥 ln 𝑥 2 

−1
2  

𝑥∀  : إذن  > 0   ;   𝑓 ′(𝑥) =
−𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥 

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2

 

1

𝑒
 0 +∞ 1 𝒙 

1 + ln 𝑥 

ln 𝑥 

𝑓 ′(𝑥) 

𝑓 

− 

− 

− 

− 

+ 

+ 

+ 

+ 

− 

1 1 

𝑓 
1

𝑒
  0 

0 

0 

0 

0 

;𝑥 𝜖  𝑒:  بما أن  ln:     فإن  ∞+ 𝑥 ≥ 1   

𝑥 نجد أن الدالة  0 تساوي 𝑐نأخذ الثابتة  → ln ln 𝑥  دالة أصلٌة  

𝑥للدالة   →
1

𝑥 ln 𝑥
;𝑒   على المجال  +∞ .  

𝑥و أشٌر إلى أن   → ln ln 𝑥  1   دالة معرفة و متصلة على; +∞  

,𝑒 إذن فهً متصلة على  ,𝑒 :   لأن  ∞+ +∞  ⊂   1, +∞ .   

  : لدٌنا 
1

𝑥 ln 𝑥
𝑑𝑥 =  

 
1
𝑥 

ln 𝑥
𝑑𝑥 =  

 ln 𝑥 ′

 ln 𝑥 
𝑑𝑥 

= ln  ln 𝑥  + 𝑐    ;    𝑐𝜖ℝ 

lim :إذن 
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 = 0 

= lim
𝑥→0+

1

𝑥
 

1 −  1 +  𝑥 ln 𝑥 2

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
  

1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2

1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2
  

= lim
𝑥→0+

1

𝑥
 

1 − 1 −  𝑥 ln 𝑥 2

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2  1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
  

= lim
𝑥→0+

1

𝑥
 

− 𝑥 ln 𝑥 2

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2  1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
  

= lim
𝑥→0+

 −𝑥 ln 𝑥 2  
1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2  1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
  

=  −0  
1

 1 +  0 2  1 +  1 +  0 2 
 =  0  

1

2
 = 0 

 1 ب

 د 1

 أ 2
 ج 1
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,𝑒  عنصرا من المجال 𝑡لٌكن  +∞ .  

0ننطلق من المتفاوتة  < 𝑡  و نضٌف إلى طرفٌها الكمٌة 1 ln 𝑡 2 

𝑡 : نجد  ln 𝑡 2 < 1 +  𝑡 ln 𝑡 2 

𝑡  :    و منه  ln 𝑡 2 <  1 +  𝑡 ln 𝑡 2 

𝑡∀ :   ٌعنً  ≥ 𝑒   ;   𝑡 ln 𝑡 <  1 +  𝑡 ln 𝑡 2  

𝑡و لدٌنا كذلك  ≥ 𝑒  إذن ln 𝑡 ≥ 1.   

𝑡:     نضرب هاتٌن المتفاوتتٌن طرفا بطرف نجد  ln 𝑡 ≥ 𝑒 > 1 

𝑡∀ :    نحتفظ بالمتفاوتة  ≥ 𝑒   ;   𝑡 ln 𝑡 > 1 

𝑡∀ :    التً تصبح  ≥ 𝑒   ;    𝑡 ln 𝑡 2 > 1 

𝑡 نضٌف إلى طرفً هذه المتفاوتة الكمٌة  ln 𝑡 2                       

𝑡∀ :    نجد  ≥ 𝑒   ;   2  𝑡 ln 𝑡 2 > 1 +  𝑡 ln 𝑡 2 

𝑡∀ :    ٌعنً  ≥ 𝑒   ;     2 𝑡 ln 𝑡 >  1 +  𝑡 ln 𝑡 2 

𝑥 عددا حقٌقٌا بحٌث 𝑥لٌكن  ≥ 𝑒.  

 :و نحصل بذلك على الوضعٌة التالٌة 

 :  نستنتج أن  2  و  1 من النتٌجتٌن 

 ∀𝑡 ≥ 𝑒   ;   𝑡 ln 𝑡 <  1 +  𝑡 ln 𝑡 2 <  2 𝑡 ln 𝑡 

 :من خلال آخر تأطٌر حصلنا علٌه نستنتج أن 

 ∀𝑡 ≥ 𝑒   ;   
1

 2
 

1

𝑡 ln 𝑡
 <

1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2
<

1

 𝑡 ln 𝑡
 

∫نُدخل التكامل  𝑑𝑡
𝑥

𝑒
 :  على هذا التأطٌر نجد 

1

 2
  

1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <  
1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 

 :   ٌعنً 
1

 2
 ln ln 𝑡  𝑒

𝑥 <  
1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <  ln ln 𝑡  𝑒
𝑥  

 :   ٌعنً 
1

 2
ln ln 𝑥 <  

1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  

 :لدٌنا حسب آخر تأطٌر 

1

 2
ln ln 𝑥 <  

1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  

 :    إذن 
1

 2
ln ln 𝑥 <  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  

lim :    لدٌنا 
𝑥→+∞

ln ln 𝑥 = ln ln +∞  = ln +∞ = +∞ 

 :   و هذا ٌعنً حسب خاصٌة التأطٌر و النهاٌات أن 

lim
𝑥→+∞

 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑒

𝑑𝑡 = +∞ 

lim :   إذن 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = +∞ 

 :  من جهة ثانٌة ، لدٌنا 
1

 2
ln ln 𝑥 <  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  

 :  نجد 𝑥نضرب أطراف هذا التأطٌر فً العدد الموجب قطعا 

1

 2
 

ln ln 𝑥 

𝑥
 <

1

𝑥
 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <
ln ln 𝑥 

𝑥
 

lim :     لنحسب النهاٌة 
𝑥→+∞

 
ln ln 𝑥 

𝑥
  

 : إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 

1

 2
ln ln 𝑥 

       
<  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥       

𝑥 → +∞ 
𝑥 → +∞ 

+∞ 
+∞ 

lim :   إذن 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 

= lim
𝑥→+∞

  𝑓(𝑡)
𝑒

0

𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
𝑥

𝑒

𝑑𝑡  

= lim
𝑥→+∞

  𝑓(𝑡)
𝑒

0

𝑑𝑡 + lim
𝑥→+∞

  𝑓(𝑡)
𝑥

𝑒

𝑑𝑡  

= lim
𝑥→+∞

 
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒

𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒
 + lim

𝑥→+∞
  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡  

=  +∞ +  +∞ = +∞ 

lim :     لدٌنا 
𝑥→+∞

 
ln ln 𝑥 

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 

ln ln 𝑥 

𝑥
 ×

ln 𝑥

ln 𝑥
 

= lim
𝑥→+∞

 
ln ln 𝑥 

ln 𝑥
 ×

ln 𝑥

𝑥
 

= lim
𝑥→+∞
𝑦→+∞
𝑦=ln 𝑥

ln 𝑦

𝑦
×

ln 𝑥

𝑥
= 0 × 0 = 0 

lim :     إذن 
𝑥→+∞

 
ln ln 𝑥 

𝑥
 = 0 

1

 2
 

ln ln 𝑥 

𝑥
 

         
<

1

𝑥
 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <
ln ln 𝑥 

𝑥     
 

 𝟎 

𝑥 → +∞ 𝑥 → +∞ 

𝟎 

 :  و منه حسب خاصٌة النهاٌات و التأطٌر نستنتج أن 

lim
𝑥→+∞

1

𝑥
 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 = 0 

 ب 2

 ج 2

 د 2

 𝟏  

 𝟐  

 𝟏  
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,0  على المجال 𝑓 دالة أصلٌة للدالة 𝐹إذن  +∞ .  

,𝑥 𝜖  0 ∀:   أو بتعبٌر الاشتقاق نكتب  +∞   ;   𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥) 

,0  قابلة للاشتقاق على المجال 𝑓و بما أن الدالة  +∞   

,0  قابلة للاشتقاق على المجال ′𝐹فإن الدالة  +∞ .  

,0  على المجال 𝐹"(𝑥)إذن تنعدم الدالة  +∞                      

ln عندما تنعدم الكمٌتٌن  𝑥  1  و + ln 𝑥 .  

𝑥 إذا كان   𝐹" 𝑥أي تنعدم الدالة  = 𝑥  أو  1 =
1

𝑒
   

 .و تتغٌر إشارتها بجوار تلك النقطتٌن و ذلك حسب جدول الإشارة السابق 

𝑓و ذلك انطلاقا من جدول إشارة  ′(𝑥).  

,𝑥 𝜖  0 ∀:  لأن  +∞   ;   𝐹"(𝑥) = 𝑓′(𝑥) 

,0  معرفة على 𝜑من جهة ثانٌة لدٌنا  = 𝜑 𝑥:   بما ٌلً  ∞+ 𝑥 − 𝐹 𝑥   

,0  قابلة للاشتقاق على 𝐹و لدٌنا كذلك  = 𝐹′ 𝑥:    بحٌث  ∞+ 𝑓 𝑥    

,0  دالة قابلة للاشتقاق على المجال 𝜑إذن  +∞   
= 𝜑′ 𝑥:     و لدٌنا  1 − 𝐹′ 𝑥 = 1 − 𝑓(𝑥) 

𝑥نلاحظ أنه إذا كان  = = 𝑓 𝑥 فإن 0 1  

1:  ٌعنً  − 𝑓(𝑥) أي     :𝜑′ 𝑥 = 0    

0  إذا كان ≤ 𝑥 ≤
1

𝑒
𝑓(0)  فإن    ≥ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓  

1

𝑒
             

,0  دالة تناقصٌة على المجال 𝑓لأن 
1

𝑒
 .  

1:    إذن  ≥ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓  
1

𝑒
  

1:  ٌعنً  − 𝑓 𝑥 ≥ ≤ 𝜑′ 𝑥:     أي 0 0   

,0  دالة تزاٌدٌة على المجال 𝜑إذن 
1

𝑒
 .  

  إذا كان
1

𝑒
≤ 𝑥 ≤ 𝑓  فإن  1  

1

𝑒
 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 1             

  دالة تزاٌدٌة على المجال 𝑓لأن 
1

𝑒
, 1 .  

𝑓إذن    
1

𝑒
 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ 1:   ٌعنً 1 − 𝑓 𝑥 ≥ ≤ 𝜑′ 𝑥:     أي 0 0   

  دالة تزاٌدٌة على المجال 𝜑إذن 
1

𝑒
, 1 .  

𝑥 :  إذا كان ≥ 𝑓(𝑥):    فإن 1 ≤ 𝑓(1)                             

,1  دالة تناقصٌة على المجال 𝑓لأن  +∞ .  

𝑓(𝑥):  إذن  ≤ 1:    ٌعنً 1 − 𝑓(𝑥) ≥ ≤ 𝜑′ 𝑥:    أي 0 0.   

,1  دالة تزاٌدٌة على المجال 𝜑إذن  +∞ .  

lim :     نستغل إذن هذه النهاٌة لحساب 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
 

,0  دالة عددٌة معرفة على 𝐹لدٌنا  = 𝐹 𝑥 :     بما ٌلً  ∞+  𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 

,𝑥 𝜖  0 ∀   :     و لدٌنا  +∞     ; 𝐹" 𝑥 = 𝑓′(𝑥) =
−𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥 

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2

 

  و ٌمكن أن نضٌف جدول التقعر للمنحنى  
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

 ٌقبل نقطتً انعطاف أفصولاهما على التوالً            و بالتالً 
1

𝑒
   .1 و 

𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

lim :   نستعمل النهاٌة 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= 0 

 :    لدٌنا 

lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 − 𝐹(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥  1 −
𝐹 𝑥 

𝑥
  

=  +∞  1 − 0 = +∞ 

lim :   لدٌنا 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞

1

𝑥
 𝑓(𝑡)

𝑥

0

𝑑𝑡 

= lim
𝑥→+∞

1

𝑥
  𝑓(𝑡)

𝑒

0

𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
𝑥

𝑒

𝑑𝑡  

= lim
𝑥→+∞

1

𝑥
  𝑓(𝑡)

𝑒

0

𝑑𝑡 + lim
𝑥→+∞

1

𝑥
  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 
             

0

 

=  
1

+∞
 ×  

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒
𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒

 + 0 = 0 

lim :     إذن 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= 0 

𝐹"(𝑥) + 

1

𝑒
 0 +∞ 1 

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

𝒙 

ف
طا

نع
 ا
طة

نق
 

ف
طا

نع
 ا
طة

نق
 

 مقعر مقعر
  محدب

𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹  

𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

0 0 − − 

𝓞 𝟒 𝟏

𝐞
 

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

𝟏 𝟐 𝟑 

𝟏 

𝟐 

𝟑 

𝟎, 𝟓 

   . 𝐹" 𝑥لدراسة نقط انعطاف المنحنى          ندرس إشارة المشتقة الثانٌة 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

,0  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝜑 : خلاصة +∞ .  

 ٌقبل فرعا            المنحنى:  بقولنا  2  و  1 و ٌمكن تفسٌر النهاٌتٌن 

 .شلجمٌا فً اتجاه محور الأفاصٌل 

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

lim :     إذن 
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = +∞ 
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 هـ 2
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,0  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال 𝜑لدٌنا  +∞ .  

,0  تقابل من المجال 𝜑إذن  ,𝜑   0 نحو صورته  ∞+ +∞   .  

,0  تقابل من المجال 𝜑إذن  ,0  نحو المجال  ∞+ +∞ .  

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛لٌكن 
,𝑛 𝜖  0:  إذن  ⊃ ℕ:    لأن  ∞+   0, +∞    

,0 فً المجال   𝑛إذن ٌوجد عنصر وحٌد نرمز له بـ  +∞          

= 𝜑 𝛼𝑛:  بحٌث  𝑛   

= 𝜑 𝑥المعادلة  : أو بتعبٌر آخر  𝑛 ذات المجهول  𝑥 تقبل حلا وحٌدا 

,0  فً المجال 𝛼𝑛و هو    .ℕ من 𝑛 و ذلك كٌفما كان  ∞+

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    أن  (رأٌنا حسب السؤال ب   𝛼𝑛 ≥ 0 

≤ 𝐹 𝛼𝑛إذن   𝐹 0  لأن  𝐹  0  تزاٌدٌة على المجال, +∞ .   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   ٌعنً أن    𝐹 𝛼𝑛 ≥ 0  
𝑥∀ :    و نعلم أن  ≥ 0   ;   𝜑 𝑥 = 𝑥 − 𝐹(𝑥) 

= 𝜑 𝛼𝑛:  إذن  𝛼𝑛 − 𝐹 𝛼𝑛  لأن    :𝛼𝑛 ≥ 0   

= 𝐹 𝛼𝑛:    ٌعنً  𝛼𝑛 − 𝜑 𝛼𝑛  

𝛼𝑛:   نحصل على  2  و  1 بدمج  − 𝜑 𝛼𝑛 ≥ 0           

𝛼𝑛:  ٌعنً  ≥ 𝜑 𝛼𝑛    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    و نعلم أن    𝜑 𝛼𝑛 = 𝑛 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    إذن    𝛼𝑛 ≥ 𝑛 

𝑛لٌكن  ≥   .𝑛𝜖ℕ و 1

,0  متصلة و قابلة للاشتقاق على المجال 𝐹لدٌنا الدالة  +∞         

,𝑥 𝜖  0 ∀: بحٌث  +∞   ;   𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥) 

 فً أي مجال 𝐹إذن بإمكاننا تطبٌق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة على الدالة 

,0 محدود ٌوجد ضمن  +∞ .  

;0 نختار المجال  : في المرحلة الأولى 𝛼𝑛  .  

;0 لدٌنا   𝛼𝑛  ⊂  0, ;   𝑛𝜖ℕ∀   لأن     ∞+   𝛼𝑛 ≥ 0 

  من المجال 𝑐إذن ، حسب مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة ، ٌوجد عنصر 

0:  لدٌنا  < 𝑐 < 𝛼𝑛 إذن    :𝑓 0 < 𝑓 𝑐 < 𝑓 𝛼𝑛    

𝛼𝑛بما أن   ≥ 𝑛 ≥ ;𝑛 𝜖  1  فإن  1 𝛼𝑛  و   ∞+  𝜖  1; +∞    

𝛼𝑛لدٌنا   ≥ 𝑛  إذن  𝑓 𝛼𝑛 ≤ 𝑓 𝑛  لأن   𝑓 1  تناقصٌة على; +∞  

. 

;0  فً 𝐹فً المرحلة الثانٌة نُطبق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة على الدالة  𝑛  

. 

0:   لدٌنا  < 𝜀 < 𝑛 إذن     :𝑓 0 < 𝑓 𝜀 < 𝑓(𝑛)     

 .ما ٌهمنا فً هذا التأطٌر الغرٌب هو الشق الأٌمن فقط 

𝜑   0, +∞   =   𝜑 0  ;  lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥   =  0, +∞  ∶  و لدٌنا  

 : و هذا ٌعنً حسب تعرٌف التقابل 

  ∀ 𝑦 𝜖  0, +∞    ,   ∃! 𝑥 𝜖  0, +∞     ;   𝜑 𝑥 = 𝑦 

,  𝑛𝜖ℕ∀  : أو بتعبٌر أخٌر    ∃! 𝛼𝑛  ≥ 0    ;   𝜑 𝛼𝑛 = 𝑛 

𝐹 𝛼𝑛 − 𝐹 0 

𝛼𝑛 − 0
= 𝐹′ 𝑐 = 𝑓 𝑐    ∶ ;0     بحٌث    𝛼𝑛   

0:  ٌعنً  < 𝑐 < 𝛼𝑛    و   
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
= 𝑓(𝑐) 

1 :    و منه  <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
< 𝑓 𝛼𝑛  

0 :    ٌعنً  <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
< 𝑓(𝑛) 

;0  من 𝜀إذن ٌوجد عنصر  𝑛  بحٌث      : 

𝐹 𝑛 − 𝐹(0)

𝑛 − 0
= 𝐹′ 𝜀 = 𝑓(𝜀) 

0:  ٌعنً  < 𝜀 < 𝑛     و   
𝐹 𝑛 

𝑛
= 𝑓(𝜀) 

1 :       أي                                   :   ٌعنً  <
𝐹 𝑛 

𝑛
< 𝑓 𝑛  0 < 1 <

𝐹 𝑛 

𝑛
< 𝑓(𝑛) 

0 :          أي                                :   ٌعنً  <
𝐹 𝑛 

𝑛
< 𝑓(𝑛) −𝑓(𝑛) <

−𝐹 𝑛 

𝑛
< 0 

 :  طرفا بطرف نجد  2  و  1 نجمع التأطٌرٌن 

−𝑓(𝑛) <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
−

𝐹 𝑛 

𝑛
< 𝑓(𝑛) 

 :    أي 
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
−

𝐹 𝑛 

𝑛
< 𝑓(𝑛) 

 :    الذي ٌصبح 
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
<

𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓(𝑛) 

0 :     نستنتج أن  1 و من التأطٌر  <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
 

 :  نستنتج أن  4  و  3 إذن من 

 ∀𝑛 ≥ 1   ;   0 <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
<

𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓(𝑛) 

 :نعلم حسب الأسئلة السابقة أن 

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= lim    و   0

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = 0 

lim :    إذن 
𝑛∞

 
𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓(𝑛) = 0  

lim : إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة :                        نلاحظ أن 
𝑛∞

𝑛 = +∞ 

𝑛∞ 

+∞ 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝛼𝑛 ≥ 𝑛  

ٌُصبح  ⋆ و منه فإن التأطٌر    : 

 ∀𝑛 ≥ 1   ;   0 <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
<

𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓(𝑛)

         
 

𝑛∞ 

𝟎 
𝟎 

𝑛∞ 

lim : إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞

 𝛼𝑛 = +∞ 

 :    نكتب  ∗ إذن بالرجوع إلى التأطٌر 

0 < 1 <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
< 𝑓 𝛼𝑛 < 𝑓(𝑛) 

 2  

 1  

 3  

 4  

 ⋆  

 ب 3

 ج 3

 أ 4
 ب 4

𝛼𝑛  

 2  

 1  

 ∗  
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𝑥∀ :     من جهة أخرى نعلم أن  ≥ 0   ;   𝜑 𝑥 = 𝑥 − 𝐹(𝑥) 

𝛼𝑛لدٌنا   ≥ = 𝜑 𝛼𝑛  إذن    0 𝛼𝑛 − 𝐹 𝛼𝑛  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    و نعلم كذلك أن    𝜑 𝛼𝑛 = 𝑛 

𝑛:  إذن  = 𝛼𝑛 − 𝐹 𝛼𝑛  ًٌعن      :𝐹 𝛼𝑛 = 𝛼𝑛 − 𝑛  

 التمرين الخامس 

;0  المعرفة على 𝑓نعتبر  = 𝑓 𝑥:   بما ٌلً  ∞+ ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥     

  متصلة 𝑓لدٌنا حسب الخاصٌات العامة لاتصال مركب دالتٌن أن الدالة 

;0 على  ;0  قابلة للاشتقاق على المجال 𝑓و كذلك    ∞+ +∞   

;0  دالة قابلة للإشتقاق على 𝑙𝑛لأن   دالة قابلة 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 و  ∞+

;0    و   ℝللاشتقاق على  +∞  ⊂  ℝ.   

 فً أي مجال 𝑓إذن بإمكاننا تطبٌق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة على الدالة 

;0 محدود و ٌوجد ضمن  +∞   

𝑛لٌكن  ≥ ; 𝑛  و نختار المجال  1  𝑛 + 1 .   

;𝑥 𝜖  0 ∀:    لدٌنا  +∞   ;   𝑓 𝑥 = ln arctan 𝑥   

 :     ٌعنً 

 :     نجد 2نضرب طرفً هذه المتساوٌة فً العدد الغٌر المنعدم 

𝑛:    لدٌنا  < 𝑐 < 𝑛 + 1 

 : نجد ℝ على هذا التأطٌر و علما أنها تزاٌدٌة قطعا على 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛نُدخل الدالة 

𝑛:   و لدٌنا كذلك  < 𝑐 < 𝑛 + 1 

1 :  إذن  + 𝑛2 <  1 + 𝑐2 < 1 +  𝑛 + 1 2 

 : نُدخل على هذا التأطٌر دالة المقلوب نجد 

 :  نجد 𝑛2−و نضرب أطرف هذا التأطٌر فً العدد السالب قطعا 

 :نجد  (2و نستغل بعد ذلك نتٌجة السؤال 

 :    أي 
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
=

𝛼𝑛 − 𝑛

𝛼𝑛
= 1 −

𝑛

𝛼𝑛
 

lim :      ٌعنً 
𝑛∞

𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
= lim

𝑛∞
 1 −

𝑛

𝛼𝑛
  

0 :      ٌعنً  = 1 − lim
𝑛∞

 
𝑛

𝛼𝑛
lim :      ٌعنً   

𝑛∞
 

𝑛

𝛼𝑛
 = 1 

lim : و بالتالً 
𝑛∞

 
𝛼𝑛

𝑛
 =

1

lim
𝑛∞

 
𝑛
𝛼𝑛

 
=

1

1
= 1 

 :     إذن 

𝑓 ′ 𝑥 =
 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  

′

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 
=

 
1

1 + 𝑥2 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 
=

1

 1 + 𝑥2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 
 

 ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1  − ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛  =
1

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

 :     ٌعنً 
 ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛  − ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1  =

−1

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

 𝑛2 ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛  − ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1   =
−𝑛2

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

𝑣𝑛 : نجد  (1و باستعمال نتٌجة السؤال  =
−𝑛2

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 < 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 < 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1  

 :  طرفا بطرف نجد  2  و  1 نضرب التأطٌرٌن 

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 <  1 + 𝑐2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 

<  1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1  

 :    و منه حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 

 ∎    lim
𝑛∞

𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
= 0 

𝑛:   عددا صحٌحا طبٌعٌا بحٌث 𝑛لٌكن  ≥ 1   

= 𝑛2 ln  
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
  

= 𝑛2 ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛  − ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1    

𝑣𝑛 :لدٌنا  = ln 𝑢𝑛 = ln   
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

𝑛2

  

 :      نجد  ∗∗ إذن بالرجوع إلى المتساوٌة  

  
𝑓 𝑛 + 1 − 𝑓(𝑛)

 𝑛 + 1 − 𝑛
=

1

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

  :    خلاصة

 ∀𝑛 ≥ 1  ,   ∃ 𝑐 𝜖  𝑛; 𝑛 + 1     ;   𝑣𝑛 =
−𝑛2

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
< 𝑣𝑛 <

−𝑛2

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

; 𝑛   من المجال 𝑐إذن ٌوجد عدد حقٌقً  𝑛 +  :      بحٌث  1

 ∗∗     
𝑓 𝑛 + 1 − 𝑓(𝑛)

 𝑛 + 1 − 𝑛
= 𝑓 ′(𝑐) 

lim :    أي 
𝑛∞

 
𝛼𝑛

𝑛
 = 1 

1

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
<

1

 1 + 𝑐2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 

<
1

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
 

−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
<

−𝑛2

 1 + 𝑐2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 

<
−𝑛2

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

1 

3 

2 

𝑛2 

 𝟏  

 𝟐  

 ⨂  
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 : فً البداٌة أذُكركم بالنهاٌتٌن المهمتٌن التالٌتٌن 

𝑣𝑛و لدٌنا   = ln 𝑢𝑛     إذن    :𝑢𝑛 = 𝑒𝑣𝑛   

lim :      و منه 
𝑛∞

 𝑢𝑛 = lim
𝑛∞

𝑒𝑣𝑛 = 𝑒
 lim

𝑛∞
𝑣𝑛  

= 𝑒
 
−2
𝜋

 
 

= lim
𝑛∞

 
−𝑛2

𝑛2 + 2𝑛 + 2
  

1

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
  

=  −1  
1
𝜋
2

 =
−2

𝜋
 

lim :    لدٌنا 
𝑛∞

−𝑛2

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

lim :    و لدٌنا كذلك 
𝑛∞

−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
 

= lim
𝑛∞

 
−𝑛2

𝑛2 + 1
  

1

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
  

=  −1  
1
𝜋
2

 =
−2

𝜋
 

ٌُصبح  ⨂ إذن التأطٌر    : 

 
−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
 

               
< 𝑣𝑛 <  

−𝑛2

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

                     
 

−𝟐

𝝅
 

𝑛∞ 𝑛∞ 
−𝟐

𝝅
 

𝐥𝐢𝐦 :    إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نجد 
𝒏∞

 𝒗𝒏 =
−𝟐

𝝅
 

𝐥𝐢𝐦 :     و بالتالً 
𝒏∞

 𝒖𝒏 = 𝒆
 
−𝟐
𝝅

 
 

lim
𝑥→+∞

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 =
𝜋

2
lim     و    

𝑥→−∞
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 =

−𝜋

2
 

4 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين
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